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MOTIVACIÓN DEL CAPÍTULO 


Para que exista un géiser, deben reunirse tres 
condiciones: un suministro de agua, una 
fuente de calor intensa y unos conductos de 
salida. 

El agua calentada por fenómenos volcáni- 
cos entra en el sistema de conducción de un 
géiser a grandes profundidades, hirviendo y 
calentando el agua más fría que fluye desde la 
superficie. Eventualmente, el hervor produce 
la presión suficiente para expulsar violenta- 
mente hacia el exterior grandes volúmenes 
de agua. Una vez que finaliza la erupción, el 
proceso se inicia de nuevo. 


Las erupciones del Old Faithful 


El Parque Nacional de Yellowstone, situado en la esquina noroeste de Wyo- 
ming y zonas próximas de Montana e Idaho, contiene casi la mitad de todos los 
géiseres conocidos de la Tierra. Un reducido número de estos espectáculos 
hidrotérmicos son tan regulares que pueden ser anticipados con precisión. En- 
tre los más de 400 géiseres del Parque Nacional de Yellowstone, sólo se han 
efectuado predicciones para siete, uno de los cuales es el Old Faithful. 

El géiser fue bautizado como Old Faithful en 1870. En 1938, el geólogo 
Harry M. Woodward descubrió que existía una correlación entre la duración de 
cada erupción del Old Faithful y el intervalo de tiempo transcurrido hasta la 
siguiente. 

Se han observado y registrado más de 137.000 erupciones del Old Faithful. 
Sus duraciones han oscilado entre los 1,5 y los 5,5 minutos, mientras que los 
intervalos han variado entre los 30 y los 120 minutos. Desde las observaciones 
de Woodward, los intervalos han tendido a crecer. Se especula que los mayores 
terremotos en la región han alejado del géiser la circulación de agua caliente, 
con el resultado de un mayor tiempo de rellenado. 

La tabla siguiente muestra 35 erupciones en forma de pares ordenados (x, y), 
donde x representa la duración e y el intervalo, ambos en minutos. (Fuente: 
Parque Nacional de Yellowstone.) 


(1,80, 56), (1,82, 58), (1,88, 60), (1,90, 62), (1.92, 60), 
(1,93, 56), (1,98, 59), (2,03, 60), (2,05, 57), (2,13, 60), 
(2,30, 57), (2,35, 57), (2,37, 61), (2,82, 73), (3,13, 76), 
(3,27, 77), (3,65, 77), (3,70, 82), (3,78, 79), (3,83, 85), 
(3,87, 81), (3,88, 80), (4.10, 89), (4,27, 90), (4,30, 84), 
(4,30, 89), (4,43, 84), (4,43, 89), (4,47, 80), (4,47, 86), 
(4,53, 89), (4,55, 86), (4,60, 88), (4,60, 92), (4,63, 91), 


100 
90 + 
80 
70 E 
60 


50 + 


Tiempo entre erupciones (en minutos) 


1 2 3 4 5 


Duración de la erupción (en minutos) 


CUESTIONES 


HL a a a А-дун мндн) 


1. Describir la relación entre la duración de las erupciones del Old Faithful y 
el intervalo transcurrido entre ellas. ¿Existe correlación entre ambas mag- 
nitudes? 


2. Suponiendo que se observa una erupción que dura 2 minutos y 40 segun- 
dos, ¿cuándo estima que se producirá la próxima? 


3. Escriba un modelo (una ecuación en las variables x e y) que pueda utilizar- 
se para predecir el intervalo de tiempo hasta la siguiente erupción. Expli- 
que cómo obtuvo el modelo. ¿Utilizó una calculadora o lo obtuvo median- 
te cálculos a mano? Хх 
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Gráficas y modelos matemáticos 


La gráfica de una ecuación 


En 1637, el matemático francés René Descartes revolucionó las Matemáticas 
al unir sus dos ramas principales: Algebra y Geometría. Con ayuda del plano 
coordenado de Descartes, los conceptos geométricos pudieron formularse ana- 
líticamente y los conceptos algebraicos visualizarse gráficamente. 

Sus posibilidades de éxito en el Cálculo aumentarán siguiendo el mismo 
acercamiento. Es decir, viendo el Cálculo desde múltiples perspectivas —grá- 
fica, analítica y numérica— incrementará su comprensión de los conceptos 
fundamentales. 

Consideremos la ecuación 3x + y = 7. El punto (2, 1) es un punto solución 
de la ecuación puesto que esta última se satisface (es cierta) cuando se sustitu- 
ye x por 2 e y por 1. Esta ecuación tiene muchas otras soluciones, como (1, 4) o 
(0, 7). Para hallar sistemáticamente otras soluciones, despejamos y de la ecua- 
ción inicial. 


у= 7 – Зх Procedimiento analítico 


Después, elaboramos una tabla de valores sustituyendo varios valores de x. 


Procedimiento numérico 


A partir de la tabla, puede verse que (0, 7), (1, 4), (2, 1), (3, -2) y (4, -5) son 
soluciones de la ecuación inicial 


3x+y=7 Ecuación inicial 


Sección Р.1 


FIGURA РІ 
Gráfica de 3x + y =7, 


FIGURA P.2 
La parábola y = x° ~ 2. 


Gráficas y modelos matemáticos 5 


Como muchas ecuaciones, ésta tiene infinitas soluciones. El conjunto de todos 
los puntos solución constituye la gráfica de la ecuación, como ilustra la Figu- 
ra P.1. 


| Nota Aunque nos refiramos al dibujo de la Figura P.1 como la gráfica de 3x+y=7, 
en realidad sólo representa una porción de ésta. La gráfica completa se extendería fuera 
de los límites de la página. 


En este curso estudiará un gran número de ayudas para la representación 
gráfica. La más simple consiste en dibujar puntos hasta que la forma esencial 
de la gráfica se haga evidente. 


EJEMPLO 1 Dibujo de una gráfica mediante trazado de puntos 
Dibujar la gráfica de y = х? ~ 2. 


Solución: Primero construimos una tabla de valores. Después, trazamos los pun- 
tos dados en la tabla. 


Finalmente, unimos los puntos con una curva suave, como se muestra en la 
Figura P.2. Esta gráfica es una parábola. Se trata de una de las cónicas estudia- 
das en el Capítulo 9. O 


Uno de los inconvenientes de la representación mediante trazado de puntos 
es que conseguir una idea fiable de la forma de una gráfica puede exigir marcar 
un gran número de puntos. Con sólo unos pocos, se podría desfigurar drástica- 
mente la gráfica. Por ejemplo, supongamos que para dibujar la gráfica de 


1 
2: x(39 — 10x? + x%) 


se han marcado únicamente los cinco puntos: 
E, 3), El, -1), (0, 0), (1, 1) y (3, 3) 


como ilustra la Figura P.3a. A partir de estos puntos, se podría concluir que la 
gráfica es una recta. Sin embargo, esto no es correcto. Trazando varios puntos 
más puede verse que la gráfica es más complicada (véase Figura P.3b). 
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a) b) 


FIGURA P.3 
Si se marcan pocos puntos, puede obtenerse una gráfica falseada. 


N. del T.: А 10 largo del libro se hace referencia en miles de ocasiones a cálculos numéricos, 
cálculos simbólicos y gráficas efectuadas con ayuda bien sea de calculadoras simples, calculadoras 
gráficas, calculadoras programables u ordenadores con paquetes de cálculo como Maple, Mathe- 
matica, Derive, Mathcad, etc. En el texto, se indicará con el símbolo 

Puesto que cada lector tendrá sus propias preferencias, perfectamente respetables, o dispone de 
unos medios de cálculo determinados que no va a modificar por el mero influjo de un texto particu- 
lar, de ahora en adelante nos referiremos a todas esas variantes de cálculo electrónico utilizando 
sencillamente el término «calculadora». 

En cada momento, el contexto dejará claro cuál o cuáles de esas herramientas son más apropia- 
das. Y el sentido común permitirá, en cada momento, interpretar correctamente el significado del 
término «calculadora». 

Obviamente, un ordenador cubre todas las necesidades y, de hecho, en buen número de situa- 
ciones es el instrumento más aconsejable. 


Sección Р.1 


No hay intersecciones con el eje x 
Una intersección con el eje y 


Gráficas y modelos matemáticos 7 


Intersecciones con los ejes 


Dos tipos de puntos solución especialmente útiles son aquellos cuya coorde- 
nada x о y se anula. Tales puntos se denominan intersecciones con los ejes 
porque son los puntos en los que la gráfica corta (se intersecta con) el eje x o 
el eje y. Un punto del tipo (a, 0) es una x-intersección de la gráfica de una 
ecuación sies un punto solución de ésta. Para determinar las x-intersecciones 
de una gráfica, igualamos y a cero y resolvemos la ecuación en x resultante. 
Análogamente, un punto del tipo (0, b) es una y-intersección de la gráfica de 
una ecuación si es un punto solución de la misma. Para hallar las y-intersec- 
ciones de una gráfica, igualamos x a cero y resolvemos la ecuación en y 
resultante. 


| Nota. En algunos textos se denomina x-intersección a la coordenada x del punto 
(a, 0) en lugar de al propio punto. Salvo que sea necesario distinguirlos, usaremos el 
término intersección para denominar tanto al punto como a la coordenada correspon- 
diente. 


Es posible que una gráfica carezca de intersecciones con los ejes, o que 
presente varias de ellas. Por ejemplo, consideremos las cuatro gráficas de la 
Figura Р.5. 


zum 
rr “ч 


Tres intersecciones con el eje x Una intersección con el eje x No hay intersecciones 
Una intersección con el eje y Dos intersecciones con el eje y 


FIGURA Р.5 


EJEMPLO 2 Determinación de las intersecciones con los ejes xe y 
Encontrar las intersecciones con los ejes de la gráfica de y = x? ~ 4x. 


Solución: Рага determinar las x-intersecciones, igualamos y a cero y despeja- 
mos x 


x-4x=0 Hacer igual a 0 
x(x- 2)(х+ 2) = 0 Factorizar 


1=0,20-2 Despejar x 


Capítulo P 


FIGURA P.6 
Intersecciones de una gráfica. 


кыйы Y: 


Simetría respecto del origen 


FIGURA РЈ 


Preparación para el Cálculo 


Puesto que esta ecuación admite tres soluciones, se puede concluir que la 
gráfica tiene tres x-intersecciones: 


(0, 0), (2, 0) y (2, 0) x-intersecciones 


Para hallar las y-intersecciones, igualamos x a cero. Resulta entonces y =0. 
Por tanto, la y-intersección es 


(0, 0) y-intersección 


(Véase Figura P.6.) 0 


Simetrías de una gráfica 


Los tres tipos siguientes de simetrías pueden servir de ayuda para dibujar la 
gráfica de una ecuación (véase Figura Р.7). 


1. Una gráfica es simétrica respecto al eje y si, para cada punto (x, y) de 
la gráfica, el punto (х, y) también pertenece a la gráfica. Esto signifi- 
ca que la porción de la gráfica situada a la izquierda del eje y es la 
imagen especular de la situada a la derecha de dicho eje. 

2. Una gráfica es simétrica respecto al eje x si, para cada punto (x, y) de 
la gráfica, el punto (x, —y) también pertenece a la gráfica. Esto quiere 
decir que la porción de la gráfica situada por encima del eje x es la 
imagen especular de la situada por debajo del mismo. 

3. Una gráfica es simétrica respecto al origen si, para cada punto (x, y) 
de la gráfica, el punto (—х, —y) también pertenece a la gráfica. Esto 
significa que la gráfica permanece inalterada si se efectúa una rotación 
de 180° alrededor del origen. 


Es muy útil saber si una gráfica tiene simetrías antes de intentar dibujarla, 
ya que esto ayuda a determinar una ventana de representación apropiada. 


Sección P.1 


Simetría respecto del origen 


FIGURA P.8 


FIGURA Р9 

Marcar en primer lugar los puntos situados 

por encima del eje x. A continuación, completar 
la gráfica usando su simetría. 
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La gráfica de un polinomio es simétrica respecto al eje y si cada término 
tiene exponente par (o es constante). Por ejemplo, la gráfica de 
=2 4 2 : 2 : 
у= 25 - х^ + 2 Simetría respecto al eje y 


es simétrica respecto al eje y. Análogamente, la gráfica de un polinomio es 
simétrica respecto al origen si cada término tiene exponente impar, como se 
ilustra en el Ejemplo 3. 


EJEMPLO 3 Comprobación de la simetría respecto al origen 


Comprobar que la gráfica de у = 2x* — x es simétrica respecto al origen. 


Solución: 
у= 2x3 -x Ecuación original 
-=y = A? ~ (—х) Sustituir x por —x e y por -y 
=y = -2x +x Simplificar 
y= 2x? = х Ecuación equivalente 


Como la sustitución produce una ecuación equivalente, se sigue que la gráfica de 
у = 2х3 — x es simétrica respecto al origen, como se muestra en la Figura P.8. O 


EJEMPLO 4 _ Uso de las simetrías para representar una gráfica 
Dibujar la gráfica de x – y? = 1. 


Solución: La gráfica es simétrica respecto al eje x porque al sustituir y por -y se 
obtiene una ecuación equivalente. 


x= y =1 Ecuación original 
x- oy? =1 Sustituir y por —y 
x-y = | Ecuación equivalente 


Esto significa que la porción de la gráfica situada bajo el eje x es imagen 
especular de la porción situada sobre dicho eje. Para dibujar la gráfica, repre- 
sentamos primero la porción sobre el eje x. Posteriormente, reflejamos el dibu- 
jo en el eje x y obtenemos la gráfica completa (Figura P.9). П 
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FIGURA P.10 
Dos puntos de intersección, 


Preparación para el Cálculo 


Puntos de intersección 


Se llama punto de intersección de las gráficas de dos ecuaciones a todo punto 
que satisfaga ambas ecuaciones. Los puntos de intersección de dos gráficas se 
determinan resolviendo sus ecuaciones simultáneamente. 


EJEMPLO 5 Determinación de los puntos de intersección 


Hallar los puntos de intersección de las gráficas de x? - у= 3 y х- у= 1. 


Solución: Sirve de ayuda comenzar por representar las gráficas de ambas ecua- 
ciones en el mismo sistema de coordenadas rectangulares (véase Figura P.10). 
Hecho esto, se ve que las gráficas poseen dos puntos de intersección. Para 
determinarlos, se puede proceder como sigue. 


y= 1-3 Despejar y de la primera ecuación 
y=x-1 Despejar y de la segunda ecuación 
x2-3=x-1 Igualar los valores de y obtenidos 
х2-х-2= 0 Escribir la ecuacion de la forma usual 
(х-2)х+1)=0 Factorizar 
x=20-l Despejar x 


Los correspondientes valores de y se obtienen sustituyendo x = 2 y x=-—l en 
cualquiera de las ecuaciones originales. Resultan así los dos puntos de intersec- 
ción: 


(2,1) y El –2) Puntos de intersección 


Puede verificar estos puntos sustituyendo en ambas ecuaciones originales o 
utilizando la función trace de una calculadora gráfica. a 


Modelos matemáticos 


En las aplicaciones de las Matemáticas a la vida real se usan frecuentemente 
ecuaciones como modelos matemáticos. Al desarrollar un modelo matemático 
para representar datos reales, uno debe esforzarse en alcanzar dos objetivos a 
menudo contradictorios: precisión y sencillez. Es decir, el modelo debe ser 
suficientemente sencillo para ser manejable, pero también suficientemente pre- 
ciso para producir resultados significativos. En la Sección P.4 se tratan estos 
objetivos más exhaustivamente. 


EJEMPLO 6 El aumento de dióxido de carbono atmosférico 


Entre 1960 y 1990, el observatorio de Mauna Loa, Hawai, registró la concen- 
tración de dióxido de carbono y (en partes por millón) en la atmósfera terrestre. 


Sección Р.1 
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La Figura P.11 recoge los registros correspondientes al mes de enero de cada 
año. En la Figura P.l la se ha ajustado un modelo lineal a los datos 


y = 313,6 + 1,24t Modelo lineal 


donde т = О corresponde a 1960. En la Figura Р.11 se ha ajustado un modelo 
cuadrático a los datos 


y = 316,2 + 0,701 + 0,018? Modelo cuadrático 


¿Qué modelo representa mejor los datos? En el número de julio de 1990 del 
Scientific American se utilizaron estos datos para predecir el nivel de dióxido de 
carbono en la atmósfera terrestre en el año 2035. La predicción fue de 470 partes 
por millón. ¿Con cuál de los dos modelos pudo efectuarse esta predicción? 


y Modelo lineal Modelo cuadrático 
360 
E 355 5 
= 350- = 
E 345 Е 
а. 3405 д, 
$ 335 $ 
E 
Е 330 Н 
5 325 S 
a 320- ө 
8 315 8 
310 a 
L т aa pai х 
5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30 
Año (0 + 1960) Año (0 + 1960) 
a) b) 
FIGURA P.11 


Gráficas de modelos lineal y cuadrático. 


Solución: Рага responder a la primera pregunta, es necesario precisar qué signi- 
fica «mejor». De acuerdo con una definición estadística que involucra los cua- 
drados de las diferencias entre los valores reales de y y los valores de y dados 
por el modelo, el modelo cuadrático es mejor, puesto que sus valores son más 
próximos a los valores reales. El autor del artículo del Scientific American 
compartía esta opinión. Haciendo / = 75 (para el año 2035) en el modelo lineal, 
la predicción sería 


y = 313,6 + 1,24(75) = 406,6 Modelo lineal 
Utilizando el modelo cuadrático, la predicción para el año 2035 sería 


y = 316,2 + 0,70(75) + 0,018(75)? = 469,95 Modelo cuadrático 
О 


| Nota. Los modelos del Ejemplo 6 se han elaborado usando un método denominado 
ajuste por mínimos cuadrados (véase la Sección 12.9). El modelo lineal tiene una corre- 
lación dada por r? = 0,984 y el modelo cuadrático por r? = 0,997. Cuanto más próximo 
es r? a 1, «mejor» es el modelo. 
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Ejercicios de la Sección P.1 


En los Ejercicios 1-4, asociar a cada ecuación su gráfica. 


a) Doa 
с) 
1 l +2 2 
А =-= х А 
АБЕ 
3. у= 4-х? 4. у= х? -х Ci 
/ 


En los Ejercicios 5-10, determinar las intersecciones con los 
ejes. 


6. у2= х? – 4х 


2+3 

7. yargi 8. ааыл 

(Зх+ 1) 
10. у= 2х – ух? +1 


En los Ejercicios 11-18, hallar las simetrías respecto a cada 
uno de los ejes y respecto al origen. 


9. xy-x+4y=0 


П. y=x*-2 12. ху- 4/4-х?=0 
13. у2 = х – 4х 14. ху? = -10 
15. у= х? +x 16. ху= 1 
х 
17. у= 5 18. у= х +х-3 
x +1 


En los Ejercicios 19-30, dibujar la gráfica de la ecuación. Ha- 
llar las intersecciones con los ejes y determinar las simetrías. 


1 
19. y=-3x+2 20. узе 


22. у= х? +3 


23. у= 1-х? 24. у= 2х? + х 
25. у= х? +2 26. y=./9-x? 
27. у= (х+ 2)? 28. x=y-4 
29. y=- 30. y=2x* 


№ En los Ejercicios 31 y 32, describir la ventana de la calcula- 


dora gráfica que presenta la figura mostrada. 


31. y=x -3x +4 


32. у= |х| + |х – 10] 


e En los Ejercicios 33-36, utilizar la calculadora gráfica para 


representar la ecuación. Encontrar las intersecciones con los 
ejes y comprobar las simetrías. 


33. у= 232 +х+ 1 


34. у= х,/25- х? 


5 
— -1 36. х2 + 4у2= 4 


35. у= 
x+l 


= Еп los Ejercicios 37 y 38, representar la ecuación en la calcu- 


ladora. Desplazar el cursor a lo largo de la curva para calcu- 
lar el valor aproximado de la coordenada desconocida del 
punto solución dado, con una precisión de dos cifras decima- 
les. (Ayuda: Puede necesitar la función zoom para obtener la 
precisión requerida.) 


37. y=./S-x 
38. у= х5 – 5х 


а) (2,5) 
а) (0,5, y) 


b) (х, 3) 
b) (x, -4) 
En los Ejercicios 39-42, escribir una ecuación cuya gráfica 


posea la propiedad indicada. (Puede haber más de una res- 
puesta correcta.) 


39. La gráfica tiene intersecciones con los ejes en x = -2, 
x=4yx=6. 


40. La gráfica tiene intersecciones con los ejes en x = -3> 
x=2yx=3 


41. La gráfica es simétrica respecto al origen. 


42. La gráfica es simétrica respecto al eje x. 


El símbolo е indica un ejercicio en el que se explica cómo usar tecnología gráfica o un sistema de álgebra computacional. La solución de otros 


ejercicios puede facilitarse mediante el uso de tecnología apropiada. 


Ejercicios de la Sección P.1 


En los Ejercicios 43-50, encontrar los puntos de intersección 
de las gráficas de las dos ecuaciones, y comprobar los resul- 
tados analíticamente. 


43. 


45. 


47. 


49. 


х+у= 2 44. 2х – Зу = 13 
2х-у= 1 5х + Зу = 1 
x+ у= 7 46. х2 + у? = 25 
3х - 2у = 11 2х +у= 10 
x + у? = 5 48. х2 +у=4 
x-y=l 2x- у= 
у= х5 50. х= 3 - y? 
у= х у= х- | 


Еп los Ejercicios 51 y 52, emplear la calculadora gráfica 
para representar las ecuaciones y encontrar las interseccio- 
nes de las gráficas. 


51. 


53. 


54. 


у= х? – 252 +х- 1] 52. у= х – 24? + 1 


у= х2 + 3х – 1 у= 1-22 


Punto de equilibrio Calcular las ventas necesarias 
para alcanzar el equilibrio (R = C) si el coste de pro- 
ducción C de x unidades es 


C= 5,54/х + 10.000 Ecuación del coste 
y los ingresos R por la venta de x unidades son 
R = 3,29x 


Ecuación de los ingresos 


Para pensar Cada una de las tablas dadas abajo reco- 
ge puntos solución de una de las siguientes ecuaciones. 


1) у= + 5 
П) у= х2 + 
Ш) у= А? 
iv) ху = Е 


Asociar а cada ecuación su tabla y determinar el valor 
de k. 


x 1 4 9 


a) 


с) 


Ak 55, 


Pe 56, 


А 57, 


13 


Un modelo matemático La tabla muestra el Índice de 
Precios al Consumo (1982-84 = 100) en una selección 
de varios años. (Fuente: Bureau of Labor Statistics.) 


1985 | 1990 | 1995 


DDD 


a) Encontrar, con ayuda de una calculadora progra- 
mada para el cálculo de regresiones, un modelo 
matemático de la forma 


у= а? +bt+c 


que ajuste los datos. En este modelo, y representa 
el IPC y + representa el año, tomando el origen 
1=0 еп 1970. 

b) Utilizar una calculadora para representar el mode- 
lo y comparar éste con los datos. 

c) Aplicar el modelo para predecir el IPC del año 
2000. 


Un modelo matemático La siguiente tabla muestra el 
número medio de acres por granja en los Estados Uni- 
dos en una selección de varios años. (Fuente: U.S. De- 
partment of Agriculture.) 


a) Encontrar, usando regresión en la calculadora, un 
modelo matemático de la forma 


y=ať +bt+c 


que ajuste los datos. En este modelo, y representa 
extensión media en acres y г el año, tomando el 
origen ғ = 0 en 1950. 

b) Utilizar una calculadora para representar el mode- 
lo y comparar éste con los datos. 

c) Aplicar el modelo para predecir el número medio 
de acres por granja en los Estados Unidos en el 
año 2000. 


Hilo de cobre La resistencia en ohmios de 1.000 pies 
de hilo de cobre a 77 °F admite el modelo matemático 


_ 10,770 


х? 


—0,37, 5 <х < 100 


donde х es el diámetro en milésimas de pulgada. Re- 
presentar el modelo en la calculadora. Si se duplica el 


diámetro del hilo, ¿en qué factor aproximado varía la 
resistencia? 
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58. a) Demostrar que si una gráfica es simétrica respecto 59. Si (1, -2) es un punto de una gráfica simétrica respecto 
al eje x y respecto al eje y, entonces es simétrica al eje x, entonces (—1, —2) es también un punto de la 
respecto al origen. Dar un ejemplo que muestre gráfica. 
que el recíproco no es cierto. 60. 51 (1, -2) es un punto de una gráfica simétrica respecto 


b) Probar que si una gráfica es simétrica respecto a 
un eje y respecto al origen, entonces es simétrica 
respecto al otro eje. 


al eje y, entonces (1, -2) es también un punto de la 
gráfica. 


61. 5152 – 4ас> Оуа + 0, la gráfica de y = ax? + bx +c 


¿Verdadero o falso? En los Ejercicios 59-62, determinar si tiene dos x-intersecciones. 


la afirmación es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por 62. 5152 – 44с- Оуа + 0, la gráfica de y = ax? + bx + c 
qué o dar un ejemplo que demuestre que lo es. tiene sólo una x-intersección. 


P.2 | 
CONTENIDO * _| Modelos lineales y ritmos de cambio 
Pendiente de una recta = 
Ecuaciones de las rectas = 
Razones y ritmos de cambio = Pendiente de una recta 
Representación gráfica de modelos lineales = 
Rectas paralelas y perpendiculares = 


La pendiente de una recta no vertical mide el número de unidades que la recta 
asciende (o desciende) verticalmente por cada unidad de desplazamiento hori- 
zontal de izquierda a derecha. Consideremos los dos puntos (x1, y1) y (х, Y2) 
de la recta de la Figura P.12. Al desplazarnos de izquierda a derecha por la 
recta, se produce una variación vertical de 


Ay = уз — У Cambio en y 
unidades por cada variación horizontal de 


Ах= х - ху Cambio еп х 


Ду = y, – y, = cambio en A б 4 
a bos unidades. (А es la letra griega delta mayúscula y Ax se lee «delta de x».) 


FIGURA P.12 


francés menter, que significa escalar, su- 


ir, ascender. з : 
ыж | Nota. АТ aplicar la fórmula de la pendiente, obsérvese que 


Ya=Y1 (71-72) Yi y 
X2 7 Xq =-=) X¡7X2 


Por tanto, no importa el orden en que se reste, siempre que se sea coherente y las dos 
coordenadas restadas provengan del mismo punto. 
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La Figura P.13 muestra cuatro rectas con pendientes: una positiva, otra nula, 
otra negativa y otra indefinida. En general, cuanto mayor sea el valor absoluto de 
la pendiente de una recta, mayor es su inclinación. Por ejemplo, en la Figu- 
ra P.13, la recta de pendiente —5 está más inclinada que la de pendiente + 


y y y 
4 \ | 4 t 4 | (3,4) 
0 m53 |" =8 | 
3 4 34 3 + 
| (1,2) | (2,2) | 
24 2+ 
| (3,1) | (3, 1) | 
br 1+ f 6,1) 
(22, 0) Н | | 
ч = X + + o Зете Х Бана зири SS S 
2 -| j 1 2 3 2 - 1 2 =+] | 1 2 4 
=] 4 4 
Si m es positivo, la recta sube Si m es cero, la recta es Si m es negativo, la recta baja Si m no está definido, la recta es 
de izquierda a derecha horizontal de izquierda a derecha vertical 
FIGURA P.13 
Ecuaciones de las rectas 
EXPLORACION Para calcular la pendiente de una recta pueden utilizarse dos cualesquiera de 


Estudio de он Be ree sus puntos. Esto puede verificarse con ayuda de los triángulos semejantes de la 
läs кз una cakculàdora Figura P.14. (Recuérdese que los cocientes de los lados correspondientes de 
a dibujar cada a una de las si- dos triángulos semejantes son todos iguales.) 


5 común alas siete 


mero: determina a (0% уу?) 


(у) e 


D y-a= 24D 
b) ез 4 = Ux+ 1) 
% ааваа, 
dy ye Об) a 


a 
* * 

IA Сы у 
* * 

х*-х\* EA 


FIGURA P.14 


e) а= ажр 
с. yo . | Cualquier par de puntos de una recta determina su pendiente. 


7) Wass а + Da TD 
Dari. ы ns | | 
и __ : Se puede escribir una ecuación de una recta dada si se conocen su pendien- 
te y las coordenadas de uno de sus puntos. Supongamos que la pendiente es m y 
el punto es (x,, y1). Si (x, y) denota cualquier otro punto de la recta, entonces 


х= Ху 


Esta ecuación, que involucra las dos variables х e y, se puede escribir de la 
forma y ~ у; = m(x — xı), conocida como ecuación punto-pendiente de una 
recta. 
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FIGURA P.15 


La recta de pendiente 3 que pasa por el punto (1, -2). 


Población (en millones) 


FIGURA P.16 
Población de Arizona en el censo. 


EJEMPLO І Determinación de una ecuación para una recta 


Hallar una ecuación para la recta de pendiente 3 que pasa por el punto (1, -2). 


Solución: 
у-у = т(х- ху) Forma punto-pendiente 
y- (—2) = 3(х ~ 1) Sustituir y, por –2, х, por 1 y m por 3 
y+2=3x-3 Simplificar 
y=3x-5 Despejar y 
(Véase Figura P.15.) O 


| Nota. Recuérdese que la pendiente puede usarse sólo para describir una recta no verti- 
cal. Así pues, las rectas verticales no pueden expresarse mediante ecuaciones punto-pen- 
diente. Por ejemplo, la ecuación de la recta vertical que pasá por el punto (1, –2)еѕх= 1. 


Razones y ritmos de cambio 


La pendiente de una recta puede interpretarse bien como una razón o propor- 
ción o bien como una tasa о ritmo de variación. Si los ejes x e y tienen la misma 
unidad de medida, la pendiente no tiene dimensión y es una razón o propor- 
ción, Si los ejes x e y tienen distintas unidades de medida, la pendiente es una 
tasa o ritmo de cambio. Al estudiar Cálculo, encontrará aplicaciones relativas 
a ambas interpretaciones de la pendiente. 


EJEMPLO 2 Crecimiento de poblaciones y diseño técnico 


a) La población de Arizona era de 1.775.000 habitantes en 1970 y de 
2.718.000 en 1980. Durante este período de 10 años, el ritmo de cambio 
medio de la población fue 


cambio en población 


Ritmo de cambio = : — 
cambio en años 


_ 2.718.000- 1.775.000 
1980-1970 
= 94.300 personas por año 


Si la población de Arizona hubiese continuado creciendo a este ritmo en 
los siguientes 10 años, en 1990 habría sido de 3.661.000. Sin embargo, en 
el censo de 1990 se determinó una población de 3.665.000, de modo que 
el ritmo de cambio de la población entre 1980 y 1990 fue ligeramente 
superior que en la década precedente (véase Figura P.16). 
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Б) En un torneo de saltos de esquí acuático, la rampa se eleva hasta una altura 
de 6 pies sobre una balsa de 21 pies de largo, como se ilustra en la Figu- 
ra P.17. La pendiente de la rampa de esquí es el cociente entre su altura 
(avance vertical) y la longitud de su base (avance horizontal). 


. avance vertical 
Pendiente de la rampa = 2 == 
avance horizontal 


_ 6 pies 
21 pies 


Obsérvese que, en este caso, la pendiente es una proporción y se expresa 
sin unidades. 


FIGURA P.17 
Dimensiones de una rampa de esquí acuático. O 


| Nota. El ritmo de cambio calculado en el Ejemplo 2a es un ritmo de cambio medio. 
Un ritmo de cambio medio siempre se calcula sobre un intervalo, en este caso [1970, 
1980]. En el Capítulo 2 estudiará otro tipo de ritmo de cambio, el ritmo de cambio 
instantáneo. 


Representación gráfica de modelos lineales 


Muchos de los problemas de geometría analítica pueden clasificarse en dos 
categorías básicas: 1) Dada una gráfica, ¿cuál es su ecuación?, y 2) Dada una 
ecuación, ¿cuál es su gráfica? La ecuación punto pendiente de una recta puede 
emplearse para resolver ciertos problemas de la primera categoría. No obstan- 
te, esta forma no resulta especialmente útil para resolver problemas de la se- 
gunda categoría. La forma que mejor se adapta al trazado de la gráfica de una 
recta es la ecuación pendiente-intersección de una recta. 


а) m=2; la recta sube 


Capítulo Р 


Preparación para el Cálculo 


EJEMPLO 3 Trazado de rectas en el plano 


Dibujar la gráfica de cada una de las siguientes ecuaciones. 


a) y=2x+1 Ьу y=2 с) Зу+х-6= 0 


Solución: 


a) Puesto que b = 1, la y-intersección es (0, 1). Como la pendiente es т = 2, 
sabemos que la recta asciende dos unidades por cada unidad de desplaza- 
miento hacia la derecha, como se muestra en la Figura P.18a. 

b) Dado que b = 2, la y-intersección es (0, 2). Como la pendiente es m = 0, 
sabemos es horizontal, como se ilustra en la Figura P.18b. 

c) Comencemos por escribir la ecuación en forma punto-intersección. 


Зу+х-6= 0 Ecuación original 
Зу=-х+б Aislar el término еп y a la izquierda 
І NAE ' 
y= 3 x+2 Forma pendiente-intersección 


De esta forma, puede verse que la y-intersección es (0, 2) y la pendiente 
т = —5: Esto quiere decir que la recta desciende una unidad por cada tres 
unidades de desplazamiento hacia la derecha, como se muestra en la Figu- 
ra P.18c. 


y y 
A 4 
3 + 
| z? 
e _——— 
(0, 2) | 
1+ 
555 а К 
3 
b) m=0; la recta es horizontal c) m= -; la recta baja 
FIGURA P.18 
0 


Dado que la pendiente de una recta vertical no está definida, su ecuación no 
puede llevarse a forma pendiente-intersección. Sin embargo, la ecuación de 
cualquier recta puede escribirse en la forma general 


Ax + By+C=0 Forma general de la ecuación de una recta 


donde A y B no son ambos nulos. Por ejemplo, la recta vertical dada por x = a 
puede representarse рог la ecuación general х ~ a = 0. 
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Rectas paralelas y perpendiculares 


La pendiente de una recta es una herramienta adecuada para determinar si dos 
rectas son paralelas o perpendiculares (véase Figura P.19). Concretamente, dos 
rectas no verticales con la misma pendiente son paralelas, y dos rectas no vertica- 
les cuyas pendientes son una opuesta de la inversa de la otra son perpendiculares. 


Rectas paralelas Rectas perpendiculares 

i FIGURA P.19 
ADVERTENCIA 
En Matemáticas, la expresión «si y 
sólo si» es una manera de 
establecer dos implicaciones en una 
misma afirmación. Por ejemplo, la 
primera afirmación de la derecha 
equivale a las dos implicaciones 
siguientes: 


a) Si dos rectas no verticales 
distintas son paralelas, 
entonces sus pendientes son 
iguales. 

b) Si dos rectas no verticales 
distintas tienen pendientes 
iguales, entonces son EJEMPLO 4 Rectas paralelas y perpendiculares 
paralelas. 


Hallar las ecuaciones generales de las rectas que pasan por el punto (2, —1) 
y son 


a) paralela a la recta 2х – Зу = 5 b) perpendicular a la recta 2х ~ 3y = 5 


como se muestra en la Figura P.20. 
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- FIGURA P.20 
Rectas paralela y perpendicular а 2x - 3y = 5. 


Preparación para el Cálculo 


Solución: Escribiendo la ecuación lineal 2х — Зу = 5 en forma punto-pendiente, 
y = $x — 3» vemos que la recta dada tiene pendiente m = 2. 


a) La recta por (2, —1) paralela a la dada tiene también pendiente 3- 


У-У = т(х- ху) 


ja 2 
pene 020) 


3(y +1) = 2(х – 2) 
2x-3y-7=0 


Forma punto-pendiente 


Sustituir 


Simplificar 


Forma general 


Obsérvese la similitud con la ecuación original. 

b) Calculando el opuesto del inverso de la pendiente de la recta dada, se 
puede determinar que la pendiente de cada recta perpendicular a la inicial 
es —3- Por tanto, la recta por el punto (2, —1) perpendicular a la dada tiene 


la siguiente ecuación. 


X= ул 


y-El) 


m(x = х.) 


а 2 
үе ) 


2(y + 1) = -3(x ~ 2) 
3x+2y-4=0 


-10 


que la del eje з 


Forma punto-pendiente 
Sustituir 


Simplificar 


Forma general О 


а) La escala del eje х по es la misma 


6 


a) La escala del eje x es la misma 
que la del eje у 
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Ejercicios de la Sección P.2 


21 


En los Ejercicios 1-6, estimar la pendiente de la recta a partir 
de su gráfica. 


1. 2. 
4 ЕЕ 
1234567 
3. 4. 
5. 6. 


En los Ejercicios 7 y 8 dibujar las rectas que pasan por el 
punto dado con la pendiente indicada. Hacer los dibujos en 
un mismo sistema de coordenadas. 
Punto Pendientes 

7 (2,3) а) 0 by 1 c) -2 а) Indefinido 

8. (410) а) 3 b 3 oł d) 0 
En los Ejercicios 9-12, dibujar el par de puntos y calcular la 
pendiente de la recta que pasa por ellos. 

9. (3, -4), (5, 2) 10. (2, 1), (2, 5) 
11. (1,2), (2,4) 12. (2), 8-2) 
En los Ejercicios 13-16, utilizar el punto de la recta y la pen- 


diente para determinar otros tres puntos por los que pase la 
recta. (Hay más de una respuesta correcta.) 


Punto Pendiente Punto Pendiente 
13. (2,1) m=0 14. (3,4) т indefinido 
15. (1,7) m=-3 16. (2,-2) m=2 


17. Un modelo matemático Та siguiente tabla proporcio- 
na los dividendos por acción ordinaria de General Mills 
durante los años 1987 a 1994. El tiempo en años se 
representa por £, correspondiendo т = 0 a 1990, y los 
dividendos se representan por y. (Fuente: General 
Mills 1994 Annual Report.) 


$2,53 $2,32 


пикники 


а) Representar a mano los datos y unir mediante seg- 
mentos los puntos adyacentes. 

b) Usar la pendiente para determinar los años en los 
que los dividendos decrecieron y crecieron más rá- 
pidamente. 


18. Diseño de una cinta transportadora Se quiere cons- 
truir una cinta transportadora que ascienda 1 metro por 
cada tres de avance horizontal. 

a) Calcular la pendiente de la cinta transportadora. 

b) Supongamos que la cinta se instala entre dos pisos 
de una fábrica. Hallar su longitud sabiendo que la 
distancia vertical entre pisos es de 10 pies. 


19. Redacción Explicar en unas líneas si es o no posible 
utilizar dos puntos cualesquiera de una recta para de- 
terminar su pendiente. 


20. Ritmo de cambio Cada uno de los siguientes datos es 
la pendiente de una recta que representa los ingresos 
diarios y, en términos del tiempo en días x. Utilizar la 
pendiente para interpretar la variación en los ingresos 
correspondiente a un incremento de tiempo de 1 día. 
a) m= 400 b) m= 100 с) m=0 


En los Ejercicios 21-24, hallar la pendiente y ła y-intersec- 
ción (si es posible) de la recta. 


21. x-5y=20 22. 6x-5y=15 
23. x=4 24. y=-l 


En los Ejercicios 25-30, encontrar una ecuación de la recta 
que pasa por los dos puntos y dibujar la recta. 


25. (2, 1), (0, -3) 26. (-3, –4), (1, 4) 
27. (0, 0), 1,3) 28. (3, 6), (1, 2) 
29. (1, 2), (3, -2) 30. (2. 3), (8-2) 
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En los Ejercicios 31-36, encontrar una ecuación de la recta 
que pasa por el punto dado y tiene la pendiente indicada. 
Dibujar la recta. 


Punto Pendiente Punto Pendiente 


Еп los Ejercicios 49-54, esbozar una gráfica de la ecuación. 


49. 
51. 
53, 


y=-3 
2x-y-3=0 
у=—2х + 1 


50. х= 4 
52. х+2у+6=0 
54. у 1 = 3(х+ 4) 


А5 Redacción En los Ejercicios 55 y 56, representar en la cal- 


31. (0,3) m=3 32. (-1, 2) m indefinido 

33. (0,0) m=3% 34. (2,4) m=-+ 

35. (0,2) m=4 36. (0,4) m=0 

37. Determinar una ecuación de la recta vertical con x-in- 
tersección en 3. 

38. Probar que la recta de intersecciones con los ejes (a, 0) 


y (0, b) admite la siguiente ecuación. 


a#0,b#0 


En los Ejercicios 39-42, usar el resultado del Ejercicio 38 
para escribir una ecuación de la recta. 


39. x-intersección: (2, 0) 
y-intersección: (0, 3) 
40. x-intersección: (—43› 0) 
y-intersección: (0, -2) 
41. Punto de la recta: (1, 2) 
x-intersección: (a, 0) 
y-Intersección: (0, a) 
(a 4 0) 
42. Punto de la recta: (3, 4) 
x-Intersección: (a, 0) 
y- intersección: (0, a) 


(a 4 0) 


En los Ejercicios 43-48, escribir una ecuación de la recta que 
pasa por el punto y es a) paralela a la recta dada y b) perpen- 
dicular a la recta dada. 


Punto _ Pendiente 
43. (2,1) 4х-2у=3 
44. (-3, 2) x+y=7 
45. (2. 3) 5х + Зу = 0 
46. (6, 4) 3x + 4у = 7 
47. (2, 5) х= 4 
48. (1, 0) у= -3 


culadora la ecuación en cada una de las ventanas indicadas. 
Describir la diferencia entre ambas imágenes. 


55. y=0,5x-3 


Xmin=-5 
Хтах = 10 
Xscl= 1 


Xmin =-2 
Хтах = 10 
Xscl= | 

Y min = 4 
Ymax=1 
Yscl=1 


Y min =-1 
Ymax=10 
Yscl= 1 


56. y=-8x +5 


Xmin=-5 
Xmax=10 
Xscl= 1 
Ymin = -80 
Y max = 80 
Yscl =20 


Ritmo de cambio En los Ejercicios 57-60, se dan el valor 
en dólares de un producto en 1998 y el ritmo al que se espera 
que varíe su valor durante los próximos $ años. Utilizar esta 
información para escribir una ecuación lineal que proporcio- 
ne el valor en dólares V del producto en términos del año /. 
(Represéntese 1998 por 1 = 8.) 


Valor 1998 Ritmo 
57. $2.540 $125 crecimiento anual 
58. $156 $4,50 crecimiento anual 
59. $20.400 $2.000 decrecimiento anual 


60. $245.000 $5.600 decrecimiento anual 


e En los Ejercicios 61 y 62, usar la calculadora para represen- 


tar las parábolas y hallar sus puntos de intersección. Encon- 
trar una ecuación de la recta que pasa por los puntos de inter- 
sección y dibujar su gráfica en la misma ventana de 
representación. 


61. y=x? 


у= 4х- х? 


62. у= х2 - 4х+3 
у= х2 + 2х +3 


Ejercicios de la Sección P.2 


En los Ejercicios 63 y 64, determinar si los puntos son coli- 
neales. (Se dice que tres puntos son colineales si pertenecen 
a una misma recta.) 


63. 
64. 


(2, 1), El, 0), (2, -2) 
(0, 4), (7, -6), (—5, 11) 


Los Ejercicios 65-68 se refieren al triángulo de la figura. 


Ca 0) 
65. 


66. 
67. 
68. 


69. 


70. 


y 
A 


| (Ь, с) 


э Y 


(a, 0) 


Hallar el punto de intersección de las mediatrices de 
los lados. 


Hallar el punto de intersección de las medianas. 
Hallar el punto de intersección de las alturas. 


Probar que los puntos de intersección de los Ejerci- 
cios 65, 66 y 67 son colineales. 


Conversión de temperaturas Hallar la ecuación li- 
neal que expresa la relación entre la temperatura en 
grados Celsius С y la temperatura en grados Fahrenheit 
F. Usar el hecho de que el agua se congela a 0°C 
(32 °F) y hierve a 100°C (212 °F) para escribir 72°F 
en grados Celsius. 


Gastos reembolsados Una compañía reembolsa a sus 
representantes de ventas $150 diarios por alojamiento 
y comidas más 304 por milla recorrida. Escribir una 
relación lineal que exprese el coste diario С para la 
compañía en términos de x, el número de millas reco- 
rridas. 


Elección profesional Un empleado dispone de dos 
Opciones a puestos en una gran corporación. En un 
puesto le pagan $12,50 por hora más un suplemento de 
$0,75 por unidad producida. En el otro, $9,20 por hora 
más un suplemento de $1,30. 

a) Encontrar relaciones lineales que expresen los sa- 
larios por hora W en términos de x, el número de 
unidades producidas por hora, para cada una de las 
opciones. 

b) Representar con una calculadora gráfica las ecua- 
ciones lineales y hallar el punto de intersección. 

c) Interpretar el significado del punto de intersección 
de las gráficas del apartado b). ¿Cómo usaría esta 
información para seleccionar la opción correcta si 
su objetivo fuera obtener el mayor sueldo por 
hora? 


Pe 72. 
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Depreciación lineal Un pequeño negocio adquiere 
un equipo por $875. Transcurridos 5 años el equipo 
estará obsoleto, carente de valor. 

a) Escribir una relación lineal que proporcione el valor 
y del equipo en términos del tiempo x, 0 < x < 5, 

b) Representar la ecuación con una calculadora grá- 
fica. 

c) Usar la función trace para estimar (con una preci- 
sión de dos cifras decimales) el valor del equipo 
cuando x = 2. 

d) Usar la función trace para estimar (con una preci- 
sión de dos cifras decimales) el momento en que 
el valor del equipo es $200. 


Alquiler de apartamentos Una agencia inmobiliaria 
maneja un complejo de 50 apartamentos. Cuando el al- 
quiler es de $580 mensuales, los 50 apartamentos están 
ocupados. Sin embargo, cuando el alquiler es de $625, 
el número medio de apartamentos ocupados desciende 
a 47. Supongamos que la relación entre el alquiler 
mensual y la demanda x es lineal. (Nota: Aquí usamos 
el término demanda para referirnos al número de apar- 
tamentos ocupados.) 

a) Escribir una ecuación lineal que proporcione la 
demanda x en términos del alquiler p. 

b) Extrapolación lineal Соп ayuda de una calcula- 
dora, representar la ecuación de la demanda y usar 
la función trace para predecir el número de aparta- 
mentos ocupados si se sube el alquiler a $655. 

с) Interpolación lineal  Predecir el número de apar- 
tamentos ocupados si se baja el alquiler a $595. 
Verificar el resultado gráficamente. 


Un modelo matemático Un profesor reparte cuestio- 
narios de 20 puntos y exámenes de 100 puntos a lo 
largo de un curso de Matemáticas. Las calificaciones 
medias de seis estudiantes, dadas como pares ordena- 
dos (x, y) donde x es la calificación media en las cues- 
tiones e y la calificación media en los exámenes, son 

(18, 87), (10, 55), (19, 96), (16, 79), (13, 76) y (15, 82). 

a) Empleando una calculadora programada para el 
cálculo de regresiones, hallar la recta de regresión 
por mínimos cuadrados para los datos. 

b) Usando una calculadora gráfica, representar los 
puntos y la recta de regresión en una misma ven- 
tana. 

c) Utilizar la recta de regresión para predecir la cali- 
ficación media en los exámenes de un estudiante 
cuya calificación media en las cuestiones es 17. 

d) Interpretar el significado de la pendiente de la rec- 
ta de regresión. 

e) Si el profesor añadiera 4 puntos a la calificación 
media en los exámenes de cada alumno de la clase, 
describir el cambio de posición de los puntos tra- 
zados y la modificación de la ecuación de la recta. 
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Distancia En los Ejercicios 75-80, calcular la distancia en- 
tre el punto y la recta o entre las rectas, utilizando la siguien- 
te fórmula para la distancia entre el punto (ху, y1) y la recta 
Ax + Ву + С = 0. 


[Ах + By, +C! 


Distancia = 
JA? +B? 

75. Punto: (0, 0) 76. Punto: (2, 3) 

Recta: 4х + Зу = 10 Recta: 4х + 3y = 10 
77. Punto: (2, 1) 78. Punto: (6, 2) 

Recta: х-у- 2 = 0 Recta: х = –1 
79. Punto: х+у= 1 80. Punto: Зх – 4у = 1 

Recta: х+ у= 5 Recta: Зх – 4y = 10 


81. Demostrar que la distancia entre el punto (ху, y1) у la 
recta Ах + Ву + С = 0 еѕ 


|Ах + Ву, + С| 
/ А? + В? 


Y 82. Expresar la distancia d entre el punto (3, 1) y la recta 
y = mx + 4 en términos de m. Emplear una calculadora 
gráfica para representar la ecuación. ¿Cuándo es 0 la 
distancia? Explicar geométricamente el resultado. 


Distancia = 


83. Demostrar que las diagonales de un rombo se cortan 
perpendicularmente. 


84. Demostrar que la figura que se obtiene uniendo los 
puntos medios de los lados consecutivos de cualquier 
cuadrilátero es un paralelogramo. 


85. Probar que si los puntos (x1, y1) y (x2, уз) pertenecen a 
la misma recta que (хў, уў) y (x3, у), entonces 


vi-yÍ_ Yaya 
xX -xf X2x 


Supóngase que x; Æ х y xf # х. 


86. Demostrar que si las pendientes de dos rectas son una 
opuesta de la inversa de la otra, entonces las rectas son 
perpendiculares. 


¿Verdadero o falso? En los Ejercicios 87 y 88, determinar 
si la afirmación es correcta. Si no lo es, explicar por qué o 
dar un ejemplo que pruebe su falsedad. 


87. Las rectas de ecuaciones ax + Ру = сү y bx — ay = сз son 
perpendiculares. Supóngase que a 40yb #0. 


88. Dos rectas con pendientes positivas pueden ser perpen- 
diculares entre sí. 
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Funciones y notación de funciones 


Una relación entre dos conjuntos X e Y es un conjunto de pares ordenados, 
cada uno de la forma (x, y) donde x es un elemento de X e y, uno de Y. Una 
función de X a Y es una relación entre X e Y con la propiedad de que si dos 
pares ordenados tienen el mismo valor de x, entonces también tienen el mismo 
valor de y. La variable x se denomina variable independiente, mientras que la 
variable y se denomina variable dependiente. 

Muchas situaciones de la vida real pueden describirse mediante funciones. 
Por ejemplo, el área A de un círculo es una función de su radio r. 


А = пғ 


2 A es una función де r 


En este caso, r es la variable independiente y A, la variable dependiente. 
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DEFINIC ÓN DÈ FUNCIÓN. REAL DE UNA VARIABLE REAL . 


Sean X e Y do: conjuntos de números reales. A función ei f де úna 

e variable real x de Ха Yes una ойе td que asigna: a cada número х 
| de X exactamente un número y de Y. n 

El conjunto. X se llama dominio de f. El número y se denomina lai ima-. 

«gen. de х por f y se denota por f(x). El recorrido de f se define сото еї 

FIGURA P22 subconjunto йе Y formado рог todas las imágenes de: los. números de X 
Una función real de una variable real. énse Ма Р; 22). | | 


Las funciones pueden especificarse de muchas formas. No obstante, en este 
texto nos concentraremos fundamentalmente en funciones dadas por ecuaciones 
que involucran las variables dependiente e independiente. Por ejemplo, la ecuación 


х? + 2у = 1 Ecuación en forma implícita 


define y, la variable dependiente, como función de x, la variable independiente. 
Para evaluar esta función (esto es, para hallar el valor de y correspondiente a 
un valor de x dado) resulta conveniente despejar y. 


=2 (1-12) Ecuación en forma explícita 
(«б 


Denotando por f la función, se puede escribir esta ecuación como 


1 
FO = 5 (1 х2) Notación de funciones 


La ecuación original x? + 2y = 1 define implícitamente y como función de x. 
Cuando despejamos y, estamos escribiendo la ecuación en forma explícita. 

La notación de funciones tiene la ventaja de que permite identificar clara- 
mente la variable dependiente como / (х), informándonos al mismo tiempo de 
que la variable independiente es х y de que la propia función se denota por «f». 
El símbolo f (x) se lee «f de x». La notación de funciones permite ahorrar pala- 
bras. En lugar de preguntar «¿cuál es el valor de y que corresponde a x= 3?» se 
puede preguntar «¿cuánto vale f (3)?» 

En la ecuación que define una función, el papel de la variable x es simple- 
mente el de un hueco a llenar. Por ejemplo, la función dada por 


Ро) = 202 — 4х + 1 
puede describirse como 


А 


donde se usan paréntesis en lugar de х. Para evaluar f (2), basta colocar —2 
entre cada par de paréntesis. 


2)? — 4( 


FE) = 2(2y – 4-2) + 1 Sustituir х por —2 
= 2044) +8 +1 Simplificar 


=17 Simplificar 
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Preparación para el Cálculo 


| №а. Aunque es frecuente usar fcomo símbolo conveniente para denotar una función 
y x para la variable independiente, se pueden utilizar otros símbolos. A modo de ejem- 
plo, las siguientes ecuaciones definen todas la misma función. 


f0)=x?-4x+7 El nombre de la función es f, el de la variable independiente es x 
=? -4+7 El nombre de la función es f, el de la variable independiente es t 
els) = 52 — 45 +7 El nombre de la función es g, el de la variable independiente es s 


EJEMPLO 1 Evaluando una función 


Para la función f definida por f(x) = x? + 7, calcular: 


[+ Ах) о), 


a) fGa) b) fib-1) с) А Ах + 0 
Solución: 
а) fGa)= Gay +7 Sustituir x por 3a 
= 9а? +7 Simplificar 
b) f(b-1)=(b-1 +7 Sustituir x por b — 1 
=b? -2р+1+7 Desarrollar el binomio 
= р? -2b +8 Simplificar 
o Де+Ах)-/[0) _ [(х + Ах)2 +7] (02+7) 
Ах Ах 
_ x? +2xAx + (Ах)? +727 
Ax 
м 2хАх + (Ах)* 
Ах 
_ А%Х(2х+ Ах) 
Ах 
=2x+ Ах, Ах #0 0 


| Nota. La expresión del Ejemplo іс se Пата cociente de incrementos y tiene un signi- 
ficado especial en el Cálculo. Hablaremos más sobre él en el Capítulo 2. 


Dominio y recorrido de una función 


El dominio de una función puede describirse explícitamente, o bien implícita- 
mente mediante la ecuación empleada para definir la función. El dominio im- 
plícito es el conjunto de todos los números reales para los que está definida la 
ecuación, mientras que un dominio definido explícitamente es el que se da 
junto con la función. Por ejemplo, la función dada por 


AXIS 


ДО) = 


x2-4 


Sección P.3 


a) El dominio de fes [1, œ) y el recorrido 
[0, œ) 


! 
П 
1 
1 
1 
1 
i 
1 
' 
t 


реш 7 


Recorrido 


t 
І 
i 
р 
t 
t 
П 
t 
П 
П 
i 
i 
i 


Dominio 


b) El dominio de flo construyen todos los 
valores de x tales que x 4 5+ пл 
y el recorrido es (оо, со) 


FIGURA Р.23 


FIGURA P.24 
El dominio de fes (~oc, ос) y el recorrido es [0, ос). 
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tiene un dominio definido explícitamente como (x: 4 < x < 5). Por otra 
parte, la función 


gx) PA 


tiene el dominio implícito {x: х # +2). 


EJEMPLO 2 Cálculo del dominio y el recorrido de una función 


a) El dominio de la función 


fœ) = ү/х—-1 


es el conjunto de los valores de x tales que x — 1 & 0, es decir el intervalo 


[1, оо). Para hallar el recorrido, observemos que f(x) = ./x—1 nunca es 
negativo. Así pues, el recorrido es el intervalo [0, оо), como se ilustra en la 
Figura P.23a. 

b) El dominio de la función tangente, mostrada en la Figura P.23b, 


FO) =tgx 


es el conjunto de los valores de x tales que 
х £ 5 + nx, соп n entero. Dominio de la función tangente 


El recorrido de esta función es toda la recta real. Puede consultarse el 
apéndice para una revisión de las características de ésta y otras funciones 
trigonométricas. o 


EJEMPLO 3 Una función definida por más de una ecuación 
Determinar el dominio y el recorrido de la función 


1-х, 1х < 1 


=} 


x-1, six=>1l 


Solución: Dado que f está definida para x < 1 ох > 1, su dominio es toda la 
recta real. En la parte del dominio donde x > 1, la función se comporta como 
en el Ejemplo 2a. Para x < 1, todos los valores de 1 — x son positivos. Por 
consiguiente, el recorrido de la función es el intervalo [0, оо). (Véase la Figu- 
ra P.24.) 


Se dice que una función de X a Y es inyectiva si a cada valor de y perteneciente 
al recorrido le corresponde exactamente un valor de x del dominio. Por ejemplo, la 
función del Ejemplo 2a es inyectiva, mientras que las de los Ejemplos 2b y 3 no lo 
son. Se dice que una función es suprayectiva 51 su recorrido es todo Y. 
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FIGURA P.25 
Gráfica de una función. 


Función identidad 


2207 51 


Función valor absoluto 


1 


Preparación para el Cálculo 


Gráfica de una función 


La gráfica de una función está formada por todos los puntos (x, f (x)), donde х 


pertenece al dominio de f. En la Figura P.25, puede observarse que 


x = distancia dirigida desde el eje y 


FG) = distancia dirigida desde el eje х. 


Una recta vertical puede cortar la gráfica de una función de x a lo sumo una 
vez. Esta observación proporciona un criterio visual adecuado (llamado crite- 
rio de la recta vertical) para funciones de x. Por ejemplo, en la Figura P.26a, 
puede verse que la gráfica no define y como función de x, ya que hay una recta 
vertical que corta a la gráfica dos veces, mientras que en las Figuras P.26b 


y с las gráficas sí definen y como función de x. 


a) No es una función de x 


b) Una función de x 


c) Una función de x 


FIGURA P.26 


En la Figura P.27 pueden verse las gráficas de ocho funciones básicas, que 
uno debe conocer bien. (En el apéndice se dan las gráficas de otras cuatro 
funciones trigonométricas básicas.) 


+ 
-2 -1 I 2 


Función cuadrática 


Función racional 


Función seno 


Función coseno 


FIGURA P.27 
Las gráficas de ocho funciones básicas. 


Sección P.3 


EXPLORACIÓN. 


Escritura de ecuaciones de 


funciones Cada una de las: 


pantallas de calculadora gráfica 


mostradas abajo exhibe | la gráfi- 


transformación de la. gráfic ica. 
Describa esta transformación y 
Use su descripción para escribir z 
una ecuación de la transt | 


ción. 
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Transformaciones de funciones 


Algunas familias de gráficas tienen esencialmente la misma forma. Por ejem- 
plo, comparemos la gráfica de y = x? con las de las otras cuatro funciones 
cuadráticas de la Figura P.28. 


32 -l 1 
Traslación horizontal (a la izquierda) 


-2 -l 1 2 


b 


= 


c) Reflexión d) Traslación a la izquierda, reflexión 
y traslación hacia arriba 


FIGURA P.28 


Cada una de las gráficas de la Figura P.28 es una transformación de la 
gráfica de y = x?. Los tres tipos básicos de transformaciones ilustrados por 
estas gráficas son las traslaciones verticales, las traslaciones horizontales y las 
reflexiones. La notación de funciones resulta apta para describir transformacio- 
nes de gráficas en el plano. Así, si se considera f (x) = x? como función original 
en la Figura P.28, las transformaciones mostradas pueden representarse por las 
siguientes ecuaciones. 


у= (х) +2 Traslación vertical de 2 unidades hacia arriba 
у= f(x + 2) Traslación horizontal de 2 unidades a la izquierda 
y =-f() Reflexión respecto al eje x 


Traslación de 3 unidades a la izquierda, reflexión respecto 
al eje x y traslación de 1 unidad hacia arriba 


y=-f(x+3)+1 
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Además de sus contribuciones 
esenciales a casi todas las ramas de las 
Matemáticas, Euler fue uno de los 
primeros en aplicar el Cál 

problemas reales de 

numerosas publicas ye 
materias como construcción de barcos, 
Acústica, Optica, Astronomía, Mecánica 

y Magnetismo. _ O 


Preparación para el Cálculo 


Clasificaciones y combinaciones de funciones 


La noción moderna de función es fruto de los esfuerzos de muchos matemáti- 
cos de los siglos XVII y XVIII. Mención especial merece Leonhard Euler, 
a quien debemos la notación y = f (x). Hacia el final del siglo ХУШ, los mate- 
máticos y científicos habían llegado a la conclusión de que un gran número 
de fenómenos de la vida real podían representarse mediante modelos mate- 
máticos construidos a partir de una colección de funciones denominadas fun- 
ciones elementales. Las funciones elementales se distribuyen en tres catego- 
rías. 


1. Funciones algebraicas (polinómicas, radicales, racionales). 
2. Funciones trigonométricas (seno, coseno, tangente, etc.). 
3. Funciones exponenciales y logarítmicas. 


En el apéndice puede encontrarse una revisión de las funciones trigonométri- 
cas. El resto de las funciones no algebraicas, como las funciones trigonométricas 
inversas y las exponenciales y logarítmicas, se introducen en el Capítulo 5. 

El tipo más común de función algebraica es una función polinómica 


| FO аат аст + + +ах+ ао, а, + o | 


donde el entero positivo n se llama el grado de la función polinómica. Los 
números a; se denominan coeficientes, siendo a, el coeficiente dominante y 
ao el término constante. Aunque es práctica común usar notación de subíndi- 
ces para los coeficientes de las funciones polinómicas en general, para las de 
grados más bajos se utilizan con frecuencia las siguientes formas más sencillas. 


Grado cero: о) =a Función constante 
Grado uno: fœ =ах+Ь Función lineal 
Grado dos: РО) = ах? +bx+c Función cuadrática 
Grado tres fœ) = ах? + bx + сх + Función cúbica 


Aunque puede presentar vaivenes, la gráfica de una función polinómica 
ascenderá o descenderá sin límite al variar x hacia la izquierda o hacia la dere- 
cha. Se puede determinar qué ocurre en la gráfica de 


++ aX? + aX + do 


S) = ар" + а," 
a partir del grado de la función (par o impar) y del coeficiente dominante аһ, 
como se indica еп la Figura P.29. Obsérvese que las regiones punteadas mues- 
tran que el criterio del coeficiente dominante sólo determina el comporta- 
miento a la derecha y a la izquierda de la gráfica. 


PARA MÁS INFORMACIÓN Puede encontrarse más información sobre la historia 
del concepto de función en el artículo «Evolution of the Function Concept: 

A Brief Survey» de Israel Kleiner en The College Mathematics Journal, 

septiembre 1989. 


y a,>0 
A 
|; 
+ 4 
E 1 
А 
\ | Ку | 
vo! | | 
Crece por la 
izquierda м w derecha 


E E aa m 
~ 


Gráficas de funciones polinómicas de grado par 


Jog 


Dominio de g 


Dominio de f 


Sección P.3 


` 1 lore por la 


ч» X 


FE) 


FIGURA P.30 


El dominio de la función compuesta f ` g. 
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р; а,<0 y a,>0 y a, <0 

A 

| | 4 A Crece por la 

| = | Crece por la ! Y izquierda 

И derecha \ 

Т Ж | 

| 1 1 | \ NAN 

; П га М 1 A A 

| ¡Decrece y Decrece ¿Decre СА Decrece y 
por la y Por la [рог la porla 4 

| izquierda y derecha 1 izquierda | Чегесһа ү 

Gráficas de funciones polinómicas de grado impar 
FIGURA Р.29 


Criterio del coeficiente dominante para funciones polinómicas. 


Del mismo modo que un número racional puede escribirse como el cocien- 
te de dos enteros, una función racional puede expresarse como el cociente de 
dos polinomios. Concretamente, una función f es racional si tiene la forma 


р(х) 
до) 


fœ = > до) #0 


donde р(х) у q(x) son polinomios. 

Las funciones polinómicas y las racionales son ejemplos de funciones al- 
gebraicas. Se llama función algebraica a aquella que puede expresarse me- 
diante un número finito de sumas, diferencias, productos, cocientes y raíces 


conteniendo potencias х". Por ejemplo, f(x) = ./x+1 es algebraica. Las fun- 
ciones no algebraicas se denominan trascendentes. Por ejemplo, las funciones 
trigonométricas son trascendentes. 

Es posible combinar dos funciones de varias formas para crear nuevas fun- 
ciones. Por ejemplo, dadas f (x) = 2x — 3 y g(x) = х? + 1, se pueden construir las 
siguientes funciones. 


РО) + а(х) = (2x -3)+ (х2 + 1) =x + 2х 2 Suma 
Fœ- 200) = (2х – 3) – (х2 + 1) = х2 + 2х - 4 Diferencia 
f(0200) = (2х — 3)(х? + 1) = 20° – 3x1? + 2х – 3 Producto 
0 = сас Cociente 


g) 12+1 


Aún hay otra manera de combinar dos funciones, llamada composición. La 
función resultante recibe el nombre de función compuesta. 


DEFINICIÓN DE FUNCIÓN COMPUESTA _ 


Sean Tye dos funciones. La función dada por (f > g)40) =f (260) se llama 
función compuesta d de fcon g. El dominio de f> g es el conjunto de todos los х 
del dominio de g tales ‹ ue КО) репепесе al dominio de f (véase Figura Р.30). 
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Preparación para el Cálculo 


La función composición de f con g no suele ser igual, en general, a la de g 
con f. 


EJEMPLO 4 Composición de funciones 


Dadas f(x) = 2x — 3 y g(x) = cos x, hallar: a) f ° g y b) g ° f. 


Solución: 

а) (f22D60)=fE60) Definición de f > g 
= 2(8(x)) -3 Sustituir f (x) 
= 2(cos х) — 3 Sustituir g(x) 
= 2 соѕх-– 3 Simplificar 

b) (е -f0=8g(£00) Definición de g + f 
= cos (f(x)) Sustituir р(х) 
= cos (2x — 3) Sustituir f(x) 

Nótese que (f > а)(х) 4 (8 ° f)00) O 


En la Sección P.1 se definió x-intersección de una gráfica como cualquier 
punto (a, 0) en el que la gráfica corta al eje x. Si la gráfica representa una 
función f, el número a se denomina un cero de f. En otras palabras, los ceros de 
una función f son las soluciones de la ecuación f (x) = 0. Así, por ejemplo, la 
función f(x) = x — 4 tiene un cero en x = 4 porque f(4) = 0. 

También en la Sección P.1 se discutieron diferentes tipos de simetrías. En 
la terminología de funciones, se dice que una función es par si su gráfica es 
simétrica respecto al eje y, y se dice que es impar si su gráfica es simétrica 
respecto al origen. Los criterios de simetría de la Sección P.1 conducen al 
siguiente: 


| Nota. Con la excepción de la función constante f (x) = 0, la gráfica de una función 
de x no puede ser simétrica respecto al eje x, puesto que entonces violaría el criterio de 
la recta vertical para la gráfica de una función. 


EJEMPLO 5 Funciones pares o impares y ceros de funciones 


Determinar si cada una de las siguientes funciones es par, impar o ninguna de 
ambas cosas. Después, calcular los ceros de la función. 


а) РО) = х -х b) р(х) = 1 + соѕх 


a) Función impar 


Эв. a 


Б) Función par 


Ejercicios de la Sección P.3 


FIGURA P.31 
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Solución: 


a) La función es impar, ya que 
== —(х9 — х) = Lx) 


Los ceros de f se calculan como sigue. 


х?-х=0 Hacer f(x) = 0 
х(х? — 1) = х(х- 1)(х+1)=0 Factorizar 
x=0, 1, -1 Ceros de f 


Véase Figura Р.31а. 


b) La función es par, pues 


g(-x) = 1 + cos (-х) = 1 + cosx = g(x) cos (=x) = cos (х) 


Los ceros de f se calculan como sigue. 


l+cosx=0 Hacer g(x) = 0 


cos х= –] Restar 1 en ambos miembros 
х= (2п + 1)л, conn entero Ceros de g 
Véase Figura P.31b. O 


| Nota. Cada una de las funciones del Ejemplo 5 es par o impar. Sin embargo, muchas 
funciones, como f(x) = х? + х + 1 no son pares ni impares. 


En los Ejercicios 1-10, evaluar (si es posible) la función en los valores dados de la variable independiente. Simplificar los 


resultados. 
1. /(х)=2х-3 
а) ЈО) 
b) РС3) 
с) f(b) 
а) 30-1) 
2x+1, x<0 
ч юа х>0 
а) f(-1) b) РО) 
x?+2, x<1 
de Е x>1 
а) f(-2) b) fO) 


2. f(a)=./x+3 


5. f(x) = cos 2x 


bf) а) РО) b) f(-n/4) с) fa) 
b) Р) 6. f(x) = зеп 2х 
с) f(c) a) f(n) b) }(5т/4) с) FQx/3) 
д PEAN 7. f= 8. fœ@=3x-] 
Дх + Ах) РО) FO-$0 
Ax x-i 
c) РО) d) ра?+1) 
9. fa)= 10. Р(х) =x -x 
x-1 
Јо) -ЎО) FF) 
с) fA) d) f(5%+2) x-2 x-1 
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En los Ejercicios 11-18, esbozar la gráfica de la función y 
hallar su dominio y su recorrido. Puede utilizar una calcula- 
dora gráfica para comprobar las gráficas. 


П. f00)=4-x 12. go 

13. АО) = х 14. n= 0+2 
15. fœ- 16. (х) =x+ 4- 
17. g(0=2 sen nt 18. A(0)=-S cos > 


En los Ejercicios 19 y 20, aplicar el criterio de la recta verti- 
cal para determinar si y es una función de x. 


19. x-vy?=0 20. ау 
у y 
# å 
3+ 
2+ 
Е: 

{ ind Life e Y 

3201110203 

2- 


21. Para pensar Expresar la función 
fœ = |х| + |x- 2| 
sin emplear el símbolo de valor absoluto. (Véase el apén- 


dice para una revisión del concepto de valor absoluto.) 


22. Redacción Representar en la calculadora las funciones 
polinómicas р(х) =x? = x + 1 y р(х) = х? — x. ¿Cuántos 
ceros tiene cada función? ¿Existe algún polinomio cúbico 
que carezca de ceros? Explíquese la razón. 


En los Ejercicios 23-26, determinar si y es una función de x. 


23. x+v?=4 24. 
25. v=x - | 26. 


xX +у= 4 

xy- х? + 4у= 0 

En los Ejercicios 27 y 28, determinar si la relación dada es 
una función. 


Recorrido 


Dominio (% de 

27. Dominio Recorrido 28. (Айо) votantes) 
{ы Cubs 1972 е К 
naciona < | >Pirates 1976 ы -752,6 
aDodgers 1980-7 X 753.1 

1984 f as 

Lisa К Orioles 1988 / _ _ 332 

E <= »Yankees 1992 =- 
americana “з 


Un modelo matemático Еп los Ejercicios 29-32, asociar a 
los datos una de las funciones de la siguiente lista. 


1) РО) = сх 
Ш) Ао) = суух] іу) 


п) а(х) = cx? 
r(x) = с/х 


Encontrar el valor de la constante c en cada caso, de modo 
que la función se ajuste a los datos de la tabla. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. Para pensar El agua fluye dentro de una vasija de 
30 centímetros de altura a velocidad constante, llenán- 
dola en 5 segundos. Usar esta información y la forma 
de la vasija que muestra la figura para responder a las 
siguientes cuestiones, donde d es la profundidad del 
agua en centímetros у г es el tiempo en segundos. 

a) Explicar por qué d es una función de t. 

b) Determinar el dominio y el recorrido de dicha fun- 
ción. 

с) Esbozar una posible gráfica de la función. 


o! 


34. Para pensar Un estudiante que viaja 27 millas cada día 
para asistir a la universidad se da cuenta, tras llevar unos 
minutos conduciendo, de que ha olvidado un trabajo que 
debía entregar. Conduciendo más rápido de lo habitual, 
regresa a casa, recoge el trabajo y parte de nuevo hacia la 
universidad. Dibujar una posible gráfica de la distancia 
del estudiante a su casa en función del tiempo. 


36. 


37. 


38, 


39. 


Ejercicios de la Sección P.3 


Seleccionar la ventana de calculadora gráfica 
que muestre una gráfica más completa de la función 


fœ) = 10x, /400—x?. 


Xmin=-5 Xmin=-20 Xmin=-25 
Хтах = 50 Хтах = 20 Xmax = 25 
Xscl=5 Xscl=2 Xscl=5 

Y min = -5.000 Y min = -500 Y min = -2.000 
Y max = 5.000 Y max = 500 Y max = 2.000 
Y scl = 500 Y sel = 50 Y sel = 200 


Usando la gráfica de f mostrada en la figura, dibujar la 
gráfica de cada una de las siguientes funciones. 

а) f(-4) b) f(x+2) с) f)+4 
d) fo)-1 e) 2f(x) PD 350) 


Usando la gráfica de f(x) = das representar la de cada 
una de las siguientes funciones. Describir, en cada 
caso, la transformación efectuada. 


b) y=-/x 


Especificar la sucesión de transformaciones que, efec- 
tuadas sobre la gráfica de la función f(x) = sen x, pro- 
ducen la gráfica de h. 


йу, hasën (+) b)  h(x)==sen (x-1) 


E) y=./x-2 


a) y=./x+2 ya 


Razonamiento gráfico Un termostato controlado elec- 
trónicamente está programado para hacer descender 
automáticamente durante la noche la temperatura de una 
casa (véase la figura). Se da la temperatura T en grados 
Celsius en función de г, el tiempo en horas de un reloj. 
a) Calcular aproximadamente T(4) y T(15). 

b) Suponiendo que se reprogramara el termostato 
para producir una temperatura Н() = T(t ~ 1), 
¿cómo cambiaría esto la temperatura de la casa? 
Explicar la respuesta. 

c) Suponiendo que se reprogramara el termostato 
para producir una temperatura H(t) = T(t) — 1, 
¿cómo cambiaría esto la temperatura de la casa? 
Explicar la respuesta. 


T 
а 

28; 

167 

10+ 
Р ЕВГ 


3 6 9 12 15 18 21 24 
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40. Dadas f(x) = /x y а(х) = x? — 1, hallar: 
a) f8) b) &(7@)) c) gf) 
d) f(e(-4)) е) fex) D&S 


En los Ejercicios 41-44, hallar las funciones compuestas 
(7° 8) y (8 °/). ¿Cuál es el dominio de cada una de ellas? 
¿Son iguales las dos funciones compuestas? 


4. fœ) = х? 42. р(х) = х? -1 
ga) = \/х g(x) = cos x 
43. fœ) = - 44. fœ) = | 
x x 
ga) = х? +1 gx) = РЕ) 
45. Ondas Еп ип estanque en calma, se deja caer un gui- 


jarro produciendo ondas en forma de círculos concén- 
tricos. El radio (en pies) de la onda externa viene dado 
por r(1) = 0.6t, donde г es el tiempo en segundos trans- 
currido desde que el guijarro toca el agua. El área del 
círculo viene dada por la función A(r) = zr?. Hallar e 
interpretar la función (A + (0. 


46. Aerodinámica de automóviles La potencia Н, en ca- 
ballos de vapor, que requiere cierto automóvil para 
vencer la resistencia del viento viene dada aproximada- 


mente por 

H(x) = 0,002x? + 0,005x — 0,029, 10 < x < 100 
donde x es la velocidad del coche en millas por hora. 
а) Representar H con una calculadora gráfica. 

b) Escribir de nuevo la función potencia de forma 


que x represente la velocidad en kilómetros por 
hora. [Hallar A(1,6x).] 


En los Ejercicios 47-50, determinar si la función es par, im- 
par о ninguna de ambas cosas. Verificar el resultado con 
ayuda de una calculadora gráfica. 

47. fœ=4- x? 48. у(х) = Yx 
49. (х) =x cosx 50. f(x) = sen? х 


Para pensar Еп los Ejercicios 51 y 52, calcular las coorde- 
nadas de un segundo punto de la gráfica de una función f, 
sabiendo que el punto dado pertenece a dicha gráfica y que la 
función es а) par, y b) impar. 

52. 


51. (3,4) (4, 9) 


53. Probar que la siguiente función es impar. 


РО) = dm +++ азд + ах 
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54. 


55. 


56. 


Ao 57, 


58. 


№ 59, 


60. 


№ 61, 


Capítulo Р Preparación рага el Cálculo 


Probar que la siguiente función es par. 


24.449 + ado 


2 2n = 

РО) = aax" + dan- 
Probar que el producto de dos funciones pares (o impa- 
res) es una función par. 


Demostrar que el producto de una función impar y una 
par es una función impar. 


Demuestre gráficamente los resultados de los Ejerci- 
cios 55 y 56 con una calculadora. Escoja libremente las 
funciones. 


¿Qué puede decirse sobre la suma o diferencia de a) 
dos funciones pares, b) dos funciones impares, y c) una 
función impar y una función par? Demuestre gráfica- 
mente sus conclusiones. 


Área 

tros. 

a) Esbozar un dibujo que dé una imagen del rectán- 
gulo en la cual x represente la longitud de su base. 

b) Expresar el área A del rectángulo como función de x. 

c) Representar la función área en una calculadora. 
¿Qué dominio tiene la función? 

d) Usar la gráfica de c) para hallar las dimensiones 
que producen un área máxima. 


Un rectángulo tiene un perímetro de 100 me- 


Tiempo Suponga que se encuentra en un bote a 2 mi- 
llas del punto más próximo de la costa, y se dispone a ir 
a un punto О, situado a 3 millas de recorrido por la 
costa y 1 milla tierra adentro (véase figura). Si rema a 
2 millas por hora y camina a 4 millas por hora, exprese 
la duración total T del viaje como función de x. 


Volumen Se va a construir una caja abierta de volu- 

men máximo con una pieza cuadrada de 24 centímetros 

de lado, cortando cuadrados iguales de las esquinas y 

doblando los lados hacia arriba (véase la figura). 

a) Elaborar una tabla de seis filas completando la si- 
guiente, que muestra dos filas. Utilizar el resultado 
para tratar de adivinar el volumen máximo. 


Longitud 
x y anchura Volumen, V 


1124 — 2(1)]? = 484 


b) Representar los puntos (x, V) en una calculadora. 
¿Es V una función de x? 

с) Silo es, expresar V como función de x y determi- 
nar su dominio. 

d) Usando una calculadora, representar la función 
volumen y calcular aproximadamente las di- 
mensiones de la caja que producen el volumen 
máximo. 


Exe — 24 ~- 2x0 


62. Longitud Una recta que pasa por el punto (3, 2) for- 
ma con los ejes un triángulo rectángulo en el primer 
cuadrante (véase figura). Expresar la longitud L de la 
hipotenusa en función de x. 

¿Verdadero o falso? En los Ejercicios 63-66, determinar 51 


la afirmación es cierta o falsa. Si es falsa, explicar por qué o 
dar un ejemplo que pruebe su falsedad. 


63. 
64. 


65. 


66. 


Si f(a) = f(b), entonces a = b. 


Una recta vertical puede cortar la gráfica de una fun- 
ción a lo sumo una vez. 


Si f(x) = f(-x) para todo x perteneciente al dominio 
de f, entonces la gráfica de f es simétrica respecto al 


eje y. 


Si f es una función, entonces f (ax) = af (x). 


Dibu 
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CONTENIDO = 

Ajuste de un modelo lineal = 

Ajuste de un modelo cuadrático = 
Ajuste de un modelo trigonométrico = 


jo por ordenador basado en la ilustración 


a tin 


ta del famoso estudio de Leonardo da 


Vinci sobre las proporciones humanas, titula- 
do El hombre de Vitruvio. 


Envergadura de brazos (en pulgadas) 


60 62 64 66 68 70 72 74 76 
Altura (en pulgadas) 


FIGURA P.32 
Modelo lineal y datos. 


próximo.) es |r]. mejor es el ajuste. Así, en el Ejemplo 1, el valor de + es 0,97, 10 que indica que el modelo se 
ajusta bien а los datos. 51 el valor de гез positivo, las variables tienen una correlación positiva, como ocurre en el 
Ejemplo. l- Steel valor. de r es negativo, las variables tienen una correlación negativa: _ 


Muchas calculadoras llevan incorporados programas de regresión de mínimos cuadrados. Típicamente, 
a se introducen los datos y después se ejecuta el programa, Usualmente el programa exhibe la pendiente 
y la y-intersección de la recta que mejor se ajusta a los datos. y el coeficiente de correlación r. Cuánto más 
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P.4 
Ajuste de modelos a colecciones de datos 


Ajuste de un modelo lineal 


Una de las premisas básicas de la ciencia es que gran parte de la realidad física 
puede describirse matemáticamente y que muchos de los fenómenos físicos 
son predecibles. Esta perspectiva constituyó parte de la revolución científica 
que tuvo lugar en Europa a finales del siglo XVI. Dos tempranas publicaciones 
ligadas a esta revolución fueron On the Revolutions of the Heavenly Spheres, 
del astrónomo polaco Nicolás Copérnico, y On the Structure of the Human 
Body, del anatomista belga Andreas Vesalius. Publicados ambos en 1543, rom- 
pían con la tradición al sugerir el uso de un método científico en lugar de la 
confianza ciega en la autoridad. 

Una de las características de la ciencia moderna es la recogida de datos y su 
posterior descripción mediante un modelo matemático. Por ejemplo, los datos 
del Ejemplo 1 están inspirados en el famoso dibujo de Leonardo da Vinci que 
indica que la altura de una persona y su envergadura son iguales. 


EJEMPLO 1 Ajuste de un modelo lineal 


Un grupo de personas recopiló los siguientes datos, que representan sus alturas x 
y sus envergaduras y (redondeadas a pulgadas) 


(60, 61), (65, 65), (68, 67), (72, 73), (61, 62), (63, 63), (70, 71), 
(75, 74), (11, 72), (62, 60), (65, 65), (66, 68), (62, 62), (72, 73), 
(70, 70), (69, 68), (69, 70), (60, 61), (63, 63), (64, 64), (71, 71), 
(68, 67), (69, 70), (70, 72), (65, 65), (64, 63), (71, 70), (67, 67), 


Encontrar un modelo lineal que represente estos datos. 


Solución: Existen varias maneras de representar estos datos mediante una ecua- 
ción. La más sencilla sería observar que x e y son prácticamente iguales y tomar 
como modelo y = х. Un análisis más cuidadoso sería recurrir a un procedimiento 
de la Estadística llamado regresión lineal. (Estudiará este procedimiento en la 
Sección 12.9.) La recta de regresión de mínimos cuadrados para estos datos es 


у= 1,006x — 0,225 Recta de regresión de mínimos cuadrados 


La Figura P.32 muestra la gráfica del modelo y los datos. En este modelo, la 
envergadura de una persona tiende a ser aproximadamente la misma que su 
altura. O 
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Ajuste de un modelo cuadrático 
Una función que da la altura s de un objeto que cae en términos del tiempo / se 


llama función de posición. Si no se considera la resistencia del aire, la posición 
de un objeto que cae admite el modelo 


1 2 
s(t) = 81 + Vol + So 


donde g denota la aceleración de la gravedad, vo la velocidad inicial y sy la 
altura inicial. El valor de g depende de dónde se lance el objeto. En la Tierra, g 
vale aproximadamente -32 pies/s?, о -9,8 m/s?. 

Para descubrir experimentalmente el valor de g, se pueden registrar las 
alturas de un objeto cayendo en varios instantes, como ilustra el Ejemplo 2. 


EJEMPLO 2 Ajuste de un modelo cuadrático 
Se deja caer un balón de baloncesto desde una altura de unos 54 pies, como 


muestra la Figura P.33. Se mide la altura del balón 23 veces, a intervalos del 
orden de 0,02 s*. Los resultados quedan recogidos en la siguiente tabla. 


ren [= [ш [эк [к= Je 
5,23594 | 5,20353 5,16031 5,0991 5,02707 4,95146 


Tiempo | 0,119996 | 0,139992 | 0,159988 | 0,179988 | 0,199984 | 0,219984 
Altura 4,85062 | 4,74979 | 4,63096 | 4,50132 | 4,35728 | 4,19523 


Tiempo | 0,23998 | 0,25993 | 0,27998 | 0,299976 
4,02958 | 3,84593 | 3,65507 | 3,44981 


0,359961 | 0,379951 | 0,399941 | 0,419941 | 0,439941 
2,76921 | 2,52074 | 2,25786 1,98058 1,63488 


Hallar un modelo que ajuste estos datos, y utilizarlo para predecir el instante en 
que el balón golpeará el suelo. 


FIGURA P.33 

Se deja caer un balón de baloncesto desde una altura 
de unos 5,24 pies. Con un CBL System, 

se mide la altura del balón cada 0,02 s. 


0,319972 | 0,339961 


3,23375 | 3,01048 


ж Datos tomados con un «Texas Instruments Calculator-Based Laboratory (СВІ) System». 
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Altura (en pulgadas) 


pp o 
1 02 03 04 05 
Tiempo (en segundos) 


FIGURA P.34 
Representación gráfica de los datos. 


El plano de la órbita de la Tierra alrededor del 
Sol y su eje de rotación no son perpendicula- 
res. Por el contrario, el eje de la Tierra está 
inclinado respecto a la órbita. Como resulta- 
do, la cantidad de luz solar diaria recibida en 
cada posición en la Tierra varía con la época 
del año. Es decir, varía con la posición de la 
Tierra en su órbita. 
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Solución: Comenzamos dibujando la nube de puntos que representa los datos, 
mostrada en la Figura P.34. En la nube de puntos se observa que los datos no 
parecen seguir un modelo lineal. Parece, en cambio, que pueden obedecer a un 
modelo cuadrático. Para comprobarlo, introduzca los datos en una calculadora 
con un programa para regresiones cuadráticas. Debería obtener el modelo 


s =-15,458? ~ 1,301 + 5,234 Parábola de regresión de mínimos cuadrados 


Con ayuda de este modelo, se puede predecir el instante en que el balón golpea 
el suelo, sustituyendo s por 0 y resolviendo la ecuación que resulta para г. 


0 = 15,4512 – 1,301 + 5,234 Hacer s = 0 
1,30%. /(21,30)7-4(- 
і= — ví IA Fórmula cuadrática 
2(-15,45) 
t 0,54 Escoger la solución positiva 


La solución aproximada es 0,54 s. En otras palabras, el balón continuará cayen- 
do durante 0,1 s más aproximadamente antes de tocar el suelo. П 


Ajuste de un modelo trigonométrico 


EJEMPLO 3 Ajuste de un modelo trigonométrico 


El número de horas de luz solar diarias en la Tierra depende de dos variables: la 
latitud y la época del año. Los minutos de luz solar diarios en una latitud de 20° 
durante los días más largo y más corto del año son: 801 minutos el 21 de junio 
(solsticio de verano) y 655 minutos el 21 de diciembre (solsticio de invierno). 
Usando estos datos, escriba un modelo para el número de minutos d de luz 
solar cada día del año en una latitud de 20°. ¿Cómo podría comprobar la preci- 
sión de su modelo? 


Solución: Hemos de elegir una forma de crear un modelo. Se puede hacer la 
hipótesis de que el modelo es una función seno con período de 365 días. Utili- 
zando los datos, se puede concluir que la amplitud de la gráfica es (801 — 655)/2, 
o sea, 73. Así pues, un posible modelo es 


deta | 25 
365 *2 


En este modelo, / representa el número del día del año, correspondiendo г = 0 al 
21 de diciembre. La Figura P.35 muestra una gráfica del modelo. Para compro- 


bar la precisión, hemos consultado en un almanaque el número de minutos de 
luz solar en diferentes días del año en una latitud de 20°. 
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Minutos con luz 


850 
800 + 
750 + 
700 


650 
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Fecha 


Dic 21 

d En 1 
| Feb 1 
Маг 1 

Abr 1 

Мау 1 

Jun 1 

Jun 21 

Jul 1 

Ар 1 

t Sep 1 
Oct 1 
Nov 1 
Dic 1 


40 120 200 280 360 
Día (0 + Diciembre 21) 


FIGURA P.35 
Gráfica del modelo. 


Horas de luz Horas de luz que 


Valor de t reales predice el modelo 

0 655 min 655 min 
11 657 min 656 min 
42 676 min 673 min 
70 705 min 702 min 
101 740 min 740 min 
131 772 min 774 min 
162 796 min 797 min 
182 801 min 801 min 
192 799 min 800 min 
223 782 min 784 min 
254 752 min 752 min 
284 718 min 715 min 
315 685 min 680 min 
345 661 min 659 min 


Como puede comprobar, el modelo es bastante preciso. 


Ejercicios de la Sección P.4 


En los Ejercicios 1-4 se da una nube de puntos que represen- 
ta una colección de datos. Determinar si los datos admiten un 
modelo lineal, uno cuadrático, uno trigonométrico o si no 
parece haber relación entre x e y. 


y У 
ñ 2. А 
ГЕЈ 
* ` Е з .. .. 
.* e ” Н a *. ы 
е Y .. e 
2 ТКУ. E у 
| 
63 
* . 
А23 е Sa . gn 
e. e.’ 19, o 
| 5: | М es 
| .. Н 
| se | 
| ее 
| е. 
| ° | 
.. 
2 Ear х A сыы Экеу, 
Cancerígenos Los siguientes pares ordenados dan el 


índice de exposición a una sustancia cancerígena x y la 
mortalidad por cáncer y en una población de 100.000 
personas. 


(3,50, 150,1), (3,58, 133,1), (4,42, 132,9), 
(2,26, 116,7), (2,63, 140,7), (4,85, 165,5), 
(12,65, 210,7), (7,42, 181,0), (9,35, 213,4) 


a) Representar los datos. A la vista de esta gráfica, 
¿parece que los datos siguen un modelo aproxima- 
damente lineal? 

b) Encontrar visualmente un modelo lineal para los 
datos y dibujar dicho modelo. 

c) Usando el modelo, calcular el valor aproximado 
de y six = 3. 


Puntuaciones en cuestionarios Los siguientes pares 
ordenados dan las calificaciones de dos cuestionarios 
consecutivos de 15 puntos en una clase de 18 alumnos. 


(7, 13), (9, 7), (14, 14), (15, 15), (10, 15), (9, 7), 
(14, 11), (14, 15), (8, 10), (15, 9), (10, 11), (9, 10), 
(11, 14), (7, 14), (11, 10), (14, 11), (10, 15), (9, 6) 


а) Representar los datos. А la vista de esta gráfica, 
¿parece que la relación entre puntuaciones conse- 
cutivas es aproximadamente lineal? 

b) Si la relación parece lineal, hallar un modelo lineal 
para los datos. Si no, dar alguna posible explicación. 


Ley de Hooke La ley de Hooke establece que la fuer- 
za F necesaria para comprimir o estirar un muelle (den- 
tro de sus límites elásticos) es proporcional a la varia- 
ción de longitud d que experimenta el muelle. Esto es, 
F = kd, donde k es una medida de la resistencia del 
muelle a la deformación y se denomina constante elás- 
tica. La siguiente tabla nos da la elongación en centí- 
metros d de un muelle cuando se le aplica una fuerza de 
F kilogramos fuerza. 
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a) Usando regresión en la calculadora, ajustar un mo- 
delo lineal a los datos. 

b) Representar los datos y el modelo en la calculadora. 

c) Utilizar el modelo para estimar la elongación del 
muelle cuando se le aplica una fuerza de 55 kg. 


Objeto en caída En un experimento, unos estudiantes 
midieron la velocidad s (en metros por segundo) de un 
objeto, £ segundos después de dejarlo caer. Los resulta- 
dos se presentan en la siguiente tabla. 


a) Con una calculadora programada para el cálculo de 
regresiones, ajustar un modelo lineal a los datos. 

b) Representar los datos y el modelo utilizando una 
calculadora gráfica. ¿Es bueno el ajuste del mode- 
lo a los datos? Explíquese la respuesta. 

c) Aplicar el modelo para estimar la velocidad del 
objeto tras 2,5 s. 


Consumo de energía Los siguientes datos dan el 
consumo de energía per capita (en toneladas de equi- 
valente en carbón) y el producto nacional bruto per ca- 
pita (en miles de dólares) para una muestra de países 
en 1990. (Fuente: Statistical Office of the United Na- 
tions.) 


Argentina (1,83, 3,7) Bangladesh (0,07, 0,2) 
Brasil (0,77, 2,6) Canadá (10,51, 21,5) 
Dinamarca (4,70, 24,0) Finlandia (5,93, 26,0) 
Francia (3,87, 20,8) Grecia (3,05, 6,8) 
India (0,31, 0,3) Italia (3,86, 19,4) 
Japón (4,21, 26,2) México (1,75, 3,0) 
Pakistán (0,28, 0,4) Corea del Sur (2,47, 6,0) 


Tanzania (0,04, 0,1) Estados Unidos (10,32, 23,0) 


a) Usando una calculadora programada para el cálcu- 
lo de regresiones, ajustar un modelo lineal a los 
datos. 

b) Representar los datos y el modelo con una calcula- 
dora gráfica. 

c) Interpretar la gráfica del apartado b). Usar la gráfi- 
ca para identificar aquellos países que parecen es- 
tar alejados del modelo lineal. 
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¥ 10. Dureza de Brinell Los datos de la tabla proporcionan 


la dureza de Brinell Н del acero del 0,35 (de carbono) 
cuando se endurece y templa a temperatura t (en grados 
Fahrenheit). (Fuente: Standard Handbook for Mecha- 
nical Engineers.) 


ae apa 


ECONA 


a) Usando regresión en la calculadora, ajustar un mo- 
delo lineal a los datos. 

b) Representar los datos y el modelo con una calcula- 
dora gráfica. ¿Es bueno el ajuste del modelo a los 
datos? Explíquese la respuesta. 

c) Aplicar el modelo para estimar la dureza cuando 
t = 500 °F. 


Gastos de automóviles Los datos de la tabla repre- 
sentan los gastos variables de funcionamiento de un 
automóvil en los Estados Unidos durante los años 1985 
a 1991. Las funciones уу, уг е уз representan los gas- 
tos, en centavos por milla, en gasolina y aceite, mante- 
nimiento, y neumáticos. (Fuente: American Automobi- 
le Manufacturers Association.) 


MENESES 
fee [os 
oefen [о [м 
КЕЛЕГ 


CODO 
DO 
cada 
DO 


a) Sea tel tiempo en años, donde г = 5 corresponde а 
1985. Usando regresión en la calculadora, hallar 
un modelo cuadrático para уу, y modelos lineales 
para y2 € уз. 

b) Representar en la calculadora, y1, Y2, уз € yı + 
+ y2 + y3 en una misma ventana. Utilizar el mode- 
lo para estimar el gasto variable total por milla 
en 1998, 
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Resistencia de una viga Los estudiantes de un labo- 
ratorio midieron la fuerza de ruptura S (en libras) de 
una pieza de madera de 2 pulgadas de anchura, x de 
altura y 12 de longitud. Los resultados quedan recogi- 
dos en la siguiente tabla. 


EE EOI RO ES 
2.370 | 5.460 | 10.310 | 16.250 | 23.860 


a) Con una calculadora programada para el cálculo 
de regresiones, ajustar un modelo cuadrático a los 
datos. 

b) Representar en la calculadora los datos y el modelo. 

c) Usar el modelo para estimar la fuerza de ruptura 
cuando x = 2. 


Asistencia sanitaria El gráfico de barras muestra el 
número de personas N (en millones) que recibieron cui- 
dados en organizaciones sanitarias durante los años 
1986 a 1995. 


Millones de personas 


9 10 1t 12 13 14 15 
Año (6 + 1986) 


а) Sea tel tiempo en años, con і = 6 correspondiendo 
a 1986. Hallar, usando regresión en la calculadora, 
un modelo lineal y uno cúbico para los datos. 

b) Representar los datos y los modelos en la calcula- 
dora. 

c) Usar las gráficas del apartado b) para decidir qué 
modelo es mejor. 

d) Con ayuda de una calculadora, encontrar un mo- 
delo cuadrático para los datos y representarlo. 

e) Interpretar la pendiente del modelo lineal dentro 
del contexto de los datos. 

f) Usar los modelos lineal y cúbico para predecir 
el número de personas que serán atendidas en el 
año 2000. 


E 14. 


№ 15. 


E 16. 


Prestaciones de un automóvil La siguiente tabla 
muestra el tiempo 1 (en segundos) que necesita un Dod- 
ge Avenger de 1995 para alcanzar una velocidad de s 
millas por hora partiendo del reposo. (Fuente: Road & 
Track, marzo 1995.) 


Rep 
o Prod Juas, 


a) Ajustar un modelo cuadrático a los datos usando 
regresión en la calculadora. 

b) Representar los datos y el modelo con una calcula- 
dora gráfica. 

c) Utilizar la gráfica del apartado b) para establecer 
por qué no es apropiado el modelo para determi- 
nar el tiempo necesario para alcanzar velocidades 
inferiores a 20 millas por hora. 

d) Dado que en las pruebas se partía del reposo, aña- 
dir el punto (0, 0) a los datos. Ajustar un modelo 
cuadrático a los nuevos datos y representarlo grá- 
ficamente. ¿Describe con mayor precisión el com- 
portamiento del coche a velocidades bajas? Expli- 
que la respuesta. 


Prestaciones de un automóvil Se acopla un dinamó- 
metro a un motor de 8 válvulas y se mide la potencia en 
caballos y a diferentes velocidades del motor (en miles 
de revoluciones por minuto). Los resultados se mues- 
tran en la siguiente tabla. 


OOO 


a) Ajustar un modelo cúbico a los datos usando una 
calculadora programada para el cálculo de regre- 
siones. 

b) Representar los datos y el modelo con una calcula- 
dora gráfica. 

c) Estimar, aplicando el modelo, la potencia cuando 
el motor gira a 4.500 revoluciones por minuto. 


Temperatura de ebullición La siguiente tabla pro- 
porciona la temperatura de ebullición del agua T (°F) a 
diferentes presiones p (en libras/pulg?). (Fuente: Stan- 
dard Handbook for Mechanical Engineers.) 


ПЕШКЕ ЛЛ 
ES 162,24” | 193,21? 212,009 227,967 


Be 17, 
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le ЕЖЕ 
т [25039 267,25" | 292,71” | 312,03” | 327,81” 


a) Ajustar un modelo cúbico а los datos usando re- 
gresión en la calculadora. 

b) Representar los datos y el modelo con una calcula- 
dora. 

c) Utilizar la gráfica para estimar la presión necesa- 
ria para que el punto de ebullición del agua exceda 
los 300 °F. 

d) Explicar por qué el modelo no sería adecuado para 
presiones superiores a 100 libras por pulgada al 
cuadrado. 


Movimiento armónico Un detector mide el movi- 

miento oscilatorio de un peso suspendido de un muelle. 

La figura muestra los datos recogidos y los desplaza- 

mientos máximos del equilibrio (positivo y negativo) 

aproximados. El desplazamiento y se mide en centíme- 

tros y el tiempo г en segundos. 

а) ¿Es y función de 1? Explíquese la respuesta. 

b) Estimar la amplitud y el período de las oscila- 
ciones. 

c) Encontrar un modelo para los datos. 

d) Representar el modelo del apartado c) en una cal- 
culadora y comparar el resultado con los datos de 
la figura. 


y 

Á 

| 

Са Ое 2,35) 

oe .. 

24 eo "э... 


1 
| (0,375, 1,65) 


0,2 04 06 08 
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Temperatura Іа siguiente tabla muestra las tempera- 
turas máximas diarias en Honolulu Н y Chicago С (en 
grados Fahrenheit), donde £ = 1 corresponde a enero. 
(Fuente: NOAA.) 


ERA ER 
Ca [r [oas [ors fe e ss 
CAAA 
КИЕШЕЯКИКЛАКИКИ 
= [юз [из [мз [мә [мг [юз] 
DEE 


a) Un modelo para Honolulu es 


H(t) = 84,40 + 4,28 sen E + зв) 


Encontrar un modelo para Chicago. 

b) Representar en la calculadora los datos y el mode- 
lo para las temperaturas de Honolulu. ¿Cómo es 
de bueno el ajuste del modelo a los datos? 

c) Representar en la calculadora los datos y el mode- 
lo para las temperaturas de Chicago. ¿Cuán bueno 
es el ajuste del modelo a los datos? 

d) Aplicar los modelos para estimar la temperatura 
media anual en cada ciudad. ¿Qué término del 
modelo utilizó? Explique la respuesta. 

e) ¿Cuál es el período en cada modelo? ¿Es el que 
esperaba? Explique las respuestas. 

f) ¿Qué ciudad presenta una mayor variación de tem- 
peraturas a lo largo del año? ¿Qué factor de los 
modelos lo determina? Explique las respuestas. 


Proyecto individual Busque una colección de datos 
de la vida real en un periódico y ajuste un modelo a los 
datos. ¿Qué implica su modelo sobre los datos? 


En los Ejercicios 1-4, hallar las intersecciones con los ejes (si 
existe alguna). 


1. 


y=2x-3 2. у=(х-1)(х-3) 
х—1 
= —— 4. =4 
E dis 


En los Ejercicios 5 y 6, determinar las simetrías respecto a 
cada eje y respecto al origen. 


5. 


х?у – х2 + 4у = 0 6. у= х4 - х2 +3 


En los Ejercicios 7-14, dibujar la gráfica de la ecuación. 


1 
PESA 8. 4x-2y=6 
--х+-у = 10. 0,02х + 0,15у = 0,25 
у=7- бх - х? 12. у= бх- х? 
у= 4/5 = х 14. y=|x-4|- 
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Ae En los Ejercicios 15 y 16, describir la ventana de calculadora 


que produce la figura. 


15. y=4x?-25 16. у=83/х-6 


V Es 


Pe En los Ejercicios 17 y 18, encontrar, usando la calculadora, 


los puntos de intersección de las gráficas de las ecuaciones. 


17. 3x-4y=38 
x+y=5 


18. х-у+1=0 


у-х?=7 


19. Parapensar Escribir una ecuación cuya gráfica corte 
al eje x en x = —2 ух = 2 y sea simétrica respecto al 
origen. 


20. Para pensar ¿Para qué valor de k pasa por el punto 
indicado la gráfica de y = kx?? 
a) (1,4) b) (21) 
с) (0,0) d) (-1,-)) 


En los Ejercicios 21 y 22, dibujar los puntos y calcular la 
pendiente de la recta que pasa por ellos. 

21. (8.1), (5, 3) 22. (7, -1), (7, 12) 

En los Ejercicios 23 у 24, aplicar el concepto de pendiente 
para determinar el valor de / para el que los tres puntos son 
colineales. 

24. 


23. (2,5), (0, £, (1, 1) (3, 3), (t, –1), (8, 6) 


25. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por (2, 4) 
y poseen las siguientes características. 
a) Pendiente 1%: 
b) Es paralela a la recta 5x — 3y =3. 
c) Pasa por el origen. 
d) Es paralela al eje y. 


26. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por (1, 3) 
y poseen las siguientes características. 
a) Pendiente -4- 
b) Es perpendicular a la recta x + y = 0. 
c) Pasa por el punto (2, 4). 
d) Es paralela al eje x. 


27. Ritmo de cambio El precio de adquisición de una 
máquina nueva es $12.500, y su valor decrecerá $850 
por año. Utilizar esta información para escribir una 
ecuación lineal que dé el valor V de la máquina г años 
después de su adquisición. Determinar su valor trans- 
curridos 3 años. 


ВЫ 36. 


28. Punto de equilibrio Un contratista adquiere un equi- 

po por $36.500 que cuesta una media de $9,25 por hora 

en combustible y mantenimiento. Al operario que lo 

maneja se le paga $13,50 por hora y a los clientes se les 

carga $30 por hora. 

a) Escribir una ecuación para el coste С que supone 
hacer funcionar el equipo durante г horas. 

b) Escribir una ecuación para los ingresos R deriva- 
dos de т horas de uso del equipo. 

c) Determinar el punto de equilibrio, calculando el 
instante en el que R = С. 


En los Ejercicios 29-32, esbozar la gráfica de la ecuación y 
aplicar el criterio de la recta vertical para determinar si la 
ecuación expresa y como función de x. 


29. x-y?=0 30. 12-y=0 

31. у= х2 ~ 2х 32. x=9- y? 

33. Evaluar (si es posible) la función f (x) = 1/x en los valo- 
res de la variable independiente especificados y simpli- 
ficar los resultados. 

Да +Ах)-/(1) 
0 b) AL 
а) f0) ) Ау 
34. Dadas f(x) = 1 – x? y g(x) = 2x + 1, hallar: 


а) foO-300 b) foga) с) 8f) 


35. Esbozar las gráficas de f (еп un mismo sistema de coor- 
denadas) para с = –2, 0, y 2 
а) fao=drc b) Јо) = (к-с)? 
с) Ро) = (0-2) +e а) Ўо)= сх? 


Representar en una calculadora f (x) = x? – 3х2. Usando 
la gráfica, escribir una fórmula para la función g de la 
figura. 


a) 6 b) z 


Conjetura 

a) Utilizando una calculadora, representar las fun- 
ciones f, g y h en una misma ventana. Describir 
las analogías y diferencias observadas entre las 
gráficas. 


Potencias impares: }(х)=х, р(х) =х?, һ(х) =x 

fo=x в(х) =х*, һ(х)=х° 

b) Usar el resultado del apartado a) para hacer una 
conjetura acerca de las gráficas de las funciones 


y=x” e y =x*. Comprobar la conjetura con ayuda 
de una calculadora. 


Potencias pares: 


e 38. 


Le 39, 


40. 


41. 
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Para pensar Utilizando el resultado del Ejercicio 37, 
trate de adivinar las formas de las gráficas de f, g y h. 
Después, represente las funciones con una calculadora 
gráfica y compare el resultado con su estimación. 

а) Ро) = хх – 6)? 

b) р(х) =x Mx – 6)? 

с) р(х) = хђ(х — 6)? 


Área $е corta un alambre de 24 pulgadas de longitud 
en cuatro trozos para formar un rectángulo cuyo lado 
más corto mida x. 

a) Expresar el área A del rectángulo en función de x. 
b) Determinar el dominio de la función y representar 
en una calculadora la función en ese dominio. 

c) Utilizar la gráfica para estimar el área máxima del 
rectángulo. Hacer una conjetura sobre las dimen- 

siones que producen el área máxima. 


Redacción Las siguientes gráficas exhiben los bene- 
ficios P de dos pequeñas empresas durante un período 
de dos años. Invente una historia que explique el com- 
portamiento de cada función de beneficios para un pro- 
ducto producido hipotéticamente por la empresa. 


a) К b) 7 
200.000 1 200.000 Nu? 
100.000 100.000 + 
1 Ey М ] 2 £ 


Para pensar ¿Cuál es el menor grado posible de la 
función polinómica cuya gráfica es aproximadamente la 
dada? ¿Qué signo debe tener el coeficiente dominante? 


a) b) К 


с) а) 


BS 43. 


рр рр 
Add 
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Ensayo de esfuerzos Se prueba una máquina com- 
bándola x centímetros, diez veces por minuto, hasta el 
instante y (en horas) en que falla. Los resultados se re- 
cogen en la siguiente tabla. 


a) Usando regresión en la calculadora, encontrar un 
modelo lineal para los datos. 

b) Representar los datos y el modelo en la calculadora. 

c) Usando la gráfica, determinar dónde puede haber- 
se producido un error al realizar uno de los ensa- 
yos o al registrar los resultados. Si es así, suprimir 
el punto erróneo y ajustar un modelo lineal a los 
datos revisados. 


Movimiento armónico Un detector mide el movi- 

miento oscilatorio de un peso suspendido de un muelle. 

La siguiente figura muestra los datos recogidos y los 

desplazamientos máximos del equilibrio (positivo y 

negativo) aproximados. El desplazamiento y se mide 

en pies y el петро г, en segundos. 

a) ¿Es y función de г? Explique la respuesta. 

by) Estimar la amplitud y el período de las oscilaciones. 

c) Encontrar un modelo para los datos. 

d) Representar el modelo del apartado c) en una cal- 
culadora y comparar el resultado con los datos de 


la figura. 
y 
4 
0,507 
(1,1, 0,25) 
0,25%, e, 
° е. е 
ча фе 7 
110 ° „20 
. > . 
-0,25+ g ее 
(0,5, -0,25) 


0,507 


MOTIVACIÓN DEL CAPÍTULO 


¿Cuánta altura? 
¿Cuánta velocidad? 


Extracto del artículo «How High? How 
Fast?», Newsweek, de Sharon Begley y 
Adam Rogers, 22 de julio de 1996. 
Copyright © 1996, Newsweek Inc. De- 
rechos reservados. Reproducido bajo 
autorización. 


Observemos más de cerca la marcha 
de los récords. La cadencia decre- 
ciente salta a la vista. El récord del 
mundo en los 400 metros libres fe- 
meninos, por ejemplo, ha caído más 
de dos minutos —un 33 por 100— 
desde 1921 (6:16.6) hasta 1976 
(4:11.69). En los siguientes 20 años, 
sóto ha bajado ocho segundos, hasta 
los 4:03.85 de Janet Evans en los Jue- 
gos Olímpicos de Seúl de 1988. Si 
marcara los récords del mundo en un 
papel, obtendría curvas que parecen 
aproximarse asintóticamente a un lí- 
mite, acercándose a él más y más 
pero sin Hegar nunca a alcanzarlo. Es 
como si las curvas fueran pequeños 
imanes con polaridad sur y el límite 
una barra con polaridad norte im- 
puesta. Pero, ¿cuál es el límite? 
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Llevando al límite la velocidad de natación 


Una ojeada a las marcas establecidas en diversos deportes a lo largo del siglo 
pasado muestra que los humanos continúan corriendo más rápido, saltando 
más alto y lanzando más lejos cada vez. ¿A qué se debe? 

Uno de los factores es el entrenamiento. Los psicólogos están trabajando 
para identificar los sistemas del cuerpo humano que limitan el rendimiento y 
crear técnicas de entrenamiento que desarrollen esos sistemas. Del mismo 
modo, los psicólogos del deporte trabajan con individuos y miembros de 
equipos para ayudarles a desarrollar el «flujo» mental que les permita alcan- 
zar el rendimiento óptimo. Más aún, los entrenadores han ideado mecanismos 
para controlar los cuerpos de los atletas y proporcionarles mucha más infor- 
mación sobre su propio rendimiento que la que era disponible hace apenas 
veinte años. 

El equipamiento también se ha perfeccionado notablemente a lo largo de 
los años. En algunos deportes el avance es evidente. Las bicicletas son más 
ligeras y aerodinámicas que nunca. La mejora de las pistas ha elevado la velo- 
cidad de los corredores, y las pértigas de aluminio han incrementado drástica- 
mente la altura de los saltos. Incluso deportes como la natación, sin equipa- 
miento aparente, se han beneficiado de la tecnología. El afeitado del vello 
corporal recortó en un segundo las marcas de los nadadores de 100 metros 
libres masculinos, y se espera que los nuevos tipos de bañadores reduzcan el 
rozamiento y mejoren aún más las marcas. Las dos nubes de puntos en la 
página siguiente muestran los sucesivos récords mundiales (en segundos) en 
dos pruebas de natación masculinas. 


Tiempo (en segundos) 


Tiempo (en segundos) 


É 
s74- 


Deep p p papia _ 
56 62 68 74 80 86 92 56 62 68 74 80 86 92 
Айо (0 © 1900) Año (0 + 1900) 
100 metros libres 800 metros libres 
CUESTIONES 


1. A partir de esas nubes de puntos, ¿puede determinar en qué año comenzó 
la práctica del afeitado del vello corporal? Explique su razonamiento. 


2. ¿En qué otros años piensa que pudo haber avances tecnológicos en la nata- 
ción? Explique la respuesta. 


3. ¿Cuál parece ser el tiempo límite en que un hombre es capaz de nadar los 
100 metros? ¿Y los 800 metros? ¿Cómo lo ha determinado? 


4. Copie las nubes de puntos y trace la curva que parece ajustar mejor los 
datos. ¿Qué tipo de ecuación cree que produciría la curva que ha dibujado? 


5. Lea el extracto del Newsweek en la página anterior. ¿Qué quieren decir los 
autores con la expresión «acercarse asintóticamente a un límite»? 
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CONTENIDO 

¿Qué es el Cálculo? = 

El problema de la recta tangente = 
El problema del área = 


ADVERTENCIA Según vaya 
progresando en este curso, recuerde 
que el aprendizaje del Cálculo es 
sólo uno de sus fines. Su objetivo 
más importante es aprender cómo 
utilizar el Cálculo para resolver 
problemas reales. He aquí algunas 
estrategias de resolución de 
problemas que pueden ayudarle. 


e Asegúrese de que entiende la 
pregunta. ¿Cuáles son los 
datos? ¿Qué se le pide hallar? 

e Conciba un plan. Hay muchos 

acercamientos posibles: hacer 

un esquema, resolver un 
problema más sencillo, 
trabajar marcha atrás, dibujar 
un diagrama, usar recursos 
tecnológicos, y muchos otros. 

Ejecute su plan. Asegúrese de 

que responde a la pregunta. 

Enuncie su respuesta en 

palabras. Por ejemplo, mejor 

que escribir la respuesta como 
x= 4,6 sería decir «El área de 
la región es 4,6 metros». 

Revise su trabajo. ¿Tiene 

sentido su respuesta? ¿Existe 

alguna forma de contrastar su 
plausibilidad? 
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Límites y sus propiedades 


1.1 
Una mirada previa sobre el Cálculo 


¿Qué es el Cálculo? 


El Cálculo es la matemática de los cambios —velocidades y aceleraciones. 
También son objeto del Cálculo las rectas tangentes, pendientes, áreas, volú- 
menes, longitudes de arco, centroides, curvaturas y una gran variedad de con- 
ceptos que han hecho capaces a los científicos, ingenieros y economistas de 
crear modelos para las situaciones de la vida real. 

Aunque las matemáticas previas al Cálculo también tratan las velocidades, 
aceleraciones, rectas tangentes, pendientes, etc., existe una diferencia funda- 
mental entre ellas y el Cálculo. Mientras que las primeras son estáticas, el 
Cálculo es más dinámico. He aquí algunos ejemplos. 


e Las matemáticas previas al Cálculo permiten describir un objeto que se 
mueve con velocidad constante. Sin embargo, para describir la veloci- 
dad de un objeto que se mueve aceleradamente es necesario recurrir al 
Cálculo. 

e Las matemáticas previas al Cálculo permiten describir la pendiente de 
una recta, pero para describir la pendiente de una curva es necesario el 
Cálculo. 

e Las matemáticas previas al Cálculo permiten describir una recta tangente 
a un círculo, pero para describir una recta tangente a una gráfica en gene- 
ral es necesario el Cálculo. 

e Las matemáticas previas al Cálculo permiten describir el área de un rec- 
tángulo, pero para describir el área bajo una curva en general es necesa- 
rio el Cálculo. 


Cada una de estas situaciones involucra a la misma estrategia general —la 
reformulación de las matemáticas previas al cálculo a través de un proceso de 
límite—-.. Así pues, una forma de responder а la pregunta «¿Qué es el Cálculo?» 
es decir que el Cálculo es una «máquina de límites» que conlleva tres estadios. 


Recta tangente 


FIGURA 1.1 
Recta tangente de la gráfica de f en P. 
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El primero lo constituyen las matemáticas previas al Cálculo, con nociones 
como la pendiente de una recta o el área de un rectángulo. El segundo es el 
proceso de límite, y el tercero es la nueva formulación propia del Cálculo, en 
términos de derivadas e integrales. 


Matemáticas previas Proceso 


EE Cálculo 


al Cálculo de límite 


Algunos estudiantes intentan aprender Cálculo como si se tratara simple- 
mente de una colección de nuevas fórmulas. Si se reduce el Cálculo a la memo- 
rización de las fórmulas de derivación y de integración, se perderá una gran 
cantidad de comprensión, autoconfianza y satisfacción. 

En las dos páginas siguientes presentamos una lista de conceptos familia- 
res, previos al Cálculo, emparejados con sus homólogos del Cálculo. A lo largo 
del texto, el objetivo debería ser aprender cómo se utilizan las fórmulas y técni- 
cas previas al Cálculo como pilares para producir las fórmulas y técnicas más 
generales del Cálculo. No se preocupe si algunas de las «viejas fórmulas» de 
las páginas siguientes no le resultan familiares, pues repasaremos todas ellas. 

A medida que avance en el texto, sugerimos que vuelva a leer estos comen- 
tarios repetidas veces. Trate de mantener constancia de en cuál de los tres 
estadios del estudio del Cálculo se encuentra. Por ejemplo, los tres primeros 
capítulos se desglosan como sigue. 


Capítulo P: Preparación para el Cálculo Matemáticas previas al Cálculo 
Capítulo 1: Límites y sus propiedades El proceso de límite 


Capítulo 2: La derivada La nueva fórmula del Cálculo 


El problema de la recta tangente 


La noción de límite es fundamental en el estudio del Cálculo. A continuación 
se dan breves descripciones de dos problemas clásicos del Cálculo —el proble- 
ma de la recta tangente y el problema del área— que ilustran la forma en que 
intervienen los límites en el Cálculo. 

En el problema de la recta tangente, se dan una función f y un punto P de su 
gráfica y se pide hallar una ecuación de la recta tangente a la gráfica en el 
punto P, como ilustra la Figura 1.1. 

Exceptuando los casos en que la recta tangente es vertical, el problema de 
hallar la recta tangente en el punto P equivale al de determinar la pendiente de 
la recta tangente en P. Se puede calcular aproximadamente esta pendiente tra- 
zando una recta por el punto de tangencia y otro punto de la curva (véase 
Figura 1.2a). Tal recta se llama una recta secante. Si P(c, f(c)) es el punto de 
tangencia y 


О(с + Ах, f(e + Ах)) 
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valor de f(x) 
cuando х= с 


SIN CÁLCULO 


pendiente 
de una recta 


recta secante 
a una curva 


tasa de variación 
mediat=ayt=b 


curvatura 
de un círculo 


altura de una 
сшуаепх= с 


plano tangente 
a una esfera 


Capítulo 1 Límites y sus propiedades 


CON CÁLCULO DIFERENCIAL 


límite de f(x) 
cuando х tiende ас 


pendiente 
de una curva 


recta tangente 
a una curva 


tasa de variación  ______ Е 2» O a 


instantánea en 1=cC reč 


curvatura 
de una curva 


altura máxima de una 
curva en un intervalo 


l 


dirección de 
movimiento a lo 
largo de una.recta 


plano tangente 
a una superficie 


dirección de 
movimiento sobre 


una curva 


SIN CÁLCULO 


área de un 
rectángulo 


trabajo realizado 
por una fuerza 
constante 


centro de un 
rectángulo 


longitud de un 
segmento recto 


área de la superficie 
de un cilindro 


masa de un sólido 
de densidad constante 


volumen de un 
sólido rectangular 


suma de un número 
finito de términos 
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CON CÁLCULO INTEGRAL 


área bajo 
una curva 


trabajo realizado 
por una fuerza 
variable 


centroide de una 
región 


longitud de un 
arco 


área de un sólido 
de revolución 


masa de un sólido 
de densidad variable 


volumen de la región 
bajo una superficie 


suma de un número 


TEN ES a, +a, +а =S 
infinito de términos 1 20 73 


Límites y sus propiedades 


es un segundo punto de la gráfica de f, la pendiente de la recta secante que pasa 
por estos dos puntos viene dada por 


ji _/(с + Ах) -flo fle + Ах) – f(c) 
A АК - Ах 


y y 

$ КА А 

| Ос + Ax, fle + Ах) о 

| Él _Rectas 

| 5есапїез 

| | Же + Ах) 50) E 

i 

AAA A A e E 
> Ax f tangente 
1З. Еи сі 
а) La recta secante que pasa por (с, f(c)) b) Cuando О se acerca a P, las rectas secantes 

y (с + Ax, fle + Ax)) se van aproximando a la recta tangente 
FIGURA 1.2 


Al aproximarse О al punto Р, la pendiente de la recta secante se aproxima a 
la de la recta tangente, como ilustra la Figura 1.2b. Cuando existe tal «posición 
límite» se dice que la pendiente de la recta tangente es el límite de las pendien- 
tes de las rectas secantes. (Este importante problema será estudiado con mucho 
más detalle en el Capítulo 2.) 


El problema del área 


En el problema de la recta tangente, se vio cómo se puede aplicar el proceso de 
límite de la pendiente de una recta para determinar la pendiente de una curva 
genérica. Otro problema clásico en el Cálculo, que también puede resolverse 
mediante un proceso de límite, es la determinación del área de una región plana 
limitada por gráficas de funciones. En este caso, el proceso de límite se aplica 
al área de un rectángulo con el fin de encontrar el área de una región general. 


FIGURA 13 
Area bajo una curva, 
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А modo de ejemplo sencillo, consideremos la región limitada por la gráfica 
de la función y = f(x), el eje x y las rectas verticales x = a y x = b (véase 
Figura 1.3). Se puede estimar su área usando varios rectángulos, como ilustra 
la Figura 1.4. Al hacer crecer el número de rectángulos, la aproximación va 
mejorando cada vez más, puesto que el área que se pierde con los rectángulos 
decrece. El objetivo es determinar el límite de la suma de las áreas de los 
rectángulos cuando su número crece sin tope. 


E НУГА, 


Aproximación usando cuatro rectángulos 


Aproximación usando ocho rectángulos 


FIGURA 14 


A es SEE 


a) Región acotada 


ES 


b) Rectángulos inscritos с) Rectángulos circunscritos 
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Ejercicios de la Sección 1.1 


En los Ejercicios 1-4, decida si el problema puede resolverse 
mediante matemáticas previas al Cálculo o si requieren el 
Cálculo. Si puede resolverse mediante matemáticas previas 
al Cálculo, hágalo. En caso contrario, explique su razona- 
miento y estime la solución por procedimientos gráficos o 
numéricos. 


1. Calcular la distancia recorrida en 15 segundos por un 
objeto que viaja a una velocidad constante de 20 pies 
por segundo. 


2. Calcular la distancia recorrida en 15 segundos por un 
objeto que se mueve con velocidad v(t) = 20 + 7 cos t 
pies por segundo. 


3. Un ciclista recorre una trayectoria que admite como 
modelo la ecuación у = 0,04(8х — х?) donde хе y se 
miden en millas. Determinar el ritmo de cambio de la 
elevación cuando x = 2. 


4. Un ciclista recorre una trayectoria que admite como 
modelo la ecuación y = 0,08x, donde x e y se miden en 
millas. Determinar el ritmo de cambio de la elevación 
cuando x = 2. 


6. 


En los Ejercicios 7 y 8, hallar el volumen del sólido mostrado. 


7. 


ta с о 


a) Representar en la calculadora 


у =4x-x 
1 + (2, 1,5, 1, 0,5)) — 1 
a yl | D y101) (к-1)+ 
(2, 1,5 1, 0,5) 
+ у,(1) 


(Nota: Si no puede manejar listas en su calculado- 
ra, represente y, cuatro veces, para los valores 2, 
1,5, 1 y 0,5, respectivamente.) 

b) Describir por escrito las gráficas de y, con rela- 
ción a la gráfica de у,. 

c) Utilizar los resultados del apartado a) para estimar 
la pendiente de la recta tangente a la gráfica de y, 
en (1, 3). Si se quiere mejorar la estimación de la 
pendiente, ¿cómo habría que modificar la lista de 
la fórmula de y,? 


10. a) Utilizando los rectángulos, estimar el área de la 
región limitada por y = 5/х, y=0,x=1,yx=5. 


y 
А 


54- 


po — в 0 


12345 12.345 


b) Describir cómo podría continuarse este proceso 
para obtener una estimación más precisa del área. 


11. Se quiere hallar la longitud de la gráfica de f(x) = 5/x 
desde (1, 5) hasta (5, 1). 
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a) Estimar la longitud de la curva hallando la distancia c) Describir cómo podría continuarse este proceso 
entre sus extremos, como muestra la primera figura. para obtener una estimación más precisa de la lon- 
b) Estimar la longitud de la curva hallando las longi- gitud de la curva. 


tudes de los cuatro segmentos de la segunda figura. 


CONTENIDO = 
Introducción a los límites = 
Límites que no existen = 
Definición formal de límite = 


lim Дх) =3 
х—1 


FIGURA 15 
El límite de f(x) cuando x tiende a 1 es 3. 


1.2 
Cálculo de límites gráfica y numéricamente 


Introducción a los límites 


Supongamos que se nos pide dibujar la gráfica de la función f dada por 


3 


fa) =* — 
E 


1 
ү? х # 1 


Para todos los valores distintos de x= 1, es posible emplear las técnicas usuales 
de representación de curvas. Sin embargo, en x = 1, no está claro qué esperar. 
Para obtener una idea del comportamiento de la gráfica de f cerca de x= 1, se 
pueden usar dos conjuntos de valores de x, uno que se aproxime a 1 por la 
izquierda y otro que lo haga por la derecha, como ilustra la tabla. 


OOO 
КЕТ 2,710 | 2,970 ЕЕ ЛЕ. 3,030 | 3,310 | 3,813 


Al representar la función, parece que la gráfica de fes una parábola con un 
hueco en el punto (1, 3), como muestra la Figura 1.5. A pesar de que x no puede 
ser igual a 1, podemos acercarnos arbitrariamente a 1 y, como resultado, f(x) se 
acerca arbitrariamente a 3. En notación de límites, se escribe 


lím Р(х) = 3 Esto se lee «el límite de f(x) cuando x tiende a 1 es 3» 
x>1 


Esta discusión conduce a una descripción informal de límite. Si f(x) se acerca 
arbitrariamente a un número £ cuando x tiende a с por cualquiera de los dos 
lados, entonces el límite de f(x), cuando x tiende a с, es L. Esto se escribe 
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Гпо está definida 
enx=0 


Capítulo 1 


qe 


| МТ 
Т: 
ЕЗИ СНБНЫН ЖКК E 
1 1 
ny =? 
=0Yx+1 1 
FIGURA 1.6 


El límite de f(x) cuando х tiende a 0 es 2. 


Límites y sus propiedades 


EJEMPLO } Estimación numérica de un límite 


Evaluar la función f) =x/(./x + 1 – 1) en varios puntos cerca de x=0 y usar 
el resultado para estimar el límite 


Solución: La siguiente tabla recoge los valores de f(x) para diversos valores de x 
cerca de 0. 


0,0001 0,001 | 0,01 


0,001 | 0,0001 


1,9995 1,9999 | ? | 2,0001 2,0005 | 2,0050 


A partir de los datos de la tabla, se puede estimar que el límite es 2, resulta- 
do que se ve confirmado por la gráfica de f (véase Figura 1.6). [| 


Hasta ahora, en esta sección, hemos estimado límites numérica y gráfica- 
mente. Cada uno de estos procedimientos produce un valor aproximado del 
límite. En la Sección 1.3, se estudiarán técnicas analíticas para evaluar límites. 
A lo largo del curso, intente desarrollar el hábito de aplicar el siguiente enfo- 
que de tres puntos a la resolución de problemas. 


Sección 1.2 


Г } + эх 
1 2 


lím /{х) = 1 
x-2 


FIGURA 17 
El límite de f(x) cuando x tiende a 2 es 1. 


FIGURA 18 


lím f(x) no existe. 


x20 
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1. Procedimiento numérico Construya una tabla de valores. 
2. Procedimiento gráfico Dibuje una gráfica, a mano o con una calculadora. 
3. Procedimiento analítico Utilice el Álgebra o el Cálculo. 
| Nota. Observemos que la función del Ejemplo 1 no está definida en x= 0 y, a pesar de 
ello, la función parece tender a un límite cuando x tiende a 0. Esto ocurre a menudo, y es 


importante darse cuenta de que el que exista o no f(x) en x = c no guarda relación con la 
existencia del límite de f(x) cuando x tiende a c. 


EJEMPLO 2 Cálculo de un límite 
¡Hallar el límite de f(x) cuando x tiende a 2, donde f se define como 


1, х#2 


asl a 


Solución: Dado que f (x) = 1 para todos los x distintos de x = 2, se puede concluir 
que el límite es 1, como se muestra en la Figura 1.7. Por tanto, podemos 
escribir 


ímf@œ@=1 
x>2 


El hecho de que f (2) = 0 no influye en la existencia ni en el valor del límite 
cuando x tiende a 2. Por ejemplo, si se hubiera definido la función como 


2 1, х # 2 
еа 


el límite sería el mismo. о 


Límites que no existen 


En los próximos tres ejemplos se examinarán algunos límites que no existen. 


EJEMPLO 3 Comportamiento diferente por la derecha y por la izquierda 
Demostrar que el siguiente límite no existe. 


X 
lím | 
x>0 X 


Solución: Consideremos la gráfica de la función f(x) = |x|/x. En la Figura 1.8, 
puede verse que para los valores de x positivos 


Al x>0 
x 
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FIGURA 19 


lím f(x) no existe. 
x>0 


roca 


1 


FIGURA 1.10 
lím f(x) no existe. 
x>0 


Límites y sus propiedades 


mientras que para los negativos 


Le 


X 


—1, x<0 


Esto significa que, independientemente de cuánto se aproxime x a 0, existirán 
tanto valores de x positivos como negativos que darán f(x) = 1 y f(x) = -1. 
Concretamente, si д es un número positivo, para los x que satisfacen la desi- 
gualdad 0 < |x| < б, los valores de |x|/x se pueden clasificar como sigue. 


(—д, 0) (0, б) 


Esto implica que el límite no existe. O 


EJEMPLO 4 Comportamiento no acotado 


Discutir la existencia del límite 


Solución: Sea fœ) = 1/x?. En la Figura 1.9, puede verse que cuando x tiende a 0 
tanto por la derecha como por la izquierda, f(x) crece sin cota. Esto quiere 
decir que, eligiendo x suficientemente próximo a 0, se puede lograr que f sea 
tan grande como se quiera. Por ejemplo, f(x) será mayor que 100 si elegimos 
valores de x que estén a menos de 1/10 de 0. Esto es, 


1 1 
0<|х}<-+; ж шж с, 
Análogamente, se puede obligar a f a ser mayor que 1.000.000 como sigue: 


0 < |х| < 


1 1 
ТТ > р(х) = Z > 1.000.000 


Como f (x) no se aproxima a ningún número real cuando x tiende a 0, podemos 
concluir que el límite no existe. O 


EJEMPLO 5 Comportamiento oscilante 


Discutir la existencia del límite lím sen —- 
x>0 X 


Solución: Sea f (x) = sen (1/х). En la Figura 1.10, puede verse que, cuando х tiende 
а 0, Р(х) oscila entre —1 y 1. Por consiguiente, el límite no existe puesto que, рог 
pequeño que se elija ô, siempre es posible escoger х, у x, que disten menos de д 
unidades de 0 tales que sen (1/x,) = 1 y sen (1/х,) = 1, como indica la tabla. 
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Existen muchas otras funciones interesantes que presentan comportamientos 
no usuales en lo que se refiere a los límites. Una que se cita con frecuencia es la 
función de Dirichlet 


0, sixes racional 


=) 


1, sixes irracional 


Esta función carece de límite en cualquier número real с. 


Definición formal de límite 


Examinemos nuevamente la descripción informal de límite. Si f(x) se acerca 
arbitrariamente a un número £ cuando x tiende a c por cualquiera de sus dos 
lados, decimos que el límite de f(x) cuando x tiende a с es L, y escribimos 


lím fœ = L 


хәс 


A primera vista, esta descripción parece muy técnica. No obstante, la llamamos 
informal porque aún tenemos que dotar de un significado preciso a las frases 


«/(х) se acerca arbitrariamente a L» 


«x tiende a c.» 
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Е 
c-Ó 
FIGURA 1.12 

La definición e-ô del límite de f(x) 
cuando x tiende a с. 


Límites y sus propiedades 


La primera persona en asignar un significado matemático riguroso a estas 
dos frases fue Augustin-Louis Cauchy. Su definición £- de límite es la que se 
usa hoy de forma estándar. 

En la Figura 1.12, sea e un número positivo (pequeño). Entonces, la frase 
«<f (x) se acerca arbitrariamente а L» significa que f(x) pertenece al intervalo 
(L-e, L+ e). Usando la noción de valor absoluto, esto se puede escribir como 


Јо) - Ц <е 


Análogamente, la frase «х tiende а с» significa que existe un número positivo ô 
tal que x pertenece bien al intervalo (с — ô, с), o bien al intervalo (c, с + б). Este 
hecho puede expresarse de manera concisa mediante la doble desigualdad 


O<lx=c|<ó 
La primera desigualdad 
0 < |х - с| La diferencia entre х y с es mayor que O 

expresa el hecho de que x % с. La segunda 
|іх-с| < 0 


х está a menos de ô unidades де с 


nos dice que x está a una distancia de c menor que ó. 


PARA MÁS INFORMACIÓN 

Se puede leer más acerca de la 
introducción del rigor en el Cálculo 
en «Who Gave You the Epsilon? 
Cauchy and the Origins of Rigorous 
Calculus» de Judith V. Grabiner en 
The American Mathematical 
Monthly, marzo 1983. 


| Nota. А lo largo del texto, cuando escribamos 


lím FG) = L 


A 
estaremos haciendo dos afirmaciones simultáneas: el límite existe y es igual a L. 


Algunas funciones carecen de límite cuando х > c, pero aquellas que lo 
poseen no pueden tener dos límites diferentes cuando x —> с. Es decir, si el 
límite de una función existe, entonces es único (véase el Ejercicio 45). 

Los próximos tres ejemplos ayudan a consolidar la comprensión de la defi- 
nición -ô de límite. 
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FIGURA 1.13 
El límite de f(x) cuando x tiende a 3 es 1. 
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EJEMPLO 6 Determinación de ô para un e dado 
Dado el límite 


lím (2х— 5) = 1 
x>3 


hallar ô tal que |(2x ~ 5) — 1| < 0,01 siempre que 0 < |x - 3| < ô. 


Solución: Еп este problema se trabaja con un valor dado de e, e = 0,01. Para 
encontrar un б apropiado, observemos que 


[(2х – 5) — 1| = |2х— 6] = 2|х — 3| 


Como la desigualdad |(2x — 5) ~ 1| < 0,01 es equivalente a 2|х — 3| < 0,01, 
podemos escoger д = 1/2 (0,01) = 0,005, Esta elección funciona porque 


0 < |х – 3| < 0,005 
implica que 
|Ох — 5) — Ц = 2|х — 3| < 2(0,005) = 0,01 
como muestra la Figura 1.13. 0 


| Nota, Obsérvese que, en el Ejemplo 6, 0,005 es el mayor valor de б que garantiza que 
|x- 5) — 11<0,01 siempre que 0 < |x — 3| < б. Cualquier valor positivo menor рага б 
es igualmente válido. 


En el Ejemplo 6, se ha hallado un valor de ô para un e dado. Esto no 
demuestra la existencia del límite. Para hacerlo, debemos probar que es posible 
encontrar un ô para cualquier г, como enseña el próximo ejemplo. 


EJEMPLO 7 Aplicación de la definición e-0 de límite 
Usar la definición -ô de límite para demostrar que 


lím (3х – 2) = 4 
хэ 2 


Solución: Debemos probar que para todo ғ > 0 dado, existe un ô > 0 tal que 
H3x — 2) — 4] < e siempre que 0 < |x — 2| < д. Puesto que la elección de ô 
depende de e, es necesario establecer una relación entre los valores absolutos 
[Gx — 2) - 4] y lx - 2l. 


[Gx ~ 2) - 4| = |3x — 6| = 3|х— 2| 


N 
Pa 
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Así pues, para cada ғ > 0 dado, podemos tomar ô = e/3. Esta elección funciona 
porque 
E 


О<|х-2|<д=-— 
3 


implica que 


х-э-4=зх-21<(#)=: 


de 
: como muestra la Figura 1.14. [Г] 
2- EJEMPLO 8 Aplicación de la definición є-д de límite 
T id Usar la definición 2-0 de límite para demostrar que 
| 2 3 4 хэ2 
FIGURA 1.14 ый К а 
lución: Debemos probar que para todo ғ > 0, existe un д > 0 tal que 
El límite de f(x) cuando x tiende a 2 es 4. Solución р чер q 
|х*—4|<в cuando 0 < |x- 2{< ò 
Para encontrar un ò apropiado, comencemos por escribir |x? — 4| = |x — 2||х +2]. 
Para todo х del intervalo (1, 3), sabemos que |x + 2| < 5. Por tanto, tomando д 
igual al mínimo entre £/5 y 1, resulta que, si O < |x — 2| < д, se tiene que 
© & 
|х —4|=|х—2]|х+2|< 5 (5)=в 
como se muestra en la Figura 1.15. LI 
A lo largo de este capítulo, utilizará la definición в-д de límite fundamen- 
talmente para demostrar teoremas sobre límites y para establecer la existencia 
FIGURA 1.15 o no existencia de tipos particulares de límites. Para calcular límites, veremos 
El límite de f(x) cuando х tiende a2es4 técnicas más sencillas de manejar que la definición є-д. 
Ejercicios de la Sección 1.2 
1. Un modelo matemático El coste de una llamada tele- a) Usando una calculadora gráfica, representar la 


fónica entre dos ciudades es de $0,75 por el primer 


función de coste рага 0 < < 5. 


minuto y $ 0,50 por cada minuto adicional. Una fórmu- by Utilizar la gráfica para completar la siguiente tabla 


la para el coste es 


CA = 0,75 – 0,50[—(— 1)] 


donde г es el tiempo en minutos. 


(Nota: |x] = mayor entero п tal que л < x. Por ejem- 


plo, [3.2] = 3 y [-1.6] = 2.) 


y observar el comportamiento de la función cuan- 
do f tiende a 3,5. Hallar lím С(ї). 
153,5 


ata 


Ejercicios de la Sección 1.2 


c) Utilizar la gráfica para completar la siguiente tabla 
y Observar el comportamiento de la función cuan- 
do ғ tiende a 3. 


[ 


¿Existe el límite cuando ғ tiende а 3? Explicar la 
respuesta. 


2. Redacción Describir brevemente, por escrito, el sig- 
nificado de la notación 


lím О) = 25 


x>8 


En los Ejercicios 3-10, completar la tabla y usar el resultado 
para estimar el límite. Puede representarse la función en la 
calculadora para confirmar la respuesta. 


x 1,9 1,99 | 1,999 | 2,001 | 2,01 | 2,1 
w| | E | 
x-2 
4. lím 
x>2 x? - 4 


x>0 X 
x —0,1 [0.01 (0,001 0,001 | 0,01 | 1,0 
го) | | 
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U+ D] - (1/3) 


7. lím 
х-»+3 х- 3 
Е 2,9 | 2,99 |2909 3,001 | 3,01 | 3,1 


а 


8. lím Ба + D] - (4/5) 


E 


x>4 x-4 
х | 3,9 | 3,99 [3.999 [4.001 | 4,01 4,1 | 
A A ШИ ШУ ИШ ШЕ 
sen x 
9. 1 
x>0 X 
B =0,1 | -0,01 (0,001 0,001 | 0,01 
| Jœ | 
cos х— | 
10. lím — 
x>0 х 


х —0,1 [0.01 |-0.001 0,001 
fu E 


En los Ejercicios 11-20, usar la gráfica para hallar el límite 
(si existe). 


11. lím (4- x) 12. lím (x? + 2) 


х3 x>1 


13. 14. lím (х) 
хэ] 


х2 +2, х #1 
1 х= 1] 
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15. 16. 


17. 18. lím secx 


x>0 


1 
19. lím cos- 20. lím sen nx 


x>0 x>1 


y y 
1 
x х 
-l 1 1 2 
~li 


En los Ejercicios 21-24, calcular el límite L. Después, hallar 
un ô> O tal que | f(x) – L| < 0,01 siempre que O < |x- c} < ô. 


x 


21. lím (3x +2) 22. ит (s = z) 
x>2 x>4 2 

23. lím (4? 3) 24. lím (х2 +4) 
x>2 x>5 


En los Ejercicios 25-36, calcular el límite L. Después, usar la 
definición -ð para demostrar que el límite es L. 


25. lím (x + 3) 26. lím (Qx +5) 
x>2 ART 

27. lím (14x-1) 28. lím (2/3 x +9) 
x>-4 хо} 

29. lím 3 30. lím E!) 
x>6 x>2 

31. lím ух 32. lím./x 
x>0 x>4 

33. lím |x-2| 34. lím |x- 3] 
292—2 x>3 


35. lím (х2 +1) 36. lím (х2 + 3х) 
x>1 3 


x>- 


А Redacción En los Ejercicios 37-40, represente la función 


con una calculadora y estime el límite (si existe). ¿Cuál es el 
dominio de la función? ¿Puede detectar un posible peligro en 
la determinación del dominio mediante un mero análisis de 
la gráfica que genera la calculadora? Escriba unas líneas 
acerca de la importancia de examinar una función analítica- 
mente además de hacerlo gráficamente. 


37. f(x)= AO 38. о) = асс 
x-4 х^ – 4х + 3 
Ит (х) lím f(x) 
x>4 хәз 
x-9 x-3 
39. у(х) = =— 40. f = = 
Jx a х2 -9 
Кт fœ Кт fœ) 
x>9 E 


Análisis gráfico La afirmación 


significa que a cada e > O le corresponde un ô > 0 tal 
que si O < |x — 2| < б, entonces 


x-4 
-4| <e 
x-2 
Si e = 0,001, entonces 
2-4 
— 4; < 0,001 
y= 


Representar con una calculadora cada miembro de esta 
desigualdad. Usando el zoom, hallar un intervalo (2 – б, 
2 + 0) tal que la gráfica del miembro de la izquierda 
quede por debajo que la del miembro de la derecha. 


42. Para pensar Contestar las siguientes preguntas razo- 
nando cada respuesta, 
а) Sif(Q)= 4, ¿se puede concluir algo sobre el límite 
de f (x) cuando x tiende a 2? 
b) Si el límite de f(x) cuando x tiende a 2 es 4, ¿se 
puede concluir algo acerca de f(2)? 


¿Verdadero o falso? En los Ejercicios 43-46, determinar si 
la afirmación es correcta. Si no lo es, explicar por qué o dar 
un ejemplo que demuestre su falsedad. 


43. Sifno está definida en x = с, no existe el límite de f(x) 
cuando x tiende a c. 


44. Si el límite de f(x) cuando x tiende a с es 0, existe un 
número К tal que f(k) < 0,001. 


45. 51 (с) = L, entonces lím f(x) = L 


Sección 1.3 Cálculo analítico de límites 


46. 51 lím f(x) = L, entonces f(c) = L 


хәс 


А 47. Programación Еп una calculadora programable, es- 


criba un programa que estime 


lím fœ 


хәс 


Suponga que el programa sólo se aplicará a funciones 
cuyo límite cuando x tiende a c existe. [Ayuda: Haga 
y, =f (x) y genere dos listas cuyas entradas formen los 
pares ordenados 


(с + [0,11% f(e + [0,115) 
para n=0, 1, 2, 3 y 4.] 


Utilizando el programa creado en el Ejercicio 47, esti- 
mar el límite 


1.3 


CONTENIDO = 

Propiedades de los límites = 

Estrategia para el cálculo de límites = 
Técnicas de cancelación y de racionalización = 
Teorema del encaje = 


49. 


50. 


51. 


52. 


Propiedades de los límites 
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Demostrar que si existe el límite de f(x) cuando x > с, 
ese límite debe ser único. [Ayuda: Tomar 


т 0) = 1, y mf) =L, 


y probar que Ё, = Ё,.] 


Consideremos la recta f(x) = mx + b, donde т % 0. 
Aplicando la definición -ô de límite, demostrar que 


lím f@œ)=mc +b 


хәс 
Demostrar que 


lm fœ) = 


хәс 
es equivalente а 


Ит [fœ -L]=0 


Consideremos la función f(x) = (1 + х)!'^. Estimar el 
límite lím (1 + x)" evaluando fen valores de x próxi- 


x>0 


mos a 0. Esbozar la gráfica de f. 


Cálculo analítico de límites 


En la Sección 1.2, vimos que el límite de f(x) cuando x tiende a c no depende 
del valor de f en х = с. Puede ocurrir, no obstante, que este límite sea f(c). Еп 
estos casos, se puede evaluar el límite por sustitución directa. Esto es, 


lím fœ) = f(c) 


Sustituir x por с 


Las funciones con este buen comportamiento se dicen continuas en c. En la 
Sección 1.4, se examinará con más detalle este concepto. 
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primera, se led е 
llamente б = в. сот 
abajo. Esto ‹ comp 
tración. 
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Límites y sus propiedades 
EJEMPLO 1 Evaluación de límites básicos 


x>-4 +2 


а) lím 3=3 b) lím x=-4 с) Ит x?=2*=4 0 
хэ 2 


| Nota. Cuando encuentre nuevas notaciones o símbolos en Matemáticas, asegúrese de 
que sabe cómo se leen. Por ejemplo, el límite del Ejemplo 1с) se lee «el límite de x? 
cuando x tiende a 2 es 4». 


EJEMPLO 2 El límite de un polinomio 


lím (4х2 + 3) = lím 4x? + lím 3 Propiedad 2 
хо 2 
= (и а) + lím 3 Propiedad 1 
жез x>2 
= 4(22) +3 Ejemplo 1 
= 19 Simplificar O 


Observemos que, en el Ejemplo 2, el límite (cuando x > 2) de la función 
polinómica р(х) = 4x? + 3 es simplemente el valor de p en x = 2. 


lím р(х) = р(2) = 4(22) + 3 = 19 
хэ 2 


Esta propiedad de sustitución directa es válida para todas las funciones polinó- 
micas y todas las racionales cuyos denominadores no se anulen en el punto 
considerado. 
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EJEMPLO 3 Límite de una función racional 


2 
xX +x+2 
Hallar el límite lím > 
x>1 Хх +1 


Solución: Puesto que el denominador no es O cuando x = 1, se puede aplicar el 
Teorema 1.3 para obtener 


2 12+1+2 4 
Мат +х+ — +i + Edo Г] 
x>1 х +1 1+1 2 


Las funciones polinómicas y racionales constituyen dos de los tres tipos 
básicos de funciones algebraicas. El próximo teorema concierne al límite del 
tercer tipo de función algebraica, aquella en la que interviene una raíz. 


El siguiente teorema extenderá notablemente su capacidad de evaluar lími- 
tes, ya que muestra cómo tratar el límite de una función compuesta. 
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EJEMPLO 4 Límite de una función compuesta 


a) De 


lím (х2 + 4) = 02+4=4 lím ,/x =2 
y 


x>0 x>4 


se sigue que 


Ит /1?+4=./4=2 


x>0 
b) De 


lím (2x? — 10) = 2(32) – 10=8 у lím Vx =2 


x>3 x>8 


se sigue que 


lím 3/2х2 - 10 = 3/8 =2 D 


Xx 23 


Se ha visto que los límites de muchas funciones algebraicas se pueden 
calcular por sustitución directa. Cada una de las seis funciones trigonométricas 
básicas también posee esta deseable propiedad, como establece el siguiente 
teorema (presentado sin demostración). 


EJEMPLO 5 Limites de funciones trigonométricas 


a) lím tg x = tg (0) = 0 


b) lím (x cos x) = | lím x Ң lím cos х | = л cos (л) = -r 


хәт хәл хәт 


с) lím sen? x= lím (sen x)? = 02 = 0 O 


x>0 x>0 
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Estrategia para el cálculo de límites 


En las (res páginas previas, se han estudiado diversos tipos de funciones cuyos 
límites pueden calcularse por sustitución directa. El conocimiento de estas fun- 
ciones, junto con el siguiente teorema, permiten desarrollar una estrategia para 
calcular límites. 


FIGURA 1.16 
Ју g coinciden salvo en un punto, 


EJEMPLO 6 Cálculo del límite de una función 


3 
— 1 
Hallar el límite lím 
x>1 x-1 


Solución: Sea f(x) = (x? — 1)/(х — 1). Factorizando y cancelando factores, se 
puede escribir f como | 


(х_—1)(х* + х + 1) 
(1-1) 


і 


=x +х+1= (х), х #1 


ЈО) = 


Así pues, para todos los valores de х distintos de х = 1, las funciones f y g 
coinciden, como ilustra la Figura 1.16. Como lím g(x) existe, se puede aplicar 


хә1 


el Teorema 1.7 y concluir que f y g tienen el mismo límite en x = 1. 


| Co (x-k? +x+l) 
lím ——— = lím Factorizar 
хэ x— 1 x>1 x= 1 
Gi DA +x + 1) | 
= lím Cancelar factores idénticos 
x>1 x>17 
= lím (х2 +x+1) Aplicar el Teorema 1.7 
x>1 
=1?+1+1 Usar sustitución directa 


=3 Simplificar П 
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ADVERTENCIA Cuando 
aplique esta estrategia al cálculo de 
límites, recuerde que algunas 
funciones no tienen límite (cuando 
x tiende a с). Por ejemplo, el 
siguiente límite no existe 


+1 
lím 
x>1 х-1 


FIGURA 1.17 
fno está definida para x = -3. 


Límites y sus propiedades 


Técnicas de cancelación y de racionalización 


En los Ejemplos 7 y 8 se exhiben dos técnicas para calcular límites analítica- 
mente. La primera supone la cancelación de factores comunes, y la segunda la 
racionalización del numerador de una fracción. 


EJEMPLO 7 Técnica de cancelación 


А2 +x -6 
Hallar el límite Ит ————— 
x>-3 x+3 


Solución: Aunque se trata del límite de una función racional, no se puede apli- 
car el Teorema 1.3 porque el límite del denominador es 0. 


ím (х2 +х- 6) = 0 


кх 6 23 . 
lím == 2 La sustitución directa falla 
2-3 x+3 lím (x+3)=0 
x>-3 


Dado que el límite del numerador también es 0, numerador y denominador 
tienen el factor común (х + 3). Por tanto, para todo x # —-3, podemos cancelar 
este factor para obtener 


х®+х-6 (+3 – 2) _ 


х-2, х + -3 
х +3 137 
Del Teorema 1.7, se sigue que 
„ xXŻ+x-6 |, 
Ит —————= lím (x-2) Aplicar el Teorema 1.7 
x>-3 x+3 x>-3 
=-5 Usar sustitución directa 


Este resultado se muestra gráficamente en la Figura 1.17. Observemos que la 
gráfica de la función f coincide con la de la función g(x) = x — 2, salvo que la 
gráfica de f tiene un hueco en el punto (-3, —5). 


Sección 1.3 Cálculo analítico de límites 71 


En el Ejemplo 7, la sustitución directa produce la forma 0/0, que carece de 
significado. Tal expresión se denomina forma indeterminada porque no es po- 
sible (a partir sólo de esa forma) determinar el límite. Si al intentar evaluar un 
límite se llega a esta forma, debe escribirse la fracción de modo que el nuevo 
denominador no tenga límite О. Una manera de conseguirlo consiste en cance- 
lar factores idénticos, como se muestra en el Ejemplo 7. Otra manera es racio- 
nalizar el numerador, como ilustra el Ejemplo 8. 


| Nota. En la solución del Ejemplo 7, asegúrese de que capta la utilidad del Teorema de 
Factorización del Álgebra. Este teorema establece que si c es un cero de una función 
polinómica, entonces (x — c) es un factor del polinomio. Por tanto, si aplica sustitución 
directa a una función racional y obtiene 


„го _0 
оло 


puede concluir que (x — с) es un factor común de р(х) y q(x). 


EJEMPLO 8 Técnica de racionalización 


ei 
Calcular el límite lím AE" 


x>0 X 


Solución: Por sustitución directa, se obtiene la forma indeterminada 0/0. 


lím x+1-1)=0 
a | 
Ат , La sustitución directa falla 
límx=0 


x>0 


lím 


x>0 X 
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FIGURA 1.19 
El límite de f(x) cuando x tiende a 0 es 1/2. 


Límites y sus propiedades 


En este caso, podemos escribir la fracción racionalizando el denominador. 


yx+1=1_ f(yx+1-1 a 
х Е xX Jx+1+1 


(+1) 1 


ox /x+1+ 1 
IE: PAS 
MJx+1+1 


1 
e E) 


/х+1+1 


Ahora, usando el Teorema 1.7, se puede evaluar el límite como sigue. 


Una tabla o una gráfica pueden servir para reforzar la conclusión de que el 
límite es 1/2. (Véase la Figura 1.19.) 


-pepp e 
ув) |05 359 | 0,5132 | 0,5013 | 0,5001 | 2? 10499 0,4988 | 0,4881 | 0,4721 


| Nota. La técnica de racionalización para el cálculo de límites se basa en multiplicar 
por una forma conveniente de 1. En el Ejemplo 8, la forma apropiada es 


_yx+1+1 
MF 
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h(x) = fx) ж а(х) 


Teorema del encaje 


El siguiente teorema concierne al límite de una función que está «encajada» 
entre otras dos, cada una de las cuales tiene el mismo límite en un valor de x 


dado, como ilustra la Figura 1.20. (En el apéndice se da la demostración de este 
teorema.) 


FIGURA 120 
El teorema del encaje. 


En la demostración del Teorema 1.9 se aprecia la utilidad del teorema del 
encaje. 


Demostración: Con el fin de evitar la confusión entre dos usos distintos de x, 


(соз Ө, зеп Ө) presentamos la demostración utilizando la variable 0, donde Ө denota un ángu- 


(1,120) lo agudo medido en radianes. La Figura 1.21 muestra un sector circular encaja- 
do entre dos triángulos. 


y 
4 
| 


по, 


LÀ 


1 
EIGURA 121 Área del triángulo Área del sector 
Para demostrar el Teorema 1.9, se usa g8 Я 


9. sen Ө 
; 2 2 2 
un sector circular. 


Área del triángulo 


Multiplicando cada expresión рог 2/sen 0 resulta 


І > 4 > 1 
cos 0 7 sen “ 
y tomando inversos se obtiene 


sen Ө 


cos 0 < 0 $ 


74 Capítulo 1 


PARA MÁS INFORMACIÓN 
Sobre la función f(x) = sen х/х, 
puede consultarse el artículo «The 
Function (sin x)/x» de William B. 
Gearhart y Harris S. Shultz en The 
College Mathematics Journal, 
marzo 1990. 


sy 


4 


1,57 


FIGURA 1.22 
El límite de f(x) cuando x tiende a 0 es 1. 


FIGURA 1.23 
El límite de g(x) cuando x tiende a 0 es 4. 


Límites y sus propiedades 


Como cos 0 = cos (-0) y (sen 0)/0 = [sen (-0)]/(-0), concluimos que esta 

desigualdad es válida para todo 0 no nulo del intervalo abierto (—л/2, л/2). 

Finalmente, dado que lím cos 0 = 1 y lím 1 = 1, podemos aplicar el teorema del 
e>0 9>0 


encaje para concluir que lím (sen 0)/0 = 1. La demostración del valor del 
00 


segundo límite se deja сото ejercicio (véase el Ejercicio 103). O 


EJEMPLO 9 Un límite en el que interviene una función trigonométrica 


t 
Hallar el límite Иш 22 
x>0 X 


Solución: La sustitución directa conduce а la forma indeterminada 0/0. Para 
resolver este problema, podemos escribir tg x como (sen x)/(cos x) y obtener 


tg x sen x 1 
lím 22 = lím | ) ) 
x>0 Xx x>0 x Jicosx 


Ahora, como 


‚ в епх у 1 
lím =1 у Ш =] 
x>0 х x>0 COS x 
puede obtener 
t 1 
ит 2 = (ш Sa in ) 
x>0 xX x>0 Xx x>0 COS X 
= (10) 
= ] 
(Véase Figura 1.22.) O 


EJEMPLO 10 Un límite en el que interviene una función trigonométrica 


o. веп4х 
Calcular el límite lím ——— 
x>0 X 


Solución: La sustitución directa conduce a la forma indeterminada 0/0. Para 
resolver este problema, podemos escribir el límite como 


x>0 4x 


Haciendo ahora у = 4х y observando que х > 0 si y sólo si y > 0, podemos 


sen 4x sen dx. 
lím Е (и с=т ) 


x>0 х x>0 Ax 
( sen ») 
= 4į lím 
»y>0 y 
= 4(1) 


(Véase Figura 1.23.) [1 


Ejercicios de la Sección 1.3 


Ejercicios de la Sección 1.3 


PE En los Ejercicios 1-4, representar la función en la calculado- 


ra y estimar visualmente los límites. 


1. 


3. 


Щх) = х2 — 5x 2. 
а) lím k(x) 
5, 


b) lím (х) 


x>-1 
fœ) =x cos х 4. 
a) lím fœ) 

x>0 


b) lím fœ) 


x>1/3 


12 -3 
ga) = 12/13) 
x-9 


а) lím g(x) 
x>4 


b) lím g(x) 


x>0 


FO = 11 - 4] 
а) lím 700) 


b) т f() 
t>-1 


En los Ejercicios 5-28, hallar el límite. 


5. 


13, 


17. 


19. 


lím x? 6. 
x>4 
lím (2x — 1) 8. 
x>0 
lím (—х^+х- 2) 10. 
x>2 
lím ./x +1 12 
x>3 
lím (х + 3)? 14. 
хэ -4 
1 

lím — 16. 
x3>2 Ж 

1 

lím 18. 
x>-1 Xx 

Ит sen х 20. 


lím (3х +2) 
3 


к=к 


lím (~x? + 1) 


хә 1 


lím (3x? ~ 2x? + 4) 


xat 
lím /x +4 


lím (2x — 1)? 


x>0 


21. 


23. 


25. 


27. 
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lím cos лх 22. 
x>1 
lím sec 2x 24, 
x>0 

lím senx 26. 
x>5a/6 

TX 

lím tg | — 28. 
тз е E ) 


, TX 
lím sen — 


x>1 


lím cos 3x 


хәт 


lím cosx 
x> 5r/3 


пх 
lím sec (®) 
си 6 


En los Ejercicios 29-32, utilizar la información dada para 
calcular los límites. 


29. 


31. 


lím /(х) = 2 30. 
lím g(x) = 3 


a) lím [520] 

b) Шт [fa + 200] 

с) Ит Lro] 
Ја) 


d) ит 
хе g(x) 
lím f(x) = 4 32. 


а) Шт [fo 


b) Ит /fG) 
с) Шт [3709] 


ау т [f0]? 


3 
lí ZE 
аа 
lím g(x) : 
im р: 
Ae 8 2 


a) lím [4f(0] 
b) Шт (70) + 200] 
с) lím [00860] 


d) tim LA) 
хәс g(x) 


lím fœ = 27 

а) lím Y/f(0 

b) im 
хэс 18 

с) lím [/0)]* 


d) lím [fW] 
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En los Ejercicios 33-36, usar la gráfica para determinar visual- 47. 1 [1/02 + х)] - (1/2) А x+1-2 
mente el límite (si existe), Cuando sea posible, hallar una fun- Ж: ЁК 48. lím =—_— 


25 За ру x>3 x-3 
ción que coincida con la dada excepto en el punto en cuestión. 


2 Ax) - 2 Ax? – х? 
49. lím 205 + Ах) – 2х 50. lím atA -х 
-2x? +x x? ~ Зх Ахэ0 Ar>0 Ax 
33. g(x) = —— 34. h(x)= 
Xx + Ах)? – 2(х+ Ах) + 1 (х2 -2x +1) 
51. lím 
Ax>0 Ax 
Ax Ср: 
ааа 
Ax—0 Ax 


~ Investigación gráfica, numérica y analítica Еп 105 Ejerci- 
cios 53-56, representar la función en la calculadora y estimar 
el límite. Usar una tabla para reforzar la conclusión. Des- 
pués, calcular el límite por métodos analíticos. 


тее 
53. lím AENA 


x 
ушла вд lim ЧЕ! 
2916 х— 16 


[1/0 + х)] - (1/2) 
pa PPM 


35. 


55. lí 
x>0 Xx 
5 
- 32 
т в 
хэ 2 x-2 


En los Ejercicios 57-68, determinar el límite (si existe) de la 
función trigonométrica. 


а) lím g(x) а) lím РО) 
x>1 х1 
b) Шт go) b) Um Fa) 57. Иш 2 КЫ та С 
x>»-1 x>0 SD Sx 20 х 
Ве En los Ejercicios 37-40, hallar el límite de la función (si exis- 59. lim 9-1 60. lím © 0 tg 0 
te). Encontrar una función que coincida con la dada salvo en өзо Ө sec 0 6-0 
el punto у representarla en la calculadora. 2 Б? 
61. lim 62. lím £ 
7 Eb 5 ЕВЕ" хэ0 x хэ0 x 
їп ím —————— 2 
1 — cos Л 
sixt] жр ер МЕ к: 64. lím фѕесф 
3 3 h>0 h фол 
зэ. tm 2+8 аа 
1-2 +2 хәз х+1 65. Ит E2 66. Иш 8%. 
x>n/2 ctg x x>nj4 SEN x — COS x 
En los Ejercicios 41-52, hallar el límite (si existe). sen? t 
67. Шт — 
t>0 [ 
йу. йш a Ойы sen г\? 
хэ5 х2 — 25 x>2x? – 4 Ayuda: Calcular el lím y A 
[5 
Кл ЛЕ ОЕ 7 
43. Ит Ыс 44. lím м2 +х- 42 68. lím sen 2x 
29 х ` узо sen 3x 


de SE ды. raja ИЕА [ayu РИЕТИ Е sen >) 3x 1 


хэ0 x x>0 x x>0 2x 3 sen 3x 


Ejercicios de la Sección 1,3 


Be Investigación gráfica, numérica y analítica Еп los Ejerci- 


cios 69-72, representar la función en una calculadora y esti- 
mar el límite. Usar una tabla para corroborar la conclusión. 
Después, calcular el límite por métodos analíticos. 


sen 31 

69. lím 70. lím (1 + cos 2h) 

t>0 t h>0 
а 72. иш х 

x>0 JE x>0 3 х 

+ А) – 
En los Ejercicios 73-76, hallar lím AA 
h>0 

73. Ро) = 2х+3 74. РО) = ‚/х 


4 
75. РО) = – 76. р(х) = х2 – 4х 

х 
En los Ejercicios 77 y 78, usar el teorema del encaje рага 
hallar lím f(x). 


хәс 


77. с=0 
4- x? < Р(х) < 4 + x? 
78. c=a 


b-|x-al < р) < b+lx-al 


№ En los Ejercicios 79-84, representar en una calculadora la 


función dada y las ecuaciones у = |x| e y = -|x| en una misma 

ventana. Usando las gráficas para visualizar el teorema del 

encaje, calcular lím f(x). 
x>0 

79. f(x)=x cosx 

81. у(х) = |x| sen x 


80. f(x) = |x sen xj 
82. f(x) = |х| cos х 


1 1 
83. f(x) = x sen – 84. h(x) = х cos — 
x x 


Pe 85. Redacción Representar еп una calculadora 


sen x 


FG) =x, g(x) = sen x, y hx) = 


en una misma pantalla. Comparar f(x) y g(x) cuando х 
es «próximo a» 0. Utilizar esta comparación para expli- 
car en unas líneas por qué 


lím А(х) = 1 
x>0 


fE 86. Redacción Usando una calculadora, representar 


sen? x 


Ро) = х, g(x) = sen? x, y А(х) = 


en una misma ventana. Comparar f(x) y g(x) cuando х 
es «próximo a» 0. Utilizar esta comparación para expli- 
car en unas líneas por qué 


lím A(x) = 0 
x>0 
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Objeto en caída libre Еп 105 Ejercicios 87 y 88, debe usar- 
se la función posición 5(7) = —161? + 1.000, que da la altura 
(en pies) de un objeto que lleva cayendo £ segundos desde 
una altura de 1.000 pies. La velocidad en el instante t = а 
segundos viene dada por 


. sla) – s(t) 
lím ——— 
t>a a-t 


87. Sia ип obrero de la construcción se le cae una llave 


inglesa desde una altura de 1.000 pies, ¿con qué veloci- 
dad estará cayendo la llave tras 5 segundos? 


88. Sia un obrero de la construcción se le cae una llave 
inglesa desde una altura de 1.000 pies, ¿cuándo golpea- 
rá el suelo la llave? ¿A qué velocidad se producirá el 
impacto? 


Objeto en caída libre Еп los Ejercicios 89 y 90, debe usar- 
se la función posición s(t) = 4,91? + 150, que da la altura (en 
metros) de un objeto que cae desde una altura de 150 m. La 
velocidad en el instante / = a segundos viene dada por 


‚_ S(a) — 5@) 

lím ——— 

t>a a-t 
89. Determinar la velocidad del objeto cuando г = 3. 
90. ¿A qué velocidad impactará el suelo el objeto? 


91. Un modelo matemático La velocidad de mecanogra- 
fiado media de un alumno de mecanografía tras t sema- 
nas de clases se da en la tabla. 


OOO 


a) Construir una curva con los datos. 
b) ¿Parece existir una velocidad de mecanografiado 
límite? Explicar la respuesta. 


92. Encontrar dos funciones f y g tales que lím f(x) y 
x>0 


lím g(x) no existen pero existe lím [ f(x) + g00)]. 
x>0 x>0 


93. Demostrar que si lím f(x) existe у lím [f œ) + g(x)] no 


existe, entonces lím g(x) no existe. 


хэс 
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94. 


95. 


96. 


97. 


98. 


99 


100. 


101. 


102. 


103. 


Capítulo 1 Límites y sus propiedades 


Demostrar la propiedad 1 del Teorema 1.1. 


Demostrar la propiedad 3 del Teorema 1.1. (Puede 
utilizarse la propiedad 3 del Teorema 1.2.) 


Demostrar la propiedad 1 del Teorema 1.2. 


¿Verdadero o falso? Si f(x) < g(x) para todo x + a, 
¿es cierto que lím f(x) < lím р(х)? Si es falso, explicar 


por qué o dar un ejemplo que pruebe la falsedad. 


Probar que si lím f(x) = 0, entonces lím |/(х)| = 0. 


Probar que si йт f(x) = Оу |е(х)| < M para un número 


fijo M y todo x # c, entonces lím f(x)g(x) = 0. 


Probar que si lím | /(х)| = 0, entonces lím f(x) = 0. 
e 


хэс 


(Nota: Éste es el recíproco del Ejercicio 98.) 
Probar que si lím f(x) = L, entonces lím |/(%)| = |L]. 
[Ayuda: Usar la desigualdad || /(х)| — Ш < 170) = LI] 


Para pensar Hallar una función f que muestre que 
el recíproco del Ejercicio 101 no es cierto. [Ayuda: 
Buscar una función f tal que lím | /()| = |L] pero 
lím f(x) no existe.] 


x>c 


Demostrar la segunda parte del Teorema 1.9 proban- 
do que 


1 ł-cosx 
Иш ——— = 
x>0 X 


1.4 


CONTENIDO = 


Continuidad en un punto y en un intervalo abierto = 


Límites laterales y continuidad 
en un intervalo cerrado = 
Propiedades de la continuidad = 
Teorema del valor intermedio = 


104, 


Fe 105. 


106. 


107. 


O, sixes racional 


І, sixes irracional 


0, 
800) = | 


x, sixes irracional 


si x es racional 


Calcular (si es posible) lím f(x) y lím р(х). 
x>0 x>0 


Razonamiento gráfico Consideremos la función 
sec х – 1 


FO) = 2 


а) Determinar el dominio de f. 

b) Representar fen una calculadora. ¿Es evidente el 
dominio de f a partir de la gráfica? Si no lo es, 
explicar por qué. 

c) Utilizando la gráfica de f, estimar иш Јо). 


а) Confirmar la respuesta al apartado с) analítica- 
mente. 


Aproximación 


l — cos х 
a) Hallar lím ————— 
x>0 X 

b) Usar el resultado del apartado a) para obtener la 
aproximación cos x = 1 — 1/2 х? para x cerca- 
nos a 0. 

c) Aplicando el resultado de b), estimar cos (0,1). 

d) Utilizando una calculadora, estimar cos (0,1) con 
cuatro cifras decimales exactas. Comparar el re- 
sultado con el del apartado с). 


Redacción Discutir qué significa, en el contexto del 
cálculo de límites, que dos funciones coincidan salvo 
en un punto. 


Continuidad y límites laterales 


Continuidad en un punto y en un intervalo abierto 


En Matemáticas, el término continuo tiene prácticamente el mismo significado 
que en su uso cotidiano. Decir que una función es continua en x = с significa 
que no hay interrupción de la gráfica de fen c. Esto es, la gráfica no tiene en c 
agujeros, saltos ni aberturas. La Figura 1.24 exhibe tres valores de x en los que 
la gráfica de f no es continua. En los demás puntos del intervalo (a, b), la 
gráfica no sufre interrupciones y es continua. 
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шп 0) 2 ic) | 


FIGURA 124 
Existen tres condiciones para que el gráfico de f no sea continuo en x = c. 


En la Figura 1.24, parece que la continuidad en x = с puede destruirse por 
cualquiera de las siguientes condiciones. 

1. La función no está definida en x = с. 

2. No existe el límite de f(x) en x = с. 


3. El límite de f(x) en x = c existe, pero no es igual a f(c). 


Si no se da ninguna de las tres condiciones de arriba, se dice que la función 
fes continua en с, como indica la importante definición que sigue. 


PARA MÁS INFORMACIÓN 
Sobre el concepto de continuidad 
véase el artículo «Leibniz and the 
Spell of the Continuous» de Hardy 
Grant en The College Mathematics 
Journal, septiembre 1994. 


Consideremos un intervalo abierto / que contiene un número real с. Si una 
función f está definida en / (salvo, posiblemente, en с) y no es continua en с, se 
dice que f tiene una discontinuidad en c. Las discontinuidades se distribuyen 
en dos categorías: evitables e inevitables. Una discontinuidad en c se denomi- 
na evitable si f se puede hacer continua definiendo (o redefiniendo) apropiada- 
mente f(c). Por ejemplo, las funciones de las Figuras 1.25a y c presentan dis- 
continuidades evitables en c, mientras que la de la Figura 1.25b posee una 
discontinuidad inevitable en c. 
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x екы 29 х 


b) Discontinuidad inevitable 


| 
| 


“| 
A ----------- 
| 


о---- 


с 


с) Discontinuidad evitable 


FIGURA 1.25 


Límites y sus propiedades 


EJEMPLO 1 Continuidad de una función 


эмин A A A AAA _——_ _ Qu 


Discutir la continuidad de cada función. 


1 yel 
а) fœ) =- b) gx) = 

х x-1 
e x+1l x<0 
c) юе аф а) у= еп х 


Solución: 


a) El dominio de f lo constituyen todos los números reales no nulos. Por el 
Teorema 1.3, se puede concluir que fes continua en todos los valores de x 
de su dominio. En x = 0, f tiene una discontinuidad inevitable, como 
muestra la Figura 1.26a. En otras palabras, no hay modo de definir / (0) 
para hacer que la nueva función sea continua en x = 0. 

b) El dominio de g lo constituyen todos los números reales excepto х = 1. 
Aplicando el Teorema 1.3, podemos concluir que g es continua en todos 
los valores de x de su dominio. En x = 1, la función presenta una disconti- 
nuidad evitable (véase Figura 1.26b). Si se define g(1) como 2, la «nueva» 
función es continua en todos los números reales. 

c) El dominio de h está formado por todos los números reales. La función A 
es continua en (-co, 0) y en (0, со) y, puesto que lím h(x) = 1, h es 

х= 


continua en toda la recta real, como ilustra la Figura 1.26с. 

а) Е! dominio de y es toda la recta real. Por el Teorema 1.6, se puede concluir 
que la función es continua en todo su dominio (—оо, оо), como ilustra la 
Figura 1.26d. 


21 
ран ох 
| д 23 

-17 


a) Discontinuidad inevitable en x = 0 b) Discontinuidad evitable en x = 1 


1 


с) Continua en toda la recta real d) Continua en toda la recta real 


FIGURA 126 0 


Sección 1.4 


FIGURA 1.27 
El límite de f(x) cuando x tiende a -2 por la 
derecha es 0, 
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Límites laterales y continuidad еп un intervalo cerrado 
Para comprender la noción de continuidad en un intervalo cerrado, es necesario 
estudiar antes, un tipo diferente de límite, llamado límite lateral. Por ejemplo, el 


límite por la derecha significa que x tiende a c por valores superiores a c. Este 
límite se denota 


Ит РО) =L Límite por la derecha 
хәс* 


De forma similar, el límite por la izquierda significa que x tiende а c por 
valores inferiores a c. Este límite se denota 


Ит ft) = 1 Límite por la izquierda 
хәс 


Los límites laterales son útiles al tomar límites de funciones que contienen 
raíces. Por ejemplo, si л es un entero dado, 


EJEMPLO 2 Un límite lateral 


Hallar el límite de f(x) = ./4 — x? cuando х tiende a -2 por la derecha. 


Solución: Сото se indica en la Figura 1.27, el límite cuando x tiende a —2 por la 
derecha es 


lím ./4-x?=0 П 


хэ-2) 


Los límites laterales pueden usarse para investigar el comportamiento de 
las funciones escalón. Un tipo común de función escalón es la función parte 
entera [x], definida por 


[x] = mayor entero n tal que n < x | Función parte entera 


Por ejemplo, [2,5] = 2 y [-2,5] = -3. 
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FIGURA 1.28 
La función parte entera. 
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EJEMPLO 3 La función parte entera 


Hallar el límite de la función parte entera f(x) = |x] cuando x tiende a 0 por la 
izquierda y cuando х tiende a 0 por la derecha. 


Solución: Como muestra la Figura 1.28, el límite cuando x tiende a 0 por la 
izquierda viene dado por 


lím [х] =-1 


x>o0 
mientras que el límite cuando x tiende a O por la derecha viene dado por 


lím [x] =0 


x>0* 


La función parte entera no es continua en 0 debido a que los límites por la 
izquierda y por la derecha en 0 son diferentes. Mediante un razonamiento simi- 
lar, se puede concluir que la función parte entera no es continua en ningún 
entero л. И 


Cuando el límite рог Іа izquierda no es igual al límite por la derecha, el límite 
(bilateral) no existe. El siguiente teorema hace más explícito este resultado. Su 
demostración se obtiene directamente de la definición de límite lateral. 


nite de /(х) cuando x 


y 
4 
| 
25 ЕЕЕ f- ЕТЕ ON ES х 
а b 
FIGURA 1.29 


Función continua en un intervalo cerrado. 


El concepto de límite lateral nos permite extender la definición de continui- 
dad a intervalos cerrados. Básicamente, se dice que una función es continua en 
un intervalo cerrado si es continua en el interior del intervalo y posee continui- 
dad lateral en los extremos. Enunciamos esto formalmente como sigue. 
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FIGURA 1.30 
Función continua en [-1, 1}. 


-300 -200  -10 T 100 
FIGURA 1,31 


El volumen del gas de hidrógeno depende de 
su temperatura. 
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Se pueden dar definiciones análogas para incluir la continuidad en interva- 
los de la forma (a, b] o [a, b), que no son abiertos ni cerrados, o en intervalos 
infinitos. Por ejemplo, la función 


Ро) =yx 


es continua en el intervalo infinito [0, со), y la función 


а(х) = 4/2 - х 


es continua еп el intervalo (—оо, 2]. 


EJEMPLO 4 Continuidad en un intervalo cerrado 


Discutir la continuidad de f(x) = 4/1 ~ x?. 


Solución: El dominio de fes el intervalo cerrado [-1, 1]. En todos los puntos del 
intervalo abierto (-1, 1), la continuidad de f es consecuencia de los Teore- 
mas 1.4 y 1.5. Además, dado que 


lím ./1-x2%=0 =f(-1) Continua por la derecha 


x>-l' 


ím 4/1 -x° =0=f(1) Continua por la izquierda 


хэ17 


podemos concluir que f es continua en el intervalo cerrado [-1, 1], como ilustra 
la Figura 1.30. a 


El siguiente ejemplo muestra cómo se puede aplicar un límite lateral a la 
determinación del cero absoluto en la escala Kelvin. 


EJEMPLO 5 Ley de Charles y cero absoluto 


En la escala Kelvin, el cero absoluto es la temperatura O К. Pese a que se han 
conseguido temperaturas de aproximadamente 0,0001 K en los laboratorios, 
nunca se ha alcanzado el cero absoluto. De hecho, la evidencia sugiere que no 
se puede alcanzar el cero absoluto. ¿Cómo determinaron los científicos que 
О К es el «límite inferior» de la temperatura de la materia? ¿Cuál es el cero 
absoluto en la escala Celsius? 


Solución: La determinación del cero absoluto proviene del trabajo del físico 
francés Jacques Charles (1746-1823). Charles descubrió que el volumen de un 
gas a presión constante crece linealmente con la temperatura. La tabla de la 
página siguiente ilustra esta relación entre volumen y temperatura. La tabla se 
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refiere a un mol de hidrógeno que se mantiene a una presión constante de una 
atmósfera. El volumen V se mide en litros y la temperatura T se mide en grados 
Celsius. 


24,0760 | 25,7186 | 27,3612 | 29,0038 


Los puntos que representa la tabla se muestran en la Figura 1.31. Usando los 
puntos de la tabla, se puede determinar además que T y V están relacionados 
por la ecuación lineal 


V – 22,4334 
V = 0,08213T + 22,4334 o T=—___—— 
0,08213 


Razonando que el volumen del gas puede tender a 0 (pero nunca pasar а valo- 
res negativos) se puede concluir que la «mínima temperatura posible» viene 
dada por 


‚„ V-22,4334 
Ит T = ím ==> 
v>0* v=0* 0,08213 


_ 0-22,4334 
© 0,08213 


x —273,15 


Usar sustitución directa 


Por tanto, el cero absoluto en la escala Kelvin (0 K) es aproximadamente 
—273,15° en la escala Celsius. O 


La tabla muestra las temperaturas del Ejemplo 5, en escala Fahrenheit. 
Intente repetir la solución del Ejemplo 5 utilizando estas temperaturas y volú- 
menes. Use el resultado para hallar el valor del cero absoluto en la escala 


Fahrenheit. 
EEN E e e 
KA 9, 20,7908 | 22,4334 | 24,0760 | 25,7186 | 27,3612 29,0038 


V | 19,1482 


| Nota. La Ley de Charles para los gases (suponiendo presión constante) puede enun- 
сіагѕе como 


V=RT Ley de Charles 


donde V es el volumen, R es una constante y T es la temperatura. En este enunciado de 
la ley, ¿qué propiedad debe tener la escala de temperaturas? 
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Propiedades de la continuidad 


Cada una de las propiedades de los límites analizadas en la Sección 1.3 condu- 
ce a una propiedad correspondiente relativa a la continuidad de una función. 
Por ejemplo, el Teorema 1.11 es consecuencia directa del Teorema 1.2. 


Las funciones de los tipos siguientes son continuas en sus dominios. 


1. Funciones polinómicas: р(х) = ах" + а-у” 1+ + aX + ao 
2. Funciones racionales: roo) = рх), q(x) 40 

до) 
3. Funciones radicales: ҒО) = ex 


4. Funciones trigonométricas: sen х, COS х, tg х, ctg х, ѕес х, соѕес х 


Combinando el Teorema 1.11 con este resumen, se puede concluir que una 
gran variedad de funciones elementales son continuas en sus dominios. 


EJEMPLO 6 Aplicación de las propiedades de la continuidad 


Por el Teorema 1.11, cada una de las siguientes funciones es continua en todos 
los puntos de su dominio. 


+1 


РО) = х + ѕеп х, fO)=3tgx fœ) = 


COS x 


El próximo teorema, consecuencia del Teorema 1.5, permite determinar la 
continuidad de funciones compuestas, como 


fO)=sen3x, р(х) = ух +1, Рох) = tg 1 
х 


| Nota. Сото consecuencia del Teorema 1.12, si f y g satisfacen sus condiciones, se 
deduce que el límite de f(g(x)) cuando x tiende a с es 


Иш fea) = /(#(с)) 


x>c 
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fes continua en cada intervalo 
abierto de su dominio 
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EJEMPLO 7 Investigación de la continuidad 


Describir el intervalo o intervalos en que es continua cada función. 


1 1 
$еп —› х з 0 xsen=> х + 0 


а) Ро) = 6х b) (х) = А dá с) ћ(х) = А A 


Solución: 


a) La función tangente f(x) = tg x no está definida en los puntos 


л 

х= 2 + ил con п entero 
En todos los demás puntos es continua. Así pues, f(x) = tg x es continua en 
todos los intervalos abiertos 


Зл л лл п Зп 


> 


2'2/\22/\2 2 


*% 


como muestra la Figura 1.32a. 

b) Como у= 1/x es continua excepto en x = 0 y la función seno es continua en 
toda la recta real, resulta que y = sen (1/x) es continua en todos los valores 
reales salvo x = 0. En x = 0, no existe el límite de g(x) (véase Ejemplo 5, 
Sección 1.2). Por tanto, g es continua en los intervalos (оо, 0) y (0, оо), 
como se indica en la Figura 1.32b. 

c) Esta función es similar a la de la parte Б), excepto que las oscilaciones están 
amortiguadas por el factor x. Aplicando el teorema del encaje, obtenemos 


1 
-|x| < x sen- < |х], х #0 
x 


y podemos concluir que 


Ит А(х) = 0 
x>0 


Por tanto, h es continua en toda la recta real (véase Figura 1.32c). 


Б) ges continua en E o, 0) y (0, œ) с) hes continua en toda la recta real 


FIGURA 122 O 
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FIGURA 1.33 
fes continua en |a, b]. 
[Existen 3 números c tales que f(c) = К] 


FIGURA 1.34 
Jno es continua en (а, b]. 
[No existen números с tales que f(c) = k.] 
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Teorema del valor intermedio 


Concluiremos esta sección con un importante teorema que concierne al com- 
portamiento de las funciones continuas en un intervalo cerrado. 


| Nota. El teorema del valor intermedio asegura que existe al menos un с, pero по 
proporciona un método para encontrarlo. Tales teoremas se denominan teoremas de 
existencia. 


Consultando un libro de cálculo avanzado se ve que este resultado se de- 
muestra recurriendo a una propiedad de los números reales que se llama «com- 
pletitud». El teorema del valor intermedio establece que para una función con- 
tinua, si x recorre todos los valores desde а hasta Б, entonces f(x) debe tomar 
todos los valores intermedios entre f(a) у f(b). Como ilustración sencilla de 
este hecho, si un niño medía 1,50 m al cumplir 13 años y 1,62 m al cumplir 14 
años, en algún momento entre esos dos cumpleaños medía 1,55 m. Y lo mismo 
es cierto para todo valor й de la altura que esté entre 1,50 m y 1,62 m. Esto 
parece razonable, ya que damos por supuesto que la altura de un ser humano 
varía de forma continua, sin cambios o saltos bruscos. 

El teorema del valor intermedio asegura la existencia de al menos un núme- 
ro c en el intervalo cerrado [a, b]. Puede, claro está, haber más de uno, como 
indica la Figura 1.33. Una función discontinua puede no poseer la propiedad 
del valor intermedio. Por ejemplo, la gráfica de la función discontinua de la 
Figura 1.34 salta sobre la recta horizontal dada por y = k, sin que haya ningún 
valor с en el que f(c) = К. 

El teorema del valor intermedio suele ser útil para localizar los ceros de una 
función continua en un intervalo cerrado. Específicamente, si fes continua en 
la, b] y f(a), f(b) difieren en signo, entonces el citado teorema nos asegura la 
existencia de al menos un cero de f en el intervalo cerrado [a, b]. 


EJEMPLO 8 Una aplicación del teorema del valor intermedio 


Usando el teorema del valor intermedio, probar que la función polinómica 


Хб) =? +2x- 1 


tiene un cero en el intervalo [0, 1]. 
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FIGURA 1.35 
fes continua en [0, 1] y cumple f(0) < 0, (1) > 0. 
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Solución: Observemos que fes continua en el intervalo cerrado [0, 1]. Dado que 


fO = 0° + 200) - 1 =-1 


Р) = 12 +2010) -1= 2 


resulta que (0) < 0 y (1) > 0. Podemos, pues, aplicar el teorema del valor 
intermedio y concluir que debe haber algún c en [0, 1] tal que 


/(с)=0 f posee algún cero en el intervalo cerrado [0, 1] 


como muestra la Figura 1.35. O 


El método de bisección para localizar aproximadamente los ceros reales de 
una función continua es similar al método empleado en el Ejemplo 8. Si se sabe 
que existe un cero en el intervalo cerrado [a, b], dicho cero debe pertenecer al 
intervalo 


Mirando el signo de f([a + b]/2), podemos determinar qué intervalo contiene el 
cero. Mediante reiteradas bisecciones del intervalo, podemos «cercar» el cero 
de la función. 


Ejercicios de la Sección 1.4 


Ejercicios de la Sección 1.4 


1. Para pensar Establecer cómo se destruye la continui- 
dad en x = c en cada una de las siguientes situaciones. 


a) i b) \ 
| | 
e 
кш кашан к а 
0.9 а į 
| ' 
= жн сус нн A 


2. Redacción Describir la diferencia entre discontinui- 
dad evitable e inevitable. En la explicación, dar ejem- 
plos de: 

а) Una función con una discontinuidad inevitable en 
х= 2. 

b) Una función con una discontinuidad evitable еп 
x=-2, 

c) Una función que presente las dos características 
descritas en los apartados a) y b). 


3. Para pensar Esbozar 1а gráfica de una función tal que 
lím /(х) = 1 
хэ3* 


lím f(x) = 
13 


¿Es la función continua en x = 3? Explicar la respuesta, 


4. Para pensar Si las funciones f y g son continuas en 
todos los x reales, ¿es siempre f + g continua en todos 
los х reales?, ¿y fg? Si alguna de las dos no es necesa- 
riamente continua, dar un ejemplo para verificar la 
conclusión. 


En los Ejercicios 5-10, determinar el límite usando la gráfica. 


a) lím FO) b) lím /(х) c) lím fœ) 


хэс 


5. 


п. 


13. 


15. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


25. 


A 8. 
al с= 2 
(3,1) (23) 
о (2, 2) 
х 
з 7) 
‚| с=з 
4 3 2 1 
y 
1 өз) 10. 
24+ 
1+ с=3 
A] х 
1+ 123456 (1,2) 
2} (3, -3) 
е 


-5 2- 
lím < 12. í Е 
хэ5* x? — 25 хәз* д2 – 4 
lím 14. lim У^—2 
22 /x2-4 124 x-4 
o |х| ol —2] 
lím — 16. lím 
хәб х 122 x-2 
1 1 
hi x+ Ах x 
í 
Ax>0 Ax 
р (х + Ах)2 + х + Ах — (х2 + х) 
lím 
Ax—=0* Ax 
+2 
ad > > x<3 
lím f(x), donde f(x) = 
13 12 ж 2х 
> x>3 
3 
т 70), donde убо) = -4x+6, х<2 
ím f(x), donde f(x) = 
12 ~x? + 4x - x22 
7 І, x<l 
lím f(x), donde f(x) = А Si 
xl 
Я А x<l 
lím f(x), donde f(x) = -+ 
хә1 х > 1 
lím ctg x 4. lím secx 
хәт х-эл/2 


lím (2[x] - 1) 26. іт (2х – [x]) 
хэ37 x>2* 
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En los Ejercicios 27-30, hallar los valores de x (si hay algu- 
no) en los que f no es continua. 


27. f0)= 28. 


x-4 


| X, x<l 
29. (х) = 5 [x] +x 30. у(х) = | 


Al 123 


En los Ejercicios 31-52, hallar los valores de х (51 existe al- 
guno) en los que f no es continua. ¿Qué discontinuidades son 
evitables? 


З. fo)=x?-2x+1 32. fœ) = A 
TX 
33. fi) =x+senx 34. FB 
КЕ 36. fo) = 
С у= 
зт. р) = 52 38. у= т 
ў vT pyi а 752-9 
39 Е с А 40 2-1 
Ет A 
ix + 2] lx = 3] 
41. РО) = 42. Р(х) =. 
х+ 2 x-3 


X, 
43. РО) = е 


А е еа x<] 
` Же. х > | 
i Е х5 2 
3-х, x>2 


-2x, 
46. f= a 


соѕес — > 
47. ҒО) = 

2, 

tg —> 
48. f(x) = 

Xx, 


49. f(x) = соѕес 2х 


51. Ро) = [х - 1] 


En los Ejercicios 53 y 


50. fœ) = tg Z 
. PAS 
52. f0)=x- [1] 


54, representar la función en la calcu- 


ladora. A partir de la gráfica, estimar 


lím Р(х) 


x>0* 


y lim fo) 
x>0 


¿Es la función continua en toda la recta real? 


|x? — 4|х 


53. == 


|х2 + 4х|(х + 2) 


54. (х) = ЕЕ 


En los Ejercicios 55-58, determinar los valores de las cons- 
tantes a y b que hacen que la función sea continua en toda la 


recta real. 


х, 
55. јх) = a 


> 


2, 
57. fœ = fa +b, 


-2, 
х2 – а? 

58. р(х) = { *7 4 
8, 


4 ѕеп х 
х< 0 
56. р(х)={ * 
а-2х, х> 0 
x<-l 
-1 <x<3 
х2 3 
> х#а 
x=a 


En los Ejercicios 59-62, discutir la continuidad de la función 
compuesta Ax) = /(#(х)). 


59, fœ = х2 
ВО) = х- 1 
1 
61. (0) = e 
ga) = х2 +5 


60. (х) = 


4 


8) =х- 1 
62. f(x) = зеп х 


go) = х? 


Ejercicios de la Sección 1.4 


fH En 105 Ejercicios 63-66, representar la función en la calcula- 


dora. Utilizar la gráfica para determinar todos los valores de 
xen los que la función no es continua. 


1 
63. fœ = fx] -x 64. h= 
х^-х-2 
65. дб) 2x-4, х<13 
З х) = 
8 х - 2х5, x>3 
cos х 1 
»x<0 
66. f(x)= x 
5x, xz0 


En los Ejercicios 67-70, hallar los intervalos en los que la 
función es continua. 


67. уо) 68. fO=x/xe3 


х2 +1 


69. 70. 


PR Redacción Еп los Ejercicios 71 y 72, usar una calculadora 


para representar la función en el intervalo [-4, 4]. ¿Parece 
continua en el intervalo la gráfica de la función? ¿Es conti- 
nua la función en [-4, 4]? Escribir unas líneas acerca de la 
importancia de examinar una función analíticamente además 
de hacerlo gráficamente. 
Д 
ѕеп х х 


72. у(х) = 3 


3_ 
х х- 2 


71. ҒО) = 


Redacción Еп los Ejercicios 73 y 74, explicar por escrito 
por qué la función posee un cero en el intervalo especificado. 


73. f(0)=x?-4x+3, [2, 4] 
74. (х) = х + 3х - 2, 10, 1] 
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ЙЕ En los Ejercicios 75-78, utilizar el teorema del valor inter- 


medio y una calculadora gráfica para estimar el cero de la 
función en el intervalo [0, 1]. Aplicando sucesivos aumentos 
a la gráfica de la función, determinar el cero con una preci- 
sión de dos cifras decimales. Usando una calculadora progra- 
mada para la búsqueda de raíces, estimar el cero con una 
precisión de cuatro cifras decimales. 

75. р(х) =x +x- 1 76. р(х) = х? + 3х - 2 

77. g(t) = 2 cost- 31 78. 00) =1+0-3 10 
En los Ejercicios 79-82, comprobar que el teorema del valor 
intermedio es aplicable al intervalo indicado y hallar el valor 
de c que garantiza el teorema. 


79. Рх) = х2 +х- 1, [0,5], f(c)=11 
80. РО) = х2 – бх + 8, [0,3], f(c)=0 


81. р) =x -x +х- 2, [0,3], f(c)=4 
2 


ХА + х Е | 
82. f(x) = ‚|а| ғо =6 


х- 1 2 


83. Volumen Usar el teorema del valor intermedio рага de- 
mostrar que entre todas las esferas cuyos radios pertene- 
cen al intervalo [0, 5] hay una con 275 ст? de volumen. 


84. Tarifas telefónicas Una llamada de larga distancia en- 
tre dos ciudades cuesta $ 1,04 por los primeros dos mi- 
nutos y $0,36 por cada minuto o fracción adicional. Uti- 
lizando la función parte entera, expresar el coste С de 
una llamada en términos del tiempo £ (en minutos). Di- 
bujar la gráfica de esta función y discutir su continuidad. 


85. Gestión de inventarios El número de unidades en in- 
ventario en una pequeña empresa viene dado por 


NG р е -:) 
CER O 


donde г representa el tiempo en meses. Dibujar la gráfi- 
ca de esta función y discutir su continuidad. ¿Con qué 
frecuencia debe la empresa reponer existencias? 


86. Гејд vu Un sábado a las 8:00 de la mañana, un hombre 
comienza a subir corriendo la ladera de una montaña ha- 
cia su camping de fin de semana. El domingo a las 8:00 
de la mañana baja corriendo la montaña. Tarda 20 minu- 
tos en subir y sólo 10 en bajar. En cierto punto del camino 
de bajada, el hombre se da cuenta de que pasó por el 
mismo lugar a la misma hora el sábado. Probar que el 
hombre está en lo cierto. [Ayuda: Aplicar el teorema del 
valor intermedio а la función f (£) = 5(0) — (0), siendo s(£) y 
r(t) las funciones de posición de subida y bajada.] 


Sábado 8:00 de la mañana Domingo 8:00 de la mañana 
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87. Demostrar que si f es continua y carece de ceros en 92. 
[a, b], entonces 
f(x) > 0 para todo x en [a, b] 93. 
о 
f(x) < О para todo х en [a, b] 94 
88. Demostrar que la función de Dirichlet 95 
O, sixes racional 
Fo) = | сла 
1, sixes irracional 
no es continua en ningún número real. 
89. Demostrar que la función 
O, sixes racional 
Fo = : Кес 
kx, si xes irracional 
sólo es continua еп x = 0. (Aquí k es cualquier número 
real no nulo.) 
90. La función signo se define por 96 
=1, x<0 
ѕрп(х) = 0, x=0 
1, x>0 97. 
| Dibujar la gráfica de sgn(x) y hallar los siguientes lími- 
| tes (cuando sea posible). 98. 
| a) lím sgn(x) b) lím sgn(x) c) lím sgn(x) 99. 
x=>07 x>0* 1>0 
| ¿Verdadero o falso? En los Ejercicios 91-94, determinar si 
| la afirmación es cierta o falsa. Si es falsa, explicar por qué o 100. 
dar un ejemplo que muestre su falsedad. 
91. 5і Пт р(х) = L y f(c) = L, entonces f es continua en с. 
1.5 
CONTENIDO = Límites infinitos 
Límites infinitos = 
Asíntotas verticales = Límites infinitos 
у Sea f la función dada por 
ЕТ A 
g | х-2 я 


|; 
1 
t 
1 
1 
ў 1 
4+ Д como x —2* 
1 
І 
1 
1 
i 


lím 
2 Х— 
y 
FIGURA 1.37 Кт 
f(x) crece y decrece sin cota cuando х tiende a 2; 12 x-2 


Si Р(х) = g(x) para x # с y f(c) з g(c), entonces 
alguna de las funciones f у g no es continua еп с. 


Para una función racional puede haber infinitos valo- 
res de x en los que no es continua. 


La función f(x) = |x — 1/0 — 1) es continua en (оо, 00). 


Un modelo matemático La siguiente tabla recoge la 
velocidad S (en pies por segundo) de un objeto que 
lleva cayendo г segundos. 


ODENCICIEICIES 
ojalas] eje 


a) Construir una curva con los datos. 
b) ¿Parece existir una velocidad límite del objeto? 
En caso afirmativo, encontrar una posible causa. 


Demostrar que si lím f(x, + Ах) =f (хе), entonces fes 
Ax=0 
continua en xy. 


Probar que para todo número real y existe un x en 
(=1/2, 1/2) tal que tg x = y. 


Discutir la continuidad de la función A(x) = x[x]. 
Seafíx) =(/x + c? с)/х, с > 0. ¿Cuál es el dominio 


de f? ¿Cómo se puede definir f en x = 0 de manera tal 
que f sea continua en ese punto? 


Sean f,(x) y f,(x) funciones continuas en el intervalo 
[а, b]. Probar que si f, (a) <f,(a) y f, (b) >f,(b), enton- 
ces existe с entre a y b tal que f,(c) = f¿(c). 


TER 
fa ©х-2 


Con ayuda de la Figura 1.37 y de la tabla de la página siguiente, puede verse 
que f(x) decrece sin cota cuando х tiende а 2 por la izquierda y crece sin cota 
cuando x tiende a 2 por la derecha. Este comportamiento se denota 


f(x) decrece sin cota cuando x tiende a 2 por la izquierda 


f(x) crece sin cota cuando x tiende a 2 por la derecha 
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DEDOS 


Todo límite en el que f(x) crece o decrece sin cota cuando x tiende a с se llama 
límite infinito. 


FIGURA 1.38 
Límites infinitos. 


¡Ojo! El símbolo de igualdad en la expresión lím f(x) = œ no significa que 
19) 5 р 8 q 
el límite exista. Bien al contrario, nos indica la razón de su no existencia: el 
comportamiento no acotado de f(x) cuando x tiende a c. 
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| Nota. Si una función f posee una 
asíntota vertical en x = c, entonces f 
no es continua en с. 


Límites y sus propiedades 


EJEMPLO 1 Determinación de límites infinitos a partir de una gráfica 


Usando la Figura 1.39, determinar el límite de cada función cuando x tiende a 1 
por la izquierda o por la derecha. 


FIGURA 1.39 
Las cuatro gráficas tienen una asíntota vertical en x = 1. 


Solución: 
P 1 ү 1 
а) lím =-0 y lím = 00 
xix 1 x> Х — 
o 1 
b) Ит -——5 = El límite por ambos lados es ос 
хә! x- 1) 
| dios E 
c) lím =0 y lím = —00 
1x1 | 
Я -1 
d) ím ———5 = - El límite por ambos lados es ~ос О 
хә1 (х= 1) 


Asíntotas verticales 


Si fuera posible extender las gráficas de la Figura 1.39 hacia el infinito, positi- 
vo o negativo, veríamos que ambas se acercan arbitrariamente a la recta verti- 
cal x = 1. Esta recta es una asíntota vertical de la gráfica de f. 


Observemos que, en el Ejemplo 1, cada una de las funciones es un cociente 
y la asíntota vertical aparece en el número que anula el denominador pero no el 
numerador. El siguiente teorema generaliza esta observación. 
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EJEMPLO 2 Determinación de asíntotas verticales 


Hallar todas las asíntotas verticales de la gráfica de cada una de las siguientes 
funciones. 
1 х? +1 
Н ко———— b == = 
а) fa) э(х +1) E с) Јо) = сех 
кый 
¡2 Solución: 
а) | а) Cuando х = —1, el denominador de 
Ро) = > 
х) = == 
2(x + 1) 


es 0 y el numerador no es О. Por tanto, por el Teorema 1.14, se puede 
concluir que x = —1 es una asíntota vertical (véase Figura 1.40a). 
р) Factorizando el denominador como 


b) x +1 х? +1 
До) = 5 = 
х^ - 1 (х—1)(х+1) 

puede verse que se anula en x = —1 у en х = 1. Además, dado que el 
numerador no es 0 en ninguno de estos puntos, del Teorema 1.14 se sigue 
A que la gráfica tiene dos asíntotas verticales, como ilustra la Figura 1.40b. 

-2r c) Escribiendo la función cotangente de la forma 

| cos x 

| fœ = ctg х= 
с) ѕеп х 
FIGURA 1.40 

Funciones con asíntotas verticales, podemos aplicar el Teorema 1.14 y concluir que las asíntotas verticales 


tienen lugar en todos los valores de x tales que cos х # Оу sen x = 0 (véase 
Figura 1.40c). Por consiguiente, la gráfica de esta función tiene infinitas 
asíntotas verticales. Estas asíntotas aparecen cuando x = nx, siendo n un 
entero. O 
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4+ No definido 
enx=2 


Asintota 
vertical 
enx=-—2 


FIGURA 1.41 
f(x) crece y decrece sin cota cuando x tiende a -2. 


6 


FIGURA 1.42 
f posee una asíntota vertical en x = 1. 


Límites y sus propiedades 


El Teorema 1.14 exige que el valor del numerador en x = с no sea nulo. Si 
tanto el numerador como el denominador son 0 en x = с, se obtiene la forma 
indeterminada 0/0, y no es posible conocer el comportamiento límite en x = с 
sin una investigación adicional. 


EJEMPLO 3 Una función racional con factores comunes 


Determinar todas las asíntotas verticales de la gráfica de 


х? + 2х – 8 
Е а 


Solución: Comenzamos simplificando la expresión como sigue. 


х? + 2х – 8 
fo =—z 4 


а 5 067) 
(х + 200—7) 


En todos los х # 2, la gráfica de f coincide con la de g(x) = (х + 4)/(х + 2). De 
modo que podemos aplicar el Teorema 1.14 a g para concluir que existe una 
asíntota vertical en x = —2 (véase Figura 1.41). A partir de la gráfica, vemos que 


х2 + 2x8 х2 + 2х - 8 
lím 7 -о у lím 3 = 
хә-2 х°-4 ro2+ х^ - 4 
Observemos que х = 2 no es una asíntota vertical. O 


EJEMPLO 4 Determinación de límites infinitos 


Hallar los siguientes límites. 


lím—— y lím 
1 Х—1 хә1* Х—1 


Solución: Puesto que el denominador es 0 cuando х = 1 (y el numerador no se 
anula), sabemos que la gráfica de 


х? – Зх 


f=- 


tiene una asíntota vertical en x = 1. Esto significa que cada uno de los límites 
dados es со о —оо. Una gráfica en la calculadora puede ayudar a determinar el 
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ADVERTENCIA Cuando se 
utiliza calculadora, hay que ser 
cuidadoso para interpretar 
correctamente la gráfica de una 
función con una asíntota vertical, 
ya que las calculadoras tienen a 
menudo dificultades para dibujar 
este tipo de gráficas. 
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resultado. En la gráfica de f de la Figura 1.42, vemos que la gráfica tiende a 
оо por la izquierda de x = 1 y a —oo por la derecha. Así pues, podemos 
concluir que 


Иа: 
lím ——— = оо El límite por la izquierda es infinito 
1 х | 
у 
„2 – Зх | ma 
lím керше] = -0 El límite por la derecha es menos infinito O 
хә1* x= 


Demostración: Para probar que el límite de f(x) + g(x) es infinito, escojamos un 
М > 0. Necesitamos entonces encontrar un ô > 0 tal que 


ЛО) + 80] > М 


siempre que 0 < |x — c| < б. Para simplificar, podemos suponer L > 0 y hacer 
M, =M + 1. Como el límite de f(x) es infinito, existe un д, tal que f(x) > M, 
siempre que 0 < |x — c| < 9,. Y como el límite de g(x) es L, existe un ô 2 tal que 
1800) — L| < 1 siempre que 0 < |x — c| < 5,. Denotando por ô el mínimo entre б, 
y д», concluimos que 0 < |x — c| < $ implica que (х) > M + 1 y 120) -£l|<1. 
La segunda de estas desigualdades implica que g(x) > L — 1 y, sumando esto a 
la primera desigualdad, obtenemos 


Ро) +20) >(M+ D+(L-1)=M+L>M 
Por tanto, 


lím [РО + 800] = со 


Las demostraciones de las demás propiedades se dejan como ejercicios (véase 
Ejercicio 60). O 
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EJEMPLO 5 Cálculo de límites 


a) Como lím 1=1 y 
x>0 


1 А 
lím —5 = 00, se sigue que 


x>0 х 


Propiedad 1, Teorema 1.15 


1 
b) De ím (х2 + 1) =2 y lím 5 ос, deducimos que 


xo! 


РА 


lím 


с) Alser lím 3 =3 


x>0* 


a Дре 


x +l 


=D> 


xo” 1 


lím 3 ctg x = 00 


x>0* 


Ejercicios de la Sección 1.5 


Propiedad 3, Teorema 1.15 


y lím ctg x= 00, se tiene 
x>0 


Propiedad 2, Teorema 1.15 


En los Ejercicios 1-4, averiguar si f(x) tiende a оо o a –со 
cuando x tiende а —2 por la izquierda o por la derecha. 


1 
+2) Ый с 


1. О) = 


Pi Análisis numérico y gráfico En los Ejercicios 5-8, deter- 
minar, completando la tabla, si f(x) tiende a со оа – оо cuan- 
do x tiende a —3 por la izquierda y por la derecha, respectiva- 
mente. Representar la función con una calculadora para 
confirmar la respuesta. 


x 2,999 -2,99 -2,9 -2,5 
—+ 
Ше? 
5. fœ = сы 6. PU 5 
2 : TX 
7. Ро = SEO 8. f(x) = sec E 


En los Ejercicios 9-24, hallar las asíntotas verticales (si exis- 
te alguna) de la función. 


1 
9. AE 
1. А) = Е 
à E 
3 
13. /0) = 7 


15. РО) = tg 2х 


| 4 
10. FO) = =D 
12. g)= 2+x 
1-х 
. —Áx 
14. FO) = ES 


16. f(x) = sec nx 


Ejercicios de la Sección 1.5 


17. T®=1 -5 18. V(s)= 52 
19. fa) = 2 20. ро) =. А 
х +х- 2 (х + 3) 
dy г. O EAS o _ 
х +1 x? +252 +х +2 
23. 5(0) = Е a 24. #(0) = =. 


Pe En los Ejercicios 25-28, determinar si la función tiene una 


asíntota vertical o una discontinuidad evitable en x = –1. Re- 
presentar la función en una calculadora para confirmar la 
respuesta. 


xnl x?-6x-7 
25. (х) = 26. f(x) = ———— 
x+1 x+1 
х? +1 sen (x + 1) 
27. РО) = 28. f(x) = ————— 
x+1l x+l 


En los Ejercicios 29-40, hallar el límite. 


х 2+ х 
29. tím 30. lím 
хэ2*+ х= 2 хә1* | -x 
2 2 
31. lím 5 32. lím 
1>4* x — 16 хэа- х? + 16 
2+2x-3 6 +x-1 
93). ln E 34. lm 2 


кэ(-12)+ 4x? ~ 4х — 3 


1 1 
35. lím ( + 5) 36. lím (+ — |) 
хәб X хэд Xx 
2 


—2 
37. lím 38. lím 
1>0* sen х хә(д/2)` COS X 
2 
= „9 
39. Mm HE, 40. иш^ 
хэ1 x? + 1)(х— 1) x3 х? 


Be En los Ejercicios 41-44, representar la función en una calcu- 
ladora y determinar el límite lateral. 


di A Р о хаа 
ан аа 
lím Р(х) lím f(x) 
xlt x>17 
8. 10== 44. у(х) = вес = 
lím Р(х) Ит fx) 
хэ57 1>3* 


45. Una suma dada es inversamente proporcional a 1 — r, 
donde 0 < |r|< 1. Calcular el límite de 5 cuando r > 17. 
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46. Ley de Boyle Еп un gas a temperatura constante, la 
presión P es inversamente proporcional al volumen V. 
Calcular el límite de P cuando V > 07. 


47. Ritmo de cambio Una escalera de 25 pies está apoya- 
da en una casa (véase figura). Si se tira de la base de la 
escalera alejándola de la casa a un ritmo de 2 pies por 
segundo, la parte superior descenderá por la pared a un 
ritmo de 


2x З 
r = == pies/s 
\/625 – х? 


donde х es la distancia entre la base de la escalera y la 
casa. 

a) Hallar el ritmo r cuando x es 7 pies. 

b) Hallar el ritmo r cuando x es 15 pies. 

c) Hallar el límite de r cuando х — 257. 


FIGURA E. 47 FIGURA E. 48 


48. Ritmo de cambio Un coche patrulla está aparcado a 
50 pies de un gran almacén (véase figura). La luz gira- 
toria de la parte superior del coche gira a un ritmo de + 
revolución por segundo. El ritmo al que se desplaza el 
haz de luz a lo largo de la pared es 


r = 50л sec? 0 pies/s 


a) Hallar el ritmo r cuando 0 es л/б. 
b) Hallar el ritmo r cuando Ө es 1/3. 
c) Hallar el límite de r cuando 0 > (x/2)7. 


49. Drogas ilegales El coste en millones de dólares que le 
supone a una agencia gubernamental incautarse de un 
x% de cierta droga ilegal es 


_ 528х 
7100 = х 


>» 0 <х< 100 


а) Hallar el coste de la incautación del 25 %. 
b) Hallar el coste de la incautación del 50 %. 
c) Hallar el coste de la incautación del 75 %. 
d) Hallar el límite de C cuando х => 1007. 


50. Velocidad media En un viaje de d millas a otra ciu- 
dad, la velocidad media de un camionero fue de x mi- 
llas por hora. En el viaje de vuelta, la velocidad media 
fue de y millas por hora. La velocidad media del viaje 
de ida y vuelta fue de 50 millas por hora. 
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51. 


52. 


Pe 53. 


Capítulo 1 Límites y sus propiedades 


25 
a) Comprobar que y = > ¿Cuál es el dominio? 


x 
b) Completar la tabla. 


¿Difieren los valores de y de los esperados? Expli- 
car la respuesta. 
с) Hallar el límite de y cuando x > 25*. 


Relatividad De acuerdo con la teoría de la relativi- 
dad, la masa m de una partícula depende de su veloci- 
dad v. Esto es, 


= Mo 


1 — @?/с?) 
donde m, es la masa cuando la partícula está en reposo 


y c es la velocidad de la luz. Calcular el límite de la 
masa cuando с^. 


Para pensar Usando la gráfica de la función f (véase 
figura), esbozar la gráfica de g(x) = 1/f (x) en el interva- 
lo [22, 3]. 


Razonamiento numérico y gráfico Una correa en 
cruz conecta un disco de 20 ст (10 cm de radio) situa- 
do en un motor eléctrico con otro de 40 cm (20 cm de 
radio) en una sierra circular. El motor eléctrico gira a 
1.700 revoluciones por minuto. 

a) Hallar el número de revoluciones por minuto de la 
sierra. 

b) ¿Cómo afecta el cruce de la correa a la sierra en 
relación con el motor? 

c) Sea L la longitud total de la correa. Expresar L en 
función de ф, donde ф se mide en radianes. ¿Cuál 
es el dominio de la función? [Ayuda: Sumar las 
longitudes de los tramos rectos de la correa y las 
longitudes de la correa alrededor de cada disco.] 

d) Completar la tabla con ayuda de una calculadora. 


e) Usando una calculadora, representar la función en 
un dominio apropiado. 


¿Verdadero o falso? 


f) Hallar 


Ит L 
ф-(2/2)7 


Dar un segundo método, de tipo geométrico, рага 
calcular este límite. 
в) Hallar lím L 


$>0* 


Análisis numérico y gráfico Consideremos la región 

sombreada que queda fuera del sector de círculo de ra- 

dio 10 m y dentro del triángulo rectángulo de la figura. 

a) Expresar el área A = /(0) de la región en función 
de 8. Determinar el dominio de esta función. 

b) Completar la tabla con ayuda de una calculadora. 


c) Usando una calculadora, representar la función en 
un dominio apropiado. 
d) Calcular el límite de A cuando 0 > 1/2”. 


10m 


En los Ejercicios 55-58, determinar si 


la afirmación es cierta o falsa. Si es falsa, explicar por qué o 
dar un ejemplo que demuestre su falsedad. 


55. 


56. 


57. 


Si p(x) es un polinomio, entonces la función dada por 


р(х) 
х—1 


До) = 


posee una asíntota vertical en x = 1. 


Toda función racional tiene al menos una asíntota ver- 
tical. 


Las funciones polinómicas carecen de asíntotas verti- 
cales. 


Ejercicios de repaso del Capítulo 1 


58. Si f tiene una asíntota vertical en х = 0, entonces fno 
está definida en х = 0. 


59. Encontrar dos funciones f y g tales que 


Иш (х) = оо y 


хәс 


pero Ит [/(х) — g(x)] 4 0. 


lím g(x) = оо 


хэс 


60. Demostrar las propiedades restantes del Teorema 1,15. 


61. Probar que si 
lím f(x) = со 


x>c 


entonces 


62. Probar que si 


1 
lím — = 0 


хс FO) 


entonces lím f(x) no existe. 


хәс 


бе 63, 


Redacción Dado que 


para cada М > 0 existe un ô > 0 tal que 


x+2 
œ- 1)? 
siempre que 0 < |x ~ 1| < д. 
a) Sea М = 100. Representar con una calculadora la 


función y la recta y = 100. Usar las gráficas para 
estimar д. 


>M 
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b) Sea M= 1000. Representar en una calculadora la 
función y la recta y = 1000. Usar las gráficas para 
estimar ó. 


c) Describir en unas líneas cómo varía ô al crecer М. 


En los Ejercicios 1 y 2, discutir si el problema se puede resolver 
usando conocimientos previos al Cálculo. Si es así, resolverlo. 
En caso de que sea necesario el Cálculo, explicar por qué. Esti- 
mar la solución usando un método gráfico o numérico. 


1. Calcular la distancia entre los puntos (1, 1) y (3, 9) alo 
largo de la curva у = х2. 


2. Calcular la distancia entre los puntos (1, 1) y (3,9) a lo 
largo de la recta y = 4х — 3. 


En los Ejercicios 3 y 4, completar la tabla y usar el resultado 
para estimar el límite. Representar la función en la calcula- 
dora para corroborar el resultado. 


4. 


иш H/E + D] - (1/2) 
im 


x>0 Xx 


„ ш(х+5)-1п5 
lím -————————— 


x>0 Xx 


En los Ejercicios 5 y 6, usar la gráfica para determinar el 
límite. 
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6. go) == 


а) lím h(x) a) lím g(x) 
x>0 хэ2+ 

b) lím (х) b) lím g(x) 
x>-1 x>0 


En los Ejercicios 7-22, calcular el límite (si existe). 


7. lím (5х ~ 3) 8. lím (3х + 5) 
хә? 1>2 
3x +5 
9. lím(Sx-3X3x+5) 10. Иш = 
х2 хә? 5х е 3 
+1 2-9 
1. lím 12. lím 
193 t әз 1-3 
t+2 4+x-2 
13. lím >—— i 
E га -4 16 lim х 


15. lím -———————— 16. lím Evita 


50 
х? + 125 х? – 4 
17. ій ——— 18. lím —— 
хә-5 x+5 хэ2 х5 + 8 


Й 1 1 
m ( т 5) А ea 
21. кт sen [(т/6) + Ax] — (1/2) 
А0 Ах 
[Ayuda: sen (0 + ф) = sen Ө cos ф + соз 0 sen ф] 
„соз (л + Ах) + 1 
E аа 
Ax>0 Ax 
[Ayuda: cos (0 + ф) = cos Ө cos ф — sen 0 sen ф] 


22. 


En los Ejercicios 23-32, calcular el límite lateral propuesto. 


2x? ++ 1 

Эз A 24. lím —* 

12-27 x+2 хэ(12)* 2x — 1 

+1 +1 

25. иш 2 26. lím > 

хә-1* ХЗ +1 хэ д4 1 

х2 2+1 х2 – 2х +1 

27. ím ————— 28. lím 

fo х-1 хә-1* х+1 


‚еп 4х SEC х 
29. lím 30. lím 
хэ0" 5х 20% х 
_ соѕес 2х cos? х 
31. lím ——— 32. lím 
x>0* X хәб” Xx 


AZ Investigación numérica, gráfica y analítica Еп los Ejerci- 


cios 33 y 34, consideramos lím f(x). 


x>1? 


a) Completar la tabla para aproximar el límite. 

b) Representar en una calculadora la función y estimar el 
límite, a la vista de esa gráfica. 

c) Racionalizar el numerador y calcular analíticamente el 
valor exacto del límite. 


1,001 1,0001 


[Ayuda: a3 ~ b? = (a – Ьа? + ab + b?)) 


En los Ejercicios 35-44, averiguar los intervalos en los que la 
función es continua. 


35. f(x) = [x +3] 


2_ pr 
36. ғо = 22222 
Зх? -х- 2 
A a 
37. f0)=% х-1 
0, x=1 
5-х, х<2 
%. f0= ү A = 
(х — 2)? a FO) = A 
3 x+1 
41. = 42. = 
L fo) х+1 о) 2x +2 


43. f(x) = cosec = 44. f(x) = tg 2х 


45. Determinar el valor de c para el cual la función f es 
continua en toda la recta real. 
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46. Hallar los valores de b y c que hacen continua sobre 
toda la recta real a la función 


l<x<3 
xt +®х+ с, lx-2|> 1 


PE 47. Interés compuesto Se depositan $ 5.000 en un plan de 


ahorro que produce un 12 por 100 de interés compuesto 
semestralmente. El balance a los / años de la inversión 
viene dado por A = 5.000(1,06)?1. Representar la fun- 
ción en la calculadora y discutir su continuidad. 


Ае 48. Coste de entregas nocturnas Enviar un paquete en 


servicio nocturno de Nueva York a Atlanta cuesta 
$9,80 la primera libra y $2,50 cada libra adicional. 
Usar la función parte entera para formular un modelo 
que describa el coste С de enviar un paquete de x libras. 
Representar la función en la calculadora y discutir su 
continuidad. 


En los Ejercicios 49-52, hallar las asíntotas verticales (si las 
hay) de la función. 


50. hœ) = 


2 
49. =1+- 
g0) Ы x 4- x? 


52. f(x) = соѕес лх 


51. РО) = 
f (х — 10)? 
53. Coste de la depuración ambiental Una central térmi- 
ca quema carbón para generar energía eléctrica. El coste 
С, en dólares, de eliminar un р por 100 de las sustancias 
contaminantes del aire en sus emisiones de humos es 


80.000p 
C= > 
100 - p 


0 < p<100 


Hallar cuánto cuesta eliminar a) 15 por 100, b) 50 por 
100, y с) 90 por 100. d) Calcular el límite de C cuando 
р ә 100. 


54. Sea la función f definida рог 


f(x) = х + 0 


> 
Xx 


2x 


t 
a) Hallar lím È 


x>0 


(si existe). 


b) ¿Puede definirse f de manera que sea continua en 
х= 0? 


Pe Objeto en caída libre Еп los Ejercicios 55 y 56, usar la 
función posición s(t) = -4,91? + 200, que da la altura en 
metros de un objeto que cae libremente desde una altura de 
200 metros. Su velocidad en el instante f£ = a segundos es 


¿ 56а) — 5(0) 
lím —=—— 
t>a a-t 
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55. Calcular su velocidad cuando t = 4. 


56. ¿A qué velocidad impactará en el suelo? 


¿Verdadero o falso? En los Ejercicios 57-63, averiguar si 
la afirmación es correcta. Si no lo es, explicar la razón o dar 
un ejemplo que muestre su falsedad. 


А |x] _ А Sn 
57. lím—=1 58. límx*=0 


x>0 X x>0 


59. Sif(x) = g(x) para todos los números reales x = 0, y 
además 


lím РО) =L 
x>0 


entonces 


lím (х) = £ 


x>0 
60. Si lím /(х) = L, entonces f(c) = L. 


61. Para las funciones polinómicas, los límites laterales 
existen siempre y son iguales. 


62. lím f(x) = 3, donde 
x>2 


х< 2 


a 
fœ) = Oo x>? 


63. lím f(x)= 1, donde 
x>3 
уо) = x-2, x<3 
US la ГА. 


25 


4 
64. Sea f(x) = a Calcular los siguientes límites (si 


|x — 
ello es posible). 
а) lím f(x) 
x>27 
b) lím fœ 


x>2* 


с) lím f(x) 
12 


65. Seafíx)=./x(x- 1). 


a) Hallar el dominio de f. 
b) Calcular lím f(x). 
хэ07 


с) Calcular lím (х). 
хэ? 
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Gravitación: su búsqueda experimental 


El estudio de la Dinámica se remonta al siglo хут. Cuando la oscurantista Edad 
Media dejó paso al Renacimiento, Galileo Galilei (1564-1642) fue de los pri- 
meros en avanzar hacia la comprensión del movimiento de los objetos bajo la 
influencia de la gravedad. 

Ya se sabía que un objeto se mueve cada vez más rápido en su caída, pero 
se ignoraba qué ley gobierna ese movimiento acelerado. Son movimientos de- 
masiado rápidos para ser susceptibles de medidas precisas con los instrumentos 
existentes en esa época. Galileo resolvió este problema de un modo muy inge- 
nioso. Argumentó que la gravedad quedaba «diluida» si, en lugar de dejar caer 
libremente una bola, se hace rodar la bola por un plano inclinado. Además, 
utilizó un reloj de agua, que medía el tiempo por medio de la cantidad de agua 
que salía por un pequeño orificio. 

Hoy en día disponemos de instrumentos relativamente baratos, como el 
Texas Instruments Calculator-Based Laboratory (CBL) System, que permiten 
obtener datos precisos de la posición de un objeto en caída. Con uno de estos 
sistemas han sido obtenidos los datos de una bola en caída que se muestran en 
la próxima tabla, en intervalos de 0,02 segundos. 


Tiempo Altura Velocidad 


(seg) (metros) (metros/seg) 
0,00 0,290864 -0,16405 
0,02 0,284279 -0,32857 
0,04 0,274400 —0,49403 
0,06 0,260131 -0,71322 
0,08 0,241472 —0,93309 
0,10 0,219520 —1,09409 
0,12 0,189885 -1,47655 
0,14 0,160250 —1,47891 
0,16 0,126224 -1,69994 
0,18 0,086711 -1,96997 
0,20 0,045002 -2,07747 
0,22 0,000000 -2,25010 


CUESTIONES 
RR q EE mA 


1. 


Representar en la calculadora las posiciones de la bola al caer. ¿Qué tipo 
de modelo parece ajustar mejor? Usar regresión en la calculadora para 
hallar el modelo de ajuste óptimo. 


Repetir el proceso para las velocidades de la bola en caída. Describir la 
relación entre ambos modelos. 


En teoría, la posición de un objeto en caída libre en el vacío viene dada por 
1 . 
s= 3 gt? + vot + Sọ, donde g es la aceleración de la gravedad (metros por 


segundo por segundo, abreviado m/s?), £ es el tiempo (en segundos), vo еѕ 
la velocidad inicial (en metros por segundo) y sọ es la altura inicial (en 
metros). A partir del experimento anterior, estimar el valor de g. ¿Cree que 
su estimación es errónea por exceso o por defecto? Explique su razona- 
miento. 
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La derivada 


2.1 
La derivada y el problema de la recta tangente 


El problema de la recta tangente 


El Cálculo se desarrolló a la sombra de cuatro problemas sobre los que estaban 
trabajando los matemáticos europeos en el siglo хуп. 


El problema de la recta tangente (Sección 1.1 y esta sección). 

El problema de la velocidad y la aceleración (Secciones 2.2 y 2.3). 
El problema de los máximos y mínimos (Sección 3.1). 

El problema del área (Secciones 1.1 y 4.2). 


> эзәр 


Cada uno de ellos involucra la noción de límite y podría servir como intro- 
ducción al Cálculo. 

Vimos una breve introducción al problema de la recta tangente en la Sec- 
ción 1.1. Aunque se habían dado soluciones parciales por parte de Pierre de 
Fermat (1601-1665), René Descartes (1596-1650), Christian Huygens (1629- 
1695), y Isaac Barrow (1630-1677), la primera solución general se suele atri- 
buir a Isaac Newton (1642-1727) y a Gottfried Leibniz (1646-1716). El trabajo 
de Newton en este problema provenía de su interés por la refracción de la luz 
en Óptica. 

¿Qué significa decir que una recta es tangente a una curva en un punto? 
Para un círculo, la recta tangente en un punto P es la recta perpendicular al 
radio que pasa por P, como indica la Figura 2.1. 

Para una curva general, sin embargo, el problema es más difícil. Por 
ejemplo, ¿cómo podríamos definir las rectas tangentes de la Figura 2.2? 
Podríamos afirmar que una recta es tangente a una curva en un punto P si toca 
a la curva en P sin atravesarla. Tal definición sería correcta para la primera 
curva de la Figura 2.2, pero no para la segunda. También podríamos decir que 
una recta es tangente a una curva en P si la toca o la intersecta sólo en el punto 
P. Pero tampoco es válida en general, como sugiere la tercera curva de la 
Figura 2.2. 
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FIGURA 2.1 
Recta tangente a un círculo. 


y 
| 
| (с + Ах, flo + Ax) 


1 Де + Ах) fc) 
UD 


Ax 
y _ uu AA х 
| 
FIGURA 2.3 
La recta secante que pasa por (с, }(с)) 
y (c+ Ах, f(e + Ax). 
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FIGURA 2.2 
Recta tangente a una curva en un punto. 


Esencialmente, el problema de hallar la recta tangente en un punto P se 
reduce al de hallar su pendiente en ese punto. Podemos aproximar la pendiente 
de la recta tangente usando la recta secante que pasa por P y por otro punto 
cercano de la curva, como indica la Figura 2.3. Si (с, f(c)) es el punto de 
tangencia y (с + Ах, f(c + Ах)) es el otro punto de la gráfica de f, la pendiente 
de la recta secante que pasa por esos dos puntos viene dada sustituyendo en la 


fórmula 


a Y27 Y 
X2 Ху 
i Рс + Ax) – f(c) Cambio en y 
к (с + Ах)-с Cambio en x 
f(e + Ах) - f(c) | 
== Е Pendiente de la recta secante 


El miembro de la derecha en esta ecuación es un cociente incremental (o 
de incrementos). El denominador Ax es el cambio (o incremento) en x y el 
numerador Ay = f(c + Ax) — f(c) es el cambio (o incremento) en y. 

La belleza de este procedimiento estriba en que se pueden obtener aproxi- 
maciones más y más precisas de la pendiente de la recta tangente tomando 
puntos de la gráfica cada vez más próximos al punto P de tangencia, como 
muestra la Figura 2.4, 
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2 


3 


FIGURA 2.5 
La pendiente de f en (2, 1) es m = 2. 
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(с, fo) 
(с, fc) 


Recta tangente Recta tangente 


FIGURA 24 
Aproximaciones a la recta tangente. 


La pendiente de la recta tangente a la gráfica de f en el punto (с, f(c)) se 
llama también pendiente de la gráfica de f en х = с. 


EJEMPLO 1 La pendiente de la gráfica de una función lineal 
Hallar la pendiente de la gráfica de f(x) = 2x — 3 en el punto (2, 1). 


Solución: Para hallar la pendiente de la gráfica de f cuando с = 2, podemos 
aplicar la definición de la pendiente de una recta tangente como sigue: 


í ЈО + А) - 50) 1 0+ Ах) – 3] - [22) - 3] 
ím ———————= іт 
Ахэ0 Ах Ax>0 Ax 


= 44+2Ax-3-4+3 
lím 
Ax-0 Ax 


1 
3 
| 


= 
=, 
е) 


La pendiente de f en (2, 1) es m = 2, como muestra la Figura 2.5. O 


| Nota. En el Ejemplo 1, la definición de la pendiente de f mediante límites coincide 
con la definición discutida en la Sección P.2. 


La gráfica de una función lineal tiene la misma pendiente en todos sus 
puntos. Esto no es cierto para funciones no lineales, como se ve en el próximo 
ejemplo. 


Sección 2.1 


Recta Recta 


tangente tangente 
en (1, 2) en (0, 1). 
la a у 
-2 2 
FIGURA 2.6 
La pendiente de Геп un punto cualquiera (x, fo) 
es m = 2x, 


de Recta 
tangente 
vertical 


FIGURA 2.7 
La gráfica de f tiene recta tangente vertical 


en (с, f(e). 
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EJEMPLO 2 Rectas tangentes a la gráfica de una función no lineal 


Calcular las pendientes de las rectas tangentes a la gráfica de f(x) = x? + 1 en 
los puntos (0, 1) y 1, 2), que se ilustran en la Figura 2.6. 


Solución: Sea (x, f (x)) un punto arbitrario de la gráfica de f. La pendiente de la 
recta tangente en él viene dada por 


(x + Ах)2 +1- (02+ 1) 


ит е + А0) —/09 


Ax>0 Ax = па Ах 
х2 + 2х(Ах) + (Ах)? +1 -x -1 
= lím 
Ахэб Ах 
а 2x(Ax) + (Ах)? 
= Ax=>0 Ах 


lím (2х + Ах) 
Ax=>0 
= 2х 


Por tanto, la pendiente en cualquier punto (х, f(x)) de la gráfica de f es 
m = 2x. En el punto (0, 1) la pendiente es m = 2(0) =0 y en (-1, 2), la pendiente 
es m = 2(-1) = -2. П 


| Nota Еп el Ejemplo 2, nótese que х se mantiene constante еп el proceso de límite 
(cuando Ах — 0). 


La definición de recta tangente a una curva no cubre la posibilidad de una 
recta tangente vertical. Para éstas, podemos usar la siguiente definición. Si fes 
continua en c y 


у зе ы 


Ax>0 Ax 

o bien 
ЕЖА) Л) 
Ax>0 Ax 


la recta vertical, x = с, que pasa рог (с, f(c)) es una recta tangente vertical a la 
gráfica de f. Así, la funcion de la Figura 2.7 tiene tangente vertical en (с, f(c)). 
Si el dominio de fes el intervalo cerrado [a, b], se puede extender la definición 
de recta tangente vertical de forma que incluya a los puntos terminales, consi- 
derando la continuidad y los límites por la derecha en x = a y por la izquierda 
en х = Ё. 


La derivada de una función 


Hemos llegado a un punto crucial en el estudio del Cálculo. El límite utilizado 
en la definición de la pendiente de una recta tangente se usa también para 
definir una de las dos operaciones fundamentales del Cálculo: la derivación. 
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ADVERTENCIA Nótese que en 
los Ejemplos 1, 2 y 3, la condición 
clave para hallar la derivada de una 
función es reexpresar el cociente 
incremental, de manera que Áx no 
aparezca como factor del 
denominador. 


El proceso de hallar la derivada de una función se llama derivación. Una 
función es derivable (o diferenciable) en x si su derivada en x existe, y deriva- 
ble en un intervalo abierto (a, b) si es derivable en todos y cada uno de los 
puntos de ese intervalo. 

Además de f'(x), que se lee «f prima de x», se usan otras notaciones рага la 
derivada de y = f(x). Las más comunes son 


dy 


FO, ах 


Notaciones para la derivada 


d 
у”, dx [ОЭ], Ю„[у] 
X 


La notación dy/dx se lee «derivada de y con respecto a x». Usando notaciones 
de límites, podemos escribir 


Dim 
de Ао Ax 
e fæ + Ах) -fo 
ИЙ 
Ax>0 Ах 
= Р(х) 


EJEMPLO 3 Cálculo de la derivada por el proceso de límite 


Hallar la derivada de f(x) = x? + 2x. 


Solución: 
К x+ Ах) -fax 
Ро) lim E » FO) 
da (x + Ах) + 2(х + Ax) – (a? + 2x) 
Ax—>0 Ax 
н х3 + Зх2Ах + 3х(А)? + (Ax)? + 2x + 2Ах — x° — 2x 
Ax>0 Ax 
= lím 3х?Ах + 3х(Ах)? + (Ах)? + 2Ах 
Ax>0 Ax 
я Ах[3х? + 3xAx + (Ах)? + 2] 
Ax>0 Ах 
= lím [3х2 + 3xAx + (Ax)? + 2] 


= 31? +2 O 


Sección 2.1 


FIGURA 2.8 


La pendiente de f en (х, f(x), x > 0, es 
m=1/0,/%). 


La derivada y el problema de la recta tangente 111 


Recordemos que la derivada de una función f es ella misma una función, que 
puede ser utilizada para hallar la pendiente de la recta tangente en el punto 
(x, Қх)) de la gráfica de f. 


EJEMPLO 4 _Uso de la derivada para calcular la pendiente en un punto 


Hallar f'(x) рага f(x) = e Calcular a continuación la pendiente de la gráfica 
de f en los puntos (1, 1) y (4, 2). Discutir el comportamiento de fen (0, 0). 


Solución:  Racionalizando el numerador, como se explicó en la Sección 1.3. 


f(x + Ax) — f(x) 
Ах 


ГО) = lím 
Ах-э0 


= lím 
Ax>0 


O 


SE 5 
Ax 


p (х+ Ax)- х 


д0 Ах /х + Ax + 3) 


{l 
Б 


1 
Еп el punto (1, 1) la pendiente es f(1) = z En el punto (4, 2) la pendiente es 


1 
FO) = 1 (véase Figura 2.8). En el punto (0, 0) la pendiente no está definida. 


Además, al ser infinito el límite de f(x) cuando x — 0 por la derecha, la gráfica 
de f tiene tangente vertical en (0, 0). О 


En muchas aplicaciones conviene usar una variable independiente distinta 
de x, como ocurre en el Ejemplo 5. 


EJEMPLO 5 Cálculo de la derivada de una función 


Hallar la derivada respecto de г de la función y = 2/1. 
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0 у= 501 +4 


FIGURA 29 
En el punto (1, 2) la recta y = -2t + 4 es tangente a la 
gráfica de y = 2/1. 


+ (Ло) 


(с, Ac) 


==> 
O) 


t 
П 

П 

1 

П 

П 

П 

+ 

| 1 
П 

1 

П 

1 

1 

П 

1 

П 

П 


4 

| 

E 

| I П 
+ a Y 
і 


с X 
FIGURA 2.10 
Cuando x tiende hacia c, la recta secante se aproxima 
a la recta tangente. 
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Solución: Considerando y = f(t) obtenemos 


d (t + At) Ө! 
Dz lím feran -AD Definición de derivada 
dt A0 At 
2 2 
+ Att 
= lím ———— fa + AD = 2/0 + Ар y fÒ =2/t 
А-0 At 
2t — 2(1 + А? 
E t(t + At) | К 
= ím -—————- Combinar las fracciones del numerador 
А0 At 
E -2Ar 
= ím =———— Cancelar el factor común At 
aro AK (E + At) 
= lím ——— Simplificar 
Aro К+ Af) 
2 | 
= 2 Evaluar el límite para At => 0 O 


Derivabilidad y continuidad 


La siguiente formulación alternativa como límite de la derivada es útil al inves- 
tigar la relación entre derivabilidad y continuidad. La derivada de fen c es 


f(c) = lím 


хэс 


Fórmula alternativa para la derivada 


fo -fo f (c) 


supuesto que ese límite existe (véase Figura 2.10). (En el apéndice se demues- 
tra la equivalencia de ambas fórmulas.) Obsérvese que la existencia del límite 
en esta formulación alternativa requiere que los límites unilaterales 


lím Хо) -fo 9 FO) fc) 
ím jím ————— 


хәс” x- хэс х- с 


existan у sean iguales. Estos límites se Патап derivadas рог la izquierda y 
por la derecha, respectivamente. Decimos que fes derivable en un intervalo 
cerrado [a, b] si es derivable en (a, b) y existen además la derivada por la 
derecha en a y la derivada por la izquierda en b. 
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Si una función no es continua en x = c, no puede ser derivable en х = с. Por 
ejemplo, la función parte entera 


› = [х] 
T .—o no es continua en х = 0 y, en consecuencia, no es derivable en x = 0 (véase 
il Figura 2.11). Podemos comprobarlo sin más que observar que 
х) —/(0 х|—0 
lím fœ -f а lím l ] = 00 Derivada por la izquierda 
20 x-0 107 x 
y 
х) ~ РОО х ~ 0 
lím fœ -F l= lím [+] =0 Derivada por la derecha 
FIGURA 2.11 СИ. 


La función parte entera по es derivable en х = 0, с А А $ 
ya que no es continua en x = 0. Aunque es cierto que derivable implica continua (como demostraremos en el 


Teorema 2.1), el recíproco no es cierto. Esto es, puede ocurrir que una función 
sea continua en x = с y no sea derivable en x = с. Los Ejemplos 6 y 7 ilustran tal 
posibilidad. 


EJEMPLO 6 Una gráfica con un punto anguloso 


y 
А La función f(x) = |х — 2| que se muestra en la Figura 2.12 es continua en х = 2. 
| Sin embargo, los límites unilaterales E Уу T E Vor 

х) -f2 x-21-0 2 о m 

lím о) -70) = lím ж оз. = –] Derivada por la izquierda 

x>27 х= 2 х2 7 x-2 

y 

х) —/(2 x-2|-0 

lím fo -SD = lím E = | Derivada por la derecha 

2 x-2 12% x-2 

FIGURA 2.12 ИА | | 
[то es derivable en x = 2, porque las derivadas no son iguales. Por consiguiente, f по es derivable en x = 2 y la gráfica de f no 
laterales no son iguales, tiene recta tangente en el punto (2, 0). 


EJEMPLO 7 Una gráfica con tangente vertical 


En La función f(x) = x* es continua en x = 0, como se ve en la Figura 2.13. Sin 
embargo, como el límite 


= 113 _ 
¿DUERO m” 0 


0 x-0 х0 х 
№ | 
= ШП —ух 
x>0 x?! 
= 0 


es infinito, podemos concluir que la recta tangente en x = 0 es vertical. Por 
tanto, f no es derivable en x = 0. El 


FIGURA 2.13 
fno es derivable en x = 0, porque tiene tangente De los Ejemplos 6 y 7 vemos que una función no es derivable en un punto 
vertical, donde su gráfica presente un punto anguloso o una tangente vertical. 
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Ejercicios de la Sección 2.1 


Demostración: Para probar que f es continua en x = с bastará ver que f(x) tiende 
a f(c) cuando х > с. A tal fin usaremos la derivabilidad de f en x= с conside- 
rando el siguiente límite. 


A | œ- (079 
= | ím (х – с) їй FO 
хәс xc ХС 
= OLF] 
= 0 


Puesto que la diferencia f(x) ~ f(c) tiende a cero cuando х => с concluimos 
que lím f(x) = f(c). Así pues, f es continua en x = с. O 


La relación entre derivabilidad y continuidad puede resumirse como sigue: 


1. Si una función es derivable en x = c, entonces es continua en x = с. Es 
decir, derivable implica continua. 

2. Es posible que una función sea continua en x = с sin ser derivable. En 
otras palabras, continua no implica derivable. 


En los Ejercicios 1 y 2, estimar la pendiente de la curva en el Para pensar Елп los Ejercicios З y 4, usar la gráfica adjunta. 


punto (x, y). 


L a) 


3. Identificar о esbozar en la figura cada una de las cantida- 
des siguientes. 


а) Mya) b) -fD 
4) -fa 
с) y EA -D+fd) 
4-1 
4. Insertar un símbolo de desigualdad (< o >) entre estas 
cantidades. 
аў РА) -FO ,; Р) – 703) 
4-1 4-3 
4)-fd 
b) РА) - Р) га) 


4-1 


Ejercicios de la Sección 2.1 


En los Ejercicios 5-16, usar la definición de derivada para 
hallar f'(x). 


5. fœ=3 6. Р(х) =3x+2 
7. РО) = –5х 8. 300) = 9 - > x 
9. Р) = 2х2 +x- 1 10. р(х) = 1-2 
11. fœ) =x? – 12x 12. Рх) = х + 
1 1 
13. Јо) = — 14. Ро) = 
x-1 х 


15. ѓо) = x-4 16. у(х) = 7 
х 


fe En los Ejercicios 17-22, a) hallar una ecuación de la recta 
tangente a la gráfica de fen el punto indicado, b) usar una 
calculadora para representar la gráfica y esa recta tangente, y 
c) confirmar los resultados en la propia calculadora. 


17. Ро) = х2 +1 18. р(х) = х2 + 25+ 1 


(2, 5) (3,4) 
19. о) = х? 20 о) = 4/х 
(2, 8) (1, 1) 
1 1 
21. р) = х+- 22. ро) = —— 
х х +1 
(1,2) (0, 1) 


En los Ejercicios 23 y 24, hallar una ecuación de la recta que 
es tangente a la gráfica de f y paralela a la recta dada. 


Función Recta 
23. Р) = х5 3х-у+1= 0 
1 
24. р(х) = — x+2y-6=0 


E 


En los Ejercicios 25 y 26, hallar las ecuaciones de las dos 
rectas tangentes a la gráfica de f que pasan por el punto indi- 
cado. 


25. f(x) = 4x- х? 
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En los Ejercicios 27-32, usar las gráficas propuestas y la in- 
terpretación geométrica de la derivada para emparejar cada 
función con la gráfica de su derivada. No es preciso calcular 
la derivada de la función analíticamente. 


a) y b) 
а арылы 
1 
+ 
с) 4) 
е) 
27. РО) = х 28. Р(х) =x 
1 
29. ро) = 4/5 30. fœ) =- 
x 
31. fœ = |х] 32. f(x) = senx 
33. Razonamiento gráfico La figura muestra la gráfica 


de g’. 


c) ¿Qué se puede deducir acerca de la gráfica de g 
8 
sabiendo que g'(1) = = 
d) ¿Qué se puede deducir acerca de la gráfica de g 


2 
sabiendo que 2-4) = a 
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e) g(6) – g(4) ¿es negativo o positivo? 


f) ¿Es posible hallar g(2) a partir de la gráfica? ¿Por 
qué? 


РУ 34. Razonamiento gráfico Representar en la calculadora 


cada función у sus rectas tangentes para x=-—1,x=0 y 
x= 1. Usando esos resultados, determinar si la pendien- 
te de la recta tangente a una gráfica es necesariamente 
distinta para valores distintos de x. 


a) Ро) = х? 


35. Раға pensar Dibujar una función cuya derivada sea 
siempre negativa. 


b) д(х) = х? 


36. Para pensar Dibujar una función cuya derivada sea 
siempre positiva. 


PE Investigación numérica, gráfica y analítica Еп los Ejerci- 


cios 37 y 38, representar fen la calculadora sobre el intervalo 
[-2, 2]. Completar la tabla estimando gráficamente las pen- 
dientes de la gráfica en los puntos que se indican. Evaluar 
después las pendientes analíticamente y comparar los resul- 
tados. 


ppe 


w 
ro | 


37. Жёгый 
A Daa 


1 2 
38. Јо) = 5х 


Razonamiento gráfico Еп los Ejercicios 39 y 40, usar la 
calculadora para dibujar f y g en una misma ventana (panta- 
lla), siendo 


co LE 00D -SW 
кы 0,01 


Describir la relación entre las dos gráficas. 


40. /()=3/x 


” En los Ejercicios 41 y 42, usar una calculadora para repre- 
sentar la función y su derivada en la misma pantalla. Descri- 
bir la relación entre ambas gráficas. 


39. fœ) = 2x- х? 


3 


її, aa 42. уо) = = -3x 


> 


Redacción En los Ejercicios 43 y 44, consideramos las 
funciones f(x) y Sa,(x) donde 


ро + Ах) - 0) 


Sadx) = ЛЕ (х – 2) + 70) 


а) Dibujar con la calculadora f y Sa, еп la misma pantalla 
рага Ах = 1, 0,5 y 0,1. 

b) Redactar una descripción de las gráficas de $ para los 
diferentes valores de Ах en la parte a). 


43. Јо) =4- (1-3) Айз oa 
xX 


En los Ejercicios 45-50, usar la forma alternativa de la deri- 
vada para calcular la derivada en x = c (si existe). 


45. fo=x4-1, c=2 

46. Р(х) = х +2, c=1 

47. Ро) = х + 2х? +1, с= 2 

48. Р) = 1/х, с= 3 

49. рх) = (х= 1), c=1 

50. (х0) = | - 2], с= 2 

En los Ejercicios 51-60, describir los valores х para los que f 


es derivable. 


51. рО) = |+ 3] 52. f(x) = |x? – 9] 


y 


E Te 54. ро) A 
х) = . Ро) = 
х+1 х—1 
у y 
We s$ AO 
| 3h 
PE а с + К PM Renee 
2 : +! 
N E Ne x 
tack 2111234 
55. f(x) = (х ~ 392 56. р(х) =x 


4123456 


Ejercicios de la Sección 2.1 


57. fœ = /x-1 58. ро) = К 


En los Ejercicios 61-64, hallar las derivadas laterales en x= 1 
(si existen). ¿Es derivable la función en x= 1? 


61. р) = |x- 1] 
62. р(х) = 4/1 х2 


2133 
8, Ее. х1 


64. (х) = | 


En los Ejercicios 65 y 66, discutir si la función es derivable 
епх= 2. 


65. ро) = +1 х <2 

TARRAA g оо 
x+], х<2 

66. Ey í 
/2х, x22 
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Razonamiento gráfico Una recta de pendiente m 

pasa por el punto (0, 4) y tiene ecuación y = mx + 4. 

a) Escribir la distancia d del punto (3, 1) a la recta 
como función de m. 

b) Usar una calculadora para dibujar la función d. A 
la vista de esta gráfica, ¿es esa función derivable 
para todo valor de m? Especificar dónde no lo es. 


68. Para pensar Sabiendo que f'(c) = 3, calcular (с) 
supuesto que 
a) fes una función impar. 
b) fes una función par. 


¿Verdadero o falso? En los Ejercicios 69-71, decidir si es 
cierta cada afirmación. Para las que sean falsas, explicar por 
qué o dar un ejemplo que demuestre su falsedad. 


69. Si una función f es continua en un punto, es derivable 
en él. 


70. Si una función f tiene derivadas laterales por la derecha 
y por la izquierda en un punto, es derivable en él. 


71. Si una función fes derivable en un punto, entonces es 
continua en él. 


72. Conjetura Sean f(x) = x? у g0) = х?. 

a) Dibujar ѓу f’ en unos mismos ejes. 

b) Dibujar g y g’ en unos mismos ejes. 

c) Identificar cualquier relación entre las gráficas de 
fy g con las de sus derivadas respectivas. А con- 
tinuación enunciar una conjetura sobre А'(х) si 
h(x) = х", donde п es un entero y n > 2. 

а) Hallar f'(x) si f(x) =x*. Comparar el resultado con 
la conjetura anterior. ¿Demuestra esto la conjetu- 
ra? Explicar la respuesta, 


73. Sean 

xsen> xX%0 
ДО) = * 

0, х= 0 
y 

sn x%0 
ga) = x 

0, x=0 


Probar que f es continua, pero no derivable, en x = 0. 
Demostrar que g es derivable en 0 y calcular g'(0). 


Redacción Representar en la calculadora f(x) = 
=x° + 1 y g(x) = |х| + 1 simultáneamente. Usar el 
efecto zoom para analizarlas cerca del punto (0, 1). 
¿Qué se observa? ¿Qué función es derivable en ese 
punto? Escribir un párrafo breve describiendo el signi- 
ficado geométrico de la derivabilidad en un punto. 
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2.2 
Reglas básicas de derivación y ritmos de cambio 


CONTENIDO = 
La regla de la constante = 
La regla de las potencias " 
La regla del múltiplo constante = La regla de la constante 
Las reglas de suma y diferencia = 
Derivadas de las funciones seno y coseno = En la Sección 2.1 hemos usado la definición mediante límites para hallar deri- 


Ritmos de cambio = vadas. En ésta y en las dos próximas secciones presentamos varias «reglas de 
derivación» que permiten calcular derivadas sin el uso directo de la definición 
por límites. 


Demostración: Si f(x) = с, de la definición de la derivada deducimos que 
La pendiente d [с] =f | 
de una recta d кк . 
j X 
horizontal es 0 
== „Ро + Ax) — f(x) 
= lím 
Ax>0 Ax 
La derivada ‚мє NE 
de una función = lím 
| constante es 0 ax>0 Ах 
de л =0 O 


FIGURA 2.14 EJEMPLO] Aplicación de la regla de la constante 
La regla de la constante. 


Función Derivada 
d 
ER Уш) 

| Nota Observamos en la Figu- dx 
ra 2,14 que la regla de la constante Ьу fœ@=0 Ро) = 0 
es equivalente а decir que la pen- 
diente de una recta horizontal es 0. с) 50) =-3 500) = 0 
Esto ilustra la relación entre deriva- d у= kx2, k es constante y= O 


da y pendiente. 
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La regla de las potencias 


Antes de demostrar la próxima regla, vamos a revisar el proceso de desarrollo 
de un binomio. 


(x + Ax)? = х? + 2xAx + (Ах)? 
(х + Ах)? = х? + 3x%Ax + 3x(Ax)? + (Ax)? 
El desarrollo para un entero positivo n arbitrario es 
Sii п 2 
nin - D t (Ах)? + -> + (Ах)". 
Мз —y 2 
(Ax)? es factor común en estos términos 


(х + Ах)" = x" + nx"! (Ax) + 


Este desarrollo del binomio se va a utilizar para demostrar un caso especial 
de la regla de las potencias. 


FIGURA 2.15 
La pendiente de la recta y =x es 1. 


Demostración: Si n es un entero mayor que 1, del desarrollo del binomio resulta 


L "J = lím (х + Ах)" — х" 
ах ~ Т ло Ах 
=f . n-2 
x" + пх" (Ax) tido (Ах)? + + + (Ах)" — x" 
= lím 
Ax>0 Ax 


23 п 2 
lím ES „т Y ЖА (Ax) ыыр о" | 


Esto demuestra el teorema рага n > 1. Dejamos al lector la demostración 
del caso л = 1. El Ejercicio 59 de la Sección 2.5 demuestra el caso en que n es 
racional. (En la Sección 5.5 se extenderá la regla de las potencias a cualquier 
valor real de n). O 


En la regla de las potencias, conviene separar el caso n = 1 como otra regla 
distinta de derivación, a saber 


Regla de las potencias para n = 1 


Esta regla es consistente con el hecho de que la pendiente de la recta y=xesl 
(véase Figura 2.15). 
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FIGURA 2.16 
La pendiente de una gráfica en un punto es el valor de 
la derivada en ese punto, 


FIGURA 2.17 
La recta tangente y = -4х - 4 es tangente a la gráfica 
de f(x) = x? en el punto (-2, 4). 


La derivada 


EJEMPLO 2 Aplicación de la regla de las potencias 


Función Derivada 
а) Јо) =x? РО) = Зх2 
4 ¡e 1 
b) во) =3/x 8'(х) = л [1/3] = 55 213 537 
1 dy d _, Е 2 
Б же ше БЕРЗЕ = (—2 32- O 
с) y zZ E [х2] = (—2)х 3 


En el Ejemplo 2c, antes de derivar hemos reescrito 1/x? como х7 2. Pues 
bien, en muchos problemas de derivación el primer paso es reescribir la fun- 
ción dada. 


EJEMPLO 3 Pendiente de una gráfica 


Calcular la pendiente de la gráfica de f(x) = x* cuando 


а) х= -1 Ьу х= 0 с) х=1. 


Solución: La derivada de f es f'(x) = 4х?. 

a) Para x=-1, la pendiente es 1) = 4 (-D? = —4. 
b) Para x = 0, la pendiente es f'(0) = 4 (0)? = 0. 

с) Рагах = 1, la pendiente es f'(1) = 4(1)° = 4. 


Hagamos notar que en la Figura 2.16 la pendiente es negativa еп el punto 
(=1, 1), cero en el (0, 0) y positiva en el (1, 1). 


EJEMPLO 4 Ecuación de una recta tangente 
Hallar una ecuación de la recta tangente a la gráfica de f(x) = x? enx = -2. 


Solución: Para hallar el punto sobre la gráfica de f evaluamos la función en 
х= -2. 
(2, }(—2)) = (-2, 4) 


Punto де la gráfica 


Para calcular la pendiente de la gráfica en x = —2, evaluamos la derivada, 
Р(х) =2x,enx=-2. 


m=f(2)=-4 


Pendiente de la gráfica en (2, 4) 
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Ahora, usando la forma punto-pendiente de la ecuación de una recta, podemos 
escribir 


у-у, =m(x-x,) Forma punto-pendiente 
y- 4 =-4[x — (-2)] Sustituir уу, т, у ху 
у= -4x-4 Simplificar 


(Véase Figura 2.17.) 


La regla del múltiplo constante 


Demostración: 
d _ СРО + Дх) – ef (o) 
а. Lef] = Шт ЕЕ а о 
216.0 HERA 
Ax—=0 Ах 
_ |, Jæ + Ах) - ЈО) 
с о 
= сўх) O 


Esta regla viene a afirmar que las constantes se pueden sacar fuera de la 
derivada, incluso cuando aparecen en un denominador. 


d do = 
— [ef] = с — [( )700)] = fa) 
ах dx 

© 


d d[/1 \а ~ 1 
т; ж. Ло) |=) 6 070] = (|Р 
C 


c | dxlice S 


EJEMPLO 5 Usando la regla del múltiplo constante 


Función Derivada 
2 dy Е = x 2 
a) y= 2 = 2 1]= 22р Y = 20-157 =- 
41 а |4 4 а 4 8 
b ù = — H= 1? | = 2] = - (20 = -1 
) FO 5 FO qe 5 zg] z (20 5 
d 1 
c) y=2/x йу 4 iyn ар = х2 = — 


ах ах 2 yx 
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A 1/2 1 
d = L= |i |ш 5/3 _ _ 
® ах^ах|2^ 2\3 35/3 
4[3 3 3 
= Ta | -– = -- (1) = –-– o 
e) y ER 5 *^ > (1) > 


| Nota. La regla del múltiplo constante y la de las potencias se pueden combinar en una 


sola como D,[cx"] = сих" 1. 


EJEMPLO 6 Uso de paréntesis al derivar 


Función original Reescribir Derivar Simplificar 
a) y= y=3 07) y =3 (3075) y ==> 
b) => у=2679) у'= ars) y == 
д ysr y= yia y 
d) y= Ey” y = 63(x?) у'= 63(2х) у= 126х O 


Las reglas de suma y diferencia 


Demostración: Una demostración de la regla de la suma se sigue del Teorema 1.2 
(la de la diferencia se demuestra de manera análoga). 


m [уо + Ах) + а(х + AD] – [700 + 800] 


d 
Al 
X 


Ax>0 Ах 
¿ERA ЕК АЮ ЕОС во) 
Ах-э0 Ах 
_ к ETA, вк+ 4000 
Ax>0 Ax Ax 
Е а А+ Ах) - ео) |, ga + Ах) – 80) 
сш Ах ш Ах 


= р(х) +20) Г] 


Sección 2.2 


PARA MÁS INFORMACIÓN 

El esbozo de una demostración 
geométrica de las derivadas de seno 
y coseno puede consultarse en el 
artículo «The Spider's Spacewalk 
Derivation of sin' and cos'» de 
Tim Hesterberg en el volumen 

de marzo de 1995 de The College 
Mathematics Journal. 
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Las reglas de suma y diferencia admiten extensión inmediata a cualquier 
número finito de funciones. Así, si F(x) = FO) + g(x) — h(x) ~ k(x), entonces 
Е) = РО) + 80) - A) – (х). 


EJEMPLO 7 Aplicación de las reglas de suma y diferencia 


Función Derivada 
а) Р) = х -4x+5 Р(х) = 3х2 -4 
4 
b) р(х) = a + 3х3 – 2x g'(x) = 2x7 + 9x? – 2 O 
т 


Derivadas de las funciones seno y coseno 


En la Sección 1.3 vimos los límites siguientes: 


lím 580 Ax 1 Ре 1 – cos Ах 0 
1M == —— = 
Ar>0 Ах y Ax>0 Ax 


Estos dos límites pueden utilizarse para demostrar las reglas de derivación de 
seno y coseno (las derivadas de las demás funciones trigonométricas serán 
objeto de estudio en la Sección 2.3). 


1 
1 
I 
E 
a x 2л 
2 f i 
i i | | 
Ц у! = 0) 4 
y creciente y decreciente y creciente 
y" positiva у' negativa y" positiva 


y 


A 


1 
! 
i 
1 
П 
[] 
1 
1 
t 


>e Y 


2л 


FIGURA 2.18 
La derivada de la función seno es la función coseno. 


Demostración: 
d ida seníx + Ах) — sen x 
dx Ах-э0 Ах 
- lím sen x cos Ах + cos x sen Ах — sen x 
Ax>0 Ах 
— Jím Sos x sen Ах — (sen х)(1 — cos Ах) 
Ахэ0 Ах 
= lím | (cos х) а — (sen х) аео 
Ax>0 Ax Ax 
= cos x| lím 86и — sen x| lím асов АЯ 
Ax>0 Ах Ax>0 Ax 
= (cos х)(1) – (sen х)(0) 


= COS x 


Esta regla de derivación se ilustra en la Figura 2.18, en la que vemos que, para 
cada x, la pendiente de la curva seno es igual al valor del coseno. La demostra- 
ción de la segunda regla se deja como ejercicio (véase Ejercicio 95). ga 
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FIGURA 2.19 


d 
— [a sen x] = a cos x. 
л] 


La derivada 


EJEMPLO 8 Derivadas que contienen senos y cosenos 


Función Derivada 
а) y=2senx y'=2c08 х 
b) senx 1 а pol COS x 
= =- Sen х = – COS X = 
ОА = 2 
с) у=х+со5Х у= 1 ~ в еп х О 


Ritmos de cambio 


Ya hemos visto que la derivada se puede usar para calcular pendientes. Pues 
bien, también sirve para determinar el ritmo de cambio de una variable con 
respecto a otra, lo que le confiere utilidad en una amplia variedad de situacio- 
nes. Por citar sólo algunas, son ejemplos los ritmos de crecimiento de poblacio- 
nes, los ritmos de producción, los de flujo de un líquido, la velocidad y la 
aceleración. 

Un uso frecuente de los ritmos de cambio consiste en describir el movi- 
miento de un objeto que se mueve en línea recta. En tales cuestiones, suele 
representarse la recta del movimiento en posición horizontal o vertical, con un 
cierto origen marcado en ella. Sobre tales rectas, el movimiento hacia la dere- 
cha (o hacia arriba) se considera de dirección positiva y el movimiento hacia la 
izquierda (o hacia abajo) de dirección negativa. 

La función s que da la posición (relativa al origen) de un objeto como 
función del tiempo г se llama función (de) posición. Si durante un lapso de 
tiempo Лг el objeto cambia su posición en una cantidad As = s(t + At) – s(®), 
por la fórmula conocida 

Razón = danaa 
tiempo 


la velocidad media es 


Cambio en distancia As 


- т Velocidad media 
Cambio en tiempo At 


EJEMPLO 9 Velocidad media de un objeto en su caída 


Si se deja caer una bola desde una altura de 100 pies, su altura en el instante t 
viene dada por la función posición 


s =-161? + 100 Función posición 


Sección 2,2 


Recta 
secante 


Recta 
tangente 


FIGURA 2.20 

La velocidad media entre г, y £, es la pendiente de la 
recta secante. La velocidad instantánea en 1, es la 
pendiente de la recta tangente. 
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donde s se mide en pies у г en segundos. Hallar la velocidad media en cada uno 
de estos intervalos de tiempo. 


а) [1,2] b) [1,1,5] с) [1,1,1] 


Solución: 


a) En el intervalo [1, 2] el objeto cae desde una altura de 5(1) = -16(1Y + 
+ 100 = 84 pies hasta una altura de s(2) = -16(2)? + 100 = 36 pies. La 
velocidad media es 

As 36 – 84 -48 
At 2-1 1 

b) Durante el intervalo [1, 1,5] el objeto cae desde una altura de 84 pies hasta 

una altura de 64 pies. La velocidad media es 
As 64-84 -20 _ 
At 15-1 05 
c) Durante el intervalo [1, 1,1] el objeto cae desde una altura de 84 pies hasta 
una altura de 80,64 pies. La velocidad media es 
As _ 80,64 – 84 _ -3,36 
Мм 11-1 01 
Nótese que las velocidades medias son negativas, lo que refleja el hecho de 
que el objeto se mueve hacia abajo. Г] 


= —48 pies por segundo 


—40 pies por segundo 


= -33,6 pies por segundo 


Supongamos que en el ejemplo anterior deseáramos hallar la velocidad 
instantánea (o velocidad, sin más) del objeto cuando т = 1. Al igual que la 
pendiente de la recta tangente puede aproximarse por las pendientes de rectas 
secantes, podemos aproximar la velocidad en / = 1 por las velocidades medias 
sobre pequeños intervalos de tiempo [ 1, 1 + Ar] (véase Figura 2.20). Tomando 
el límite cuando Af tiende а cero obtenemos dicha velocidad. Intente hacerlo y 
comprobará que la velocidad cuando £ = 1 es -32 pies por segundo. 

En general, si = s(t) es la función posición de un objeto en movimiento 
rectilíneo, su velocidad en el instante 1 es 


ЗС А – 5(0) Esa 


v(t) = lím (2). Función velocidad 
A1>0 At 


En otras palabras, la función velocidad es la derivada de la función posi- 
ción. (La velocidad puede ser positiva, cero o negativa. La rapidez, entendien- 
do por tal el valor absoluto de la velocidad, nunca es negativa.) 

La posición de un objeto en caída libre (despreciando la resistencia del 
aire) bajo la influencia de la gravedad viene dada por la ecuación 


1 
s()= 5 gr? + Dal + 50 Función posición 


donde sọ es la altura inicial del objeto, ре, la velocidad inicial у g la aceleración 
de la gravedad, que en la superficie terrestre viene a ser —9,8 m/s? (o sea, 
-32 pies/s?). 
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FIGURA 2.21 
La velocidad es positiva cuando un objeto sube, 
y negativa cuando baja. 


| Nota. En la Figura 2.21 debe ob- 
servarse que el saltador sube du- 
rante el primer medio segundo, ya 
que su velocidad es positiva para 
0 < г < 4. Cuando la velocidad 
es 0, el saltador ha alcanzado la 
máxima altura del salto. 


Ejercicios de la Sección 2.2 


La derivada 


EJEMPLO 10 Usando la derivada para calcular la velocidad 


En el instante f = 0, un saltador se lanza desde un trampolín que está a 32 pies 
sobre el nivel del agua de la piscina (Figura 2.21). La posición del saltador 
viene dada por 


(0) = -164 + 16t + 32 
donde s se mide en pies y £ en segundos. 
a) ¿Cuánto tarda el saltador en llegar al agua? 


b) ¿Cuál es su velocidad en el momento del impacto? 


Solución: 


a) Para determinar el momento en que toca el agua hacemos s = 0 y despeja- 
mos t. 


164 + 167 + 32 = 0 
–16(7 + DG ~ 2) = 0 
t=-102 


Сото £ > 0, escogemos el valor positivo, concluyendo que el saltador 
llega al agua en £ = 2 segundos. 


b) Su velocidad en el instante £ viene dada por la derivada s'(1) = —32t + 16. 
En consecuencia, su velocidad en 1 = 2 es 


5(2) = —32(2) + 16 = -48 pies por segundo O 


En los Ejercicios 1 y 2, hallar la pendiente de la recta tangen- 


te a y = х" en el punto (1, 1). 


1/2 


1. а) y=x 


(14D 


Ll. o Ye 
1 2 


Ejercicios de la Sección 2.2 


En los Ejercicios 3-16, hallar la derivada de la función dada. 


3. y=3 

5. fo=x+1 

7. вбў=х?+4 

9. К) = 202+ 31-6 
П. s0O=4-21+4 
13. у= х2 – 1 соѕ х 


1 
15. у= – – 3 ѕеп х 
X 


4. (х) = –2 

6. р(х) = Зх – 1 

8. у= 12+ 21-3 

10. у= х -9 

12. р(х) = 2x? - х2 + Зх 
14. у= 5 + ѕеп х 


16. g(t =n cost 


En los Ejercicios 17-22, completar la tabla, usando como 


modelo el Ejemplo 6. 


Función original 


Reescribir Derivar Simplificar 
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En los Ejercicios 31-42, hallar la derivada de cada función. 
31. fœ) =x – 3х -2x74 
32. f(x) = х? — Зх – 3x7? 


4 
33. #0 =2-- 


34. f(x) Е. 
х 


х – 302 +4 
35. р(х) = — 


х? 
2х2 — Зх +1 
36. h(x) = == 
37. у= х(х2 +1) 38. Ро) = 3/х + 5/5 
39. h(s) = 54/5 40. 0 = 12-1 


41. fo) =4/x+3c08x 42. у(х) = 2 ѕепх+ 3 соѕ х 


= En los Ejercicios 43-46, a) hallar una ecuación de la recta 


tangente a la gráfica de fen el punto indicado, b) representar 
la función y su recta tangente en una calculadora, y с) confir- 
mar los resultados usando la calculadora para derivar. 


17. y= үз 
18. y= == 
3x 
19. y= l 
(Зх)? 
л 
20. у= ES 
21. y= yx 
x 
22. у= са 
уза 


En los Ejercicios 23-30, calcular el valor de la derivada de la 
función en el punto indicado. Confirmar los resultados con 


Función Punto 
43. у=х%—3х°+2 (1,0) 
44. у=х?+х El, -2) 
1 
a 1 
45. Р) = ЕТА (8, 4) 
46. у= (х? + 2х)(х + 1) (1,6) 


una calculadora. 


Función 


І 
23. р) = Е 


3 
24, =3-_ 
FO z 


25. р(х) = -1 + 155 


2 
26. у= 3х (+ -*) 
x 


27. у= (2х + 1)? 

28. Ро) = 3(5 – х)2 
29. f(0)=4sen0-0 
30. (0 = 2 +3 соѕ г 


Punto 


G, 1) 


G, 2) 
(0, -) 
(2, 18) 


(0, 1) 
(5, 0) 
(0, 0) 
(л, —1) 


En los Ejercicios 47-52, localizar los puntos (si los hay) en 

los que la función tiene tangente horizontal. 

47. у= х – 82 +2 
1 

49. y=3 


х? 


48. у=х?+х 
50. y=x2+1 


51. y=x+senx, 0O<x< 2л 
52. у= „Зх +2 созх,0 Sx < 2л 


Redacción En los Ejercicios 53 y 54, se dan las gráficas de 
una función f y de su derivada f’ sobre unos ejes comunes. 
Explicar en un breve párrafo las dos parejas de gráficas. 


53, 
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55. Dibujar las gráficas de las ecuaciones у= х? е 
y =-x? + бх — 5, así como las rectas que son tangentes 
a ambas gráficas. Hallar las ecuaciones de estas rectas. 


56. Probar que las gráficas de y = x e y = 1/x tienen rectas 
tangentes perpendiculares entre sí en su punto de inter- 
sección. 


En los Ejercicios 57 y 58, hallar una ecuación de la recta 
tangente a la gráfica de f que pase por el punto (хе, Yọ), по 
perteneciente a la gráfica. Para determinar el punto de tan- 
gencia (x, y) en la gráfica de f, resolver la ecuación. 


Ро) = 5077 
XX 
2 
57. fœ =x 58. f0)=- 


(х0, Уо) = (—4, 0) (х0, Уо) = (5, 0) 


е 59, Aproximación lineal Consideremos la función 

FG) = 19? y el punto (4, 8) de su gráfica. 

a) Dibujar la gráfica de fen la calculadora. Usar el 
zoom para ampliar el entorno del punto (4, 8). Tras 
varias ampliaciones, la gráfica aparecerá como 
una recta. Determinar las coordenadas de un punto 
de la gráfica próximo al (4, 8). Hallar una ecua- 
ción para la secante que une esos dos puntos. 

b) Hallar la ecuación de la recta 


TG) = }'(4(х — 4) + 04) 


tangente a la gráfica de f que pasa por el punto 
dado. ¿Por qué las funciones lineales 5 y T son 
casi la misma? 

c) Representar en la misma ventana de la calculadora 
fy T. Observar que T es una «buena» aproxima- 
ción de f cuando x es «próximo a» 4. ¿Qué ocurre 
con la precisión de esta aproximación cuando nos 
alejamos del punto de tangencia? 

а) Ilustrar la conclusión del apartado c) completando 
la tabla. 


ЙЕ 60. Aproximación lineal Repetir el Ejercicio 59 con 
fŒ) =x?, siendo ahora T(x) la recta tangente en el pun- 


to (1, 1). Explicar por qué la precisión de la aproxima- 
ción lineal decrece más deprisa que en el ejercicio an- 
terior. 


¿Verdadero o falso? Еп los Ejercicios 61-64, decidir si el 
enunciado es cierto. En caso de ser falso, explicar por qué o 
dar un ejemplo que muestre su falsedad. 


61. Si fŒ) = g'(x), entonces f(x) = g(x). Y 

62. Sif(x) = g(x) + с, entonces f'(x) = g'(x). 

63. Si у = л2, entonces dy/dx = 2л. 

64. Si у = х/л, entonces dy/dx = 1/z. 

En los Ejercicios 65-68, calcular el ritmo de cambio medio de 


la función en el intervalo dado. Compararlo con los ritmos 
instantáneos de cambio en los puntos terminales del intervalo. 


Función Intervalo 
65. f() = 21 +7 [1, 2] 
66. 0) = 2 – 3 [2, 2,1] 
-1 
67. }д=— [1, 2] 
x 
л 
68. f(x) = ѕеп х С z| 
69. Para pensar Usar la gráfica de f para contestar las 
cuestiones. 
y 
f 
В С 
А DA E 
сел еркын сш за ны, 


a) ¿Entre qué par de puntos consecutivos es mayor el 
ritmo medio de cambio de f? 

b) El ritmo de cambio medio de fentre A у В es mayor 
o menor que el ritmo instantáneo de cambio en B? 

c) Trazar una recta tangente a la gráfica entre los 
puntos С y D cuya pendiente sea la misma que el 
ritmo de cambio medio de f entre C y D. 

d) Dar dos puntos consecutivos en los que los ritmos 
de cambio de f sean aproximadamente iguales. 


70. Para pensar Dibujar la gráfica de una función f con 
f' >0 para todo x y tal que el ritmo de cambio de f sea 
decreciente. 4 


Movimiento vertical Еп 105 Ejercicios 71 y 72, usar la fun- 
ción de posición s(t) = –162 + vof + Sọ para objetos en caída 
libre. 


Ejercicios de la Sección 2.2 


71. Se deja caer una moneda desde lo alto del World Trade 

Center, que tiene una altura de 1.362 pies. Hallar 

a) las funciones que describen la posición y la velo- 
cidad de la moneda. 

b) su velocidad media en el intervalo [1, 2] 

c) sus velocidades instantáneas cuando г = 1 y 
t=2. 

d) el tiempo que tarda en llegar al suelo 

е) la velocidad al impactar en el suelo. 


72. Se lanza hacia abajo una bola desde una altura de 
220 pies con una velocidad inicial de -22 pies/s. ¿Cuál 
es su velocidad tras 3 segundos? ¿Y tras descender 
108 pies? 


Movimiento vertical Еп los Ejercicios 73 y 74, usar la fun- 
ción posición s(t) = –161 + 0,2 + sọ para objetos en caída 
libre. 


73. Se lanza un proyectil hacia arriba desde la superficie 
terrestre con una velocidad inicial de 120 m/s. ¿Cuál es 
su velocidad tras 5 segundos? ¿Y tras 10 segundos? 


74, Рага estimar la altura de un edificio se deja caer una 
piedra desde lo más alto, Si la piedra golpea en el suelo 
6,8 segundos después, ¿cuál es la altura del edificio? 


Para pensar En los Ejercicios 75 y 76, se da la gráfica de 
una función posición. Representar la distancia, en millas, re- 
corrida por un conductor que va a su trabajo en un tiempo de 
10 minutos. Esbozar la correspondiente función velocidad. 


S 


75. 


~ S -~ 

3 76. 3 

= 10 310 

$ a 

©. 

ж б я 6 

E 4 `5 4 

А 214 К apa 12 

(0,0)2 4 68 10 (0,0) 24 6 810 


Tiempo (en minutos) Tiempo (en minutos) 


Para pensar En los Ejercicios 77 y 78, se da la gráfica de 
una función velocidad, en millas por hora, de una persona 
que conduce durante 10 minutos para ir a su oficina. Esbozar 
la correspondiente función posición. 


77. 3 А 78. El у 
E E 
3 5 
В | 246810 â 


246810 
Tiempo (en minutos) 


Tiempo (en minutos) 


0 79. 


80. 


81. 


82. 


83, 


84, 
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Un modelo matemático La distancia total de frenada 
de un automóvil que viaja a v, km/h, es la distancia que 
recorre durante el tiempo de reacción del conductor 
más la distancia B, en metros, que recorre después de 
ser accionados los frenos. La tabla muestra los resulta- 
dos de un experimento sobre esta situación. 


ape pe pa 
а з e |е оз [ar 
C [зз [з [жа [ә [т] 


a) Usar regresión en la calculadora para obtener un 
modelo lineal para el tiempo de reacción. 

b) Obtener análogamente un modelo cuadrático. 

c) Determinar el polinomio que expresa la distancia 
total T recorrida hasta que el vehículo se detiene. 

d) Dibujar las funciones R, B y Ten una misma ven- 
tana de la calculadora. 

e) Hallar la derivada de 7 y el ritmo de cambio de la 
distancia total de frenada para v = 40, v = 80 y 
v= 100. 

f) A partir de los resultados de este ejercicio, sacar 
conclusiones acerca del comportamiento de la dis- 
tancia total de frenada al crecer la velocidad. 


Velocidad Comprobar que la velocidad media en el 
intervalo [to — At, to + Af] es la misma que la velocidad 
instantánea en г = tą para la función posición 


50) =-4 а? +c 


Área El área de un cuadrado con lados de longitud s 
es A = s?, Hallar el ritmo de cambio del área con res- 
pecto a s cuando s = 4 metros. 


Volumen El volumen de un cubo de lado s es V = 52. 
Hallar el ritmo de cambio del volumen con respecto a s 
cuando s = 4 centímetros. 


Inventario El coste anual de inventario de un fabri- 
cante es 


1.088. 
C= 000 
Q 


donde Q es el tamaño del pedido cuando se reponen 
existencias, Hallar el cambio del coste anual cuando Q 
crece de 350 a 351 y compararlo con el ritmo instantá- 
neo de cambio para Q = 350. 


6,30 


Coste de combustible Un automóvil viaja 15.000 mi- 
llas al año y recorre x millas por galón. Supongamos 
que el coste medio del combustible es $1,25 por galón. 
Hallar el coste anual C del combustible consumido 
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85. 


86. 


87. 
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como función de x y usar esta función para completar 
la tabla. 


ppp] pe 


Discutir qué conductor se beneficiaría más de un 
aumento en 1 milla por galón en la eficiencia del vehí- 
culo: uno que hace 15 millas por galón o uno que hace 
35 millas por galón? Explicar la respuesta. 


Ley de enfriamiento de Newton Esta ley establece 
que el ritmo de cambio de la temperatura de un cuerpo 
es proporcional a la diferencia entre su temperatura T y 
la temperatura ambiente T,. Escribir una ecuación que 
describa esta ley. 


Hallar una ecuación у = ax? + bx + с para la parábola 
que pasa por (0, 1) y es tangente a la recta y =x — 1 en 
(1, 0). 


Sea (а, b) un punto arbitrario de la gráfica de у = l/x, 
x > 0. Demostrar que el área del triángulo formado por 
la recta tangente en (a, b) y los ejes coordenados es 2. 


2.3 


88. 


89. 


90. 


91. 


92. 


Hallar la recta o rectas tangentes a la curva у = x° —9х 
en el punto (1, —9). 


Hallar la ecuación de la recta o rectas tangentes a la 
parábola y = x? en el punto dado. 


а) (0,a) b) (a, 0) 
¿Hay alguna restricción sobre la constante a? 


Hallar a y b de manera que 


л, 
ws x? +b, 


sea derivable en todos los puntos. 


x<2 
x>2 


¿Dónde son derivables las funciones f,(x) = [sen x| y 
Ў) = sen |0? 


d 
Demostrar que E [cos x] = -sen x. 
x 


PARA MÁS INFORMACIÓN Una interpretación 
geométrica de las derivadas de las funciones 
trigonométricas puede verse en el artículo «Sines and 
Cosines of the Times», de Victor J. Katz, en Math 
Horizons, abril 1995. 


CONTENIDO = 

La regla del producto = 

La regla del cociente = 

Derivadas de las funciones trigonométricas = 
Derivadas de orden superior = 


La regla del producto 


Las reglas del producto y del cociente y derivadas de orden superior 


En la Sección 2.2 hemos visto que la derivada de una suma de dos funciones es 
la suma de sus derivadas. La regla para derivar un producto de dos funciones 


no es tan simple. 


Demostración: 


Algunas demostraciones, la de la regla de la suma entre ellas, son 


directas. Otras exigen pasos ingeniosos sin motivación aparente. Esta demos- 
tración presenta uno de esos pasos, sumar y restar una misma cantidad. 


Sección 2,3 Las reglas del producto y del cociente y derivadas de orden superior 131 


Fx + Ах) а(х + Дх) – $020) 


£ Oso] = Ит 


Ах-э0 Ах 

= jm [ETAGE + Ах) -fa + Ах) (х) + /(х + Aea) fow 

А Ax>0 Ах 

= tío E ray Ле _ 860, ¿yes А =" 

= Jím [ro + Ах) 10129-10) + lím ES EA! 

= lím /(х + Ах). ит EC TADE | lim е). а LORA FO 
Ах>0 А0 Ах Ах-э0 Ах-»0 Ах 

= Рх) в (х) + gfw) O 


La regla del producto se extiende a productos de más de dos factores. Así, 
si f, g y h son funciones derivables, entonces 


d 
T LOEO] =F OEO) + F008 OA OOA) 
Por ejemplo, la derivada de y = x? sen x cos x es 


dy 
Рис 2х sen х cos х + х? cos х cos х + x? sen x(=sen х) 
х 


= 2x sen х cos х + х? (соѕ2х — sen?x) 
La derivada del producto de dos funciones по viene dado, en general, por el 
producto de sus derivadas. Para convencerse de ello, basta comparar el produc- 


to de las derivadas de f(x) = 3x — 2x? y g(x) = 5 + 4x con la derivada obtenida 
en el Ejemplo 1. 


EJEMPLO 1 Aplicando la regla del producto 


Hallar la derivada de A(x) = (3х — 2х2)(5 + 4x). 


Solución: 
Derivada Derivada 
Primera de la segunda Segunda de la primera 
A A AA A 


E, mY Y С ano y 


h'(x) = (3x — 2х2) 2 [5 + 4x] + (5 + 4x) Ба [3x – 2х2] 


= (3х – 2х2)(4) + (5 + 4х)(3 – 4х) 
= (12x — 8х2) + (15 — 8х — 16x?) 
—24х? + 4х + 15 о 


En el Ejemplo 1 se tiene la opción de calcular la derivada con o sin la regla 
del producto. Sin ella, haríamos 
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D [Bx - 2х2)(5 + 4х)] = D [-8x? + 2x? + 15x] 
= -24x? + 4x + 15. 


En el próximo ejemplo, por el contrario, es necesario utilizar la regla del 
producto. 


EJEMPLO 2 Aplicando la regla del producto 


EJEMPLO 2 Apucando ia regla del родио у ——— 
d d d 
q [х зеп х] = х 7, [sen х] + зеп х А Lx] 


= x cos x + (sen х)(1) 


=x COS x + sen х O 


EJEMPLO 3 Aplicando la regla del producto 


Hallar la derivada de y = 2x cos х — 2 sen x. 


Solución: 
Regla del 
Regla del producto múltiplo constante 
g = A t = y 
dy d d d 
2 = (2x)| — [cos x] | + (cos x)| — [2x] | - 2 — [sen x 
сы... Ц а 1250 де 


= (2х)(-ѕеп х) + (cos х)(2) — 2(cos х) 


= 2х sen х O 


| Nota, Observemos que en el Ejemplo 3 se usa la regla del producto cuando ambos 
factores son variables, y la del múltiplo constante cuando uno de ellos es constante. 


La regla del cociente 


Demostración: Al igual que en la del Teorema 2.7, el truco consiste en sumar y 
restar una misma cantidad. 


Sección 2,3 Las reglas del producto y del cociente y derivadas de orden superior 133 


Јо + Ах) fo) 


а [109] EE AD кф) 
ах 


а(х) Ax>0 Ax 
— tim EOSO + AD -Sga + Ax) 
Ао Ахе(х)в(х + Ax) 
= Ит во) + Ax) – (х) (х) + $020) — /О)г(х + Ax) 
Ах-—э0 Ахр(х)е(х + Ах) 
lím OLE + Ax) — /(х)] _ lím Sle + Ах) — g00)] 
Ar>0 Ax Ахэ0 Ах 


lím [eCog(x + Ax)] 
Ax>0 


e ДО + Ах) — f(x) 800 + Ax) – g(x) 
cl Eo] popa наа анн 


Е lím [gg + Ax)] 
Ax=>0 


_ 8007009 -fg а 
Lg (х)]? 


EJEMPLO 4 Usando la regla del cociente 


(х2 + рее (кс Зу [ук] 
ах ах 


а [Sx-2]_ 
dx| x? +1] (х2 + 1)? 
_ (Хх? + 1)(5) — (5х – 2)(2х) 
7 (х2 + 1)2 
_ (5x? + 5) — (10x? – 4х) 
Е (х2 + 1)2 
Si + 4х + 5 а 


© (о + П) 


Obsérvese el uso de los paréntesis en el Ejemplo 4. Es recomendable usar 
paréntesis en todos los problemas de derivación. Por ejemplo, cuando se usa la 
regla del cociente es conveniente encerrar cada factor y cada derivada en un 
paréntesis y prestar especial atención a la resta exigida en el numerador. 

Al introducir las reglas de derivación en la sección precedente, hicimos 
énfasis en la necesidad de reescribir antes de derivar. El próximo ejemplo ilus- 
tra este aspecto en relación con la regla del cociente. 


EJEMPLO 5 Reescribiendo antes de derivar 


3- da 


Hallar la derivada de y = 
x+5 
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| Nota. Para comprender la ventaja 
de la regla del múltiplo constante 
en ciertos cocientes, intente hallar 
las derivadas del Ejemplo 6 me- 
diante la regla del cociente. Llegará 
al mismo resultado, pero con un es- 
fuerzo mucho mayor. 


La derivada 


Solución: 


E (1/х) 


Función original 
x+5 


_Gx-1)x 
~ x+5 


Ll 
(a+ 5) 


Зх — 1 


A Reescribir 
x? + 5х 


dy (х2 + 5х) (3) - Gx – 1)(2х + 5) 
dx (х2 + 5х)? 


Regla del cociente 


_ (8x? + 15x) – (6x? + 13x — 5) 
- (х2 + 5х)? 


-302 + 2+ 5 


Simplificar 
(х2 + 5х)2 p 


О 


No todo cociente requiere ser derivado mediante la regla del cociente. Sin 
ir más lejos, cada uno de los cocientes del ejemplo siguiente puede ser conside- 
rado como el producto de una constante por una función, de modo que es más 


sencillo aplicar la regla del múltiplo constante. 


Е 


EJEMPLO 6 Usando la regla del múltiplo constante 


Función original Reescribir Derivar Simplificar 
шй E y Ns) y 
b) y у= y == (40) =з? 
с) е + y=-76-20 y 0 y=> 
D у= у= у=) у= 05 


En la Sección 2.2 se demostró la regla de las potencias sólo para exponen- 
tes enteros mayores que 1. El próximo ejemplo extiende esa demostración a 


exponentes enteros negativos. 


Sección 2.3 
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EJEMPLO 7 Demostración de la regla de las potencias (exponentes enteros negativos) 


Si n es un entero negativo, existe un entero positivo k tal que п = —k. Por tanto, 
usando la regla del cociente, obtenemos 


O 
m Шут х“ 
х0) – (1) (7 1) 


= Regla del cociente 


Ш 
& 
e 
БЫ 
І 
| 
> 


Así pues, la regla de las potencias 
р] = пкт! Regla de las potencias 


es válida para cualquier entero. (En el Ejercicio 59 de la Sección 2.5 se pedirá 
demostrarla para cualquier potencia racional.) 0 


Derivadas de las funciones trigonométricas 


Conocidas las derivadas de las funciones seno y coseno, la regla del cociente 
permite hallar las de las cuatro restantes funciones trigonométricas. 


Demostración: Considerando tg x = (sen x)/(cos x) y aplicando la regla del co- 
ciente se ve que 


(cos х) (соѕ х) — (sen x)(=sen х) 


d 
[tg x] = 


dx cos? x 


cos? x + sen? x 
cos? x 
1 


cos? x 


= sec? x 


La demostración de las otras tres se pide en el Ejercicio 69. 
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| Nota. А causa de las identidades 
trigonométricas, la derivada de una 
función trigonométrica puede adop- 
tar diversas formas. Esto supone 
una dificultad cuando se trata de 
comparar las soluciones obtenidas 
por el lector con las propuestas al 
final del libro. 


La derivada 


EJEMPLO 8 Derivación de funciones trigonométricas 


Función Derivada 
a) y=x-tgx dy 2 
ро 
pr sec” x 
b) y=xsecx y' = x(sec x tg x) + (sec x)(1) 
= (sec х)(1 + x tg x) O 


EJEMPLO 9 Diferentes formas de una derivada 


l = соѕ х 


Derivar ambas formas de у = ————— = соѕес х — сір х. 
ѕеп х 
Solución: 
` l – cos х 
Primera forma: у = ——— 
sen x 


+ 


_ (sen x)(sen x) — (1 — cos x)(cos x) 
= sen? х 
_ sen? х + сов? х – cos х 
> sen? x 
_1-cosx 
7 беп? х 
Segunda forma: у = соѕес х — ctg х 
y’ = -cosec х ctg х + cosec? х 


Para probar que las dos derivadas son idénticas, basta escribir 


1— cos х 1 1 cos x 2 
—— = = соѕес? x — cosecxctgx O 
sen?x  sentx \ѕепх/ \ѕепх 


El resumen que sigue muestra que gran parte del trabajo requerido para 
llegar a una forma simplificada de una derivada se ha de hacer después de 
derivar. Nótese que dos características de una forma simplificada son la ausen- 
cia de exponentes negativos y el agrupamiento de términos análogos. 


f'(x) tras derivar 


(Зх — 2х2)(4) + (5 + Ах)(3 – 4х) 


/' Ог) tras simplificar 


—24х? + 4х + 15 


Ejemplo 1 


Ejemplo 3 | (2х) (--ѕеп х) + (cos х)(2) – 2(cos х) —2x sen х 
(x? + DS) ~ (5х — Dx) —5х? + 4х + 5 


Ejemplo 4 -5x + 4 +5 
тро (х2 + 1)2 (х2 + D? 
Кеше | EAO- Ox - 00:+5) ERES 
Jemp (х2 + 5х)? (х2 + 5х)? 


Ejemplo 9 | (ѕеп х)(ѕеп х) – (1 — cos х)(соѕ х) 


sen? х 


г ——_——————————————————— 
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Derivadas de orden superior 


Así como derivando una función posición se obtiene una función velocidad, 
derivando esta última se obtiene una función aceleración. En otras palabras, 
derivando dos veces la función posición se llega a la función aceleración. 


s(t) Función posición 
v(t) =s (1) Función velocidad 
alt) = v'(t) = 5'(0 Función aceleración 


La función a(t) es la segunda derivada de s(t) y se denota por s” (t). 

La segunda derivada es un ejemplo de derivada de orden superior. Pode- 
mos definir derivadas de cualquier orden entero positivo. Por ejemplo, la ter- 
cera derivada es la derivada de la segunda derivada. Las derivadas de orden 
superior se denotan como sigue. 


d d 
Primera derivada: y” FO, a An [ОЭ], DD] 
а?у а? 
Segunda derivada: y”, F", T qe F] DD] 
. s ПП а?у а 3 
Tercera derivada: у FO 7° аз œŒ] Р [у] 
d*y 4“ 
Cuarta derivada: yA. FOW, qe 224 [А00], ру] 
| а" а" 
n-ésima: y®, FU, sm ти Lw] Diy] 


EJEMPLO 10 Aceleración debida a la gravedad 


Puesto que la Luna carece de atmósfera, un objeto al caer en la Luna no en- 
cuentra resistencia del aire. En 1971, el astronauta David Scott verificó que una 
pluma de ave y un martillo caen a la misma velocidad. La función posición 
para cada uno de ellos viene dada por 


500) = -0,81 +2 


donde s(t) es la altura en metros y ѓ el tiempo en segundos. ¿Cuál es la razón 
entre la fuerza de gravedad en la Tierra y en la Luna? 


Solución: Para hallar la aceleración derivamos dos veces la función posición 


5(ї) = 0,814 + 2 Función posición 
s(t) = 1,621 Función velocidad 


500) = -1,62 Función aceleración 
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En consecuencia, la fuerza de la gravedad en la Luna es —1,62 m/s?. Como 
en la Tierra es -9,8 m/s?, la razón entre ellas es 


Fuerza gravitacional de la Tierra Е —9,8 


де 6,05 O 


Fuerza gravitacional de la Luna © —1,62 


Ejercicios de la Sección 2.3 


En los Ejercicios 1-6, hallar (х) y f(c). 


Función Valor de c 

1. РО) = 2 (2х3 – 4) с= 0 

2. fœ) = – 2х + 1) – 1) c=1 

3. f(x) = (х? ~ 3х)(2х? + 3x + 5) c=0 
1 

4 fo ds? 
x=1 

5. fo) = хсоѕ х л 

c=- 

4 

sen x T 

6. = =- 

fœ) с 6 


En los Ejercicios 7-12, completar la tabla sin usar la regla del 
cociente (véase Ejemplo 6). 


Función Reescribir  Derivar  Simplificar 
x? + 2х 
7. у= 
х 
4??? 
8 у= 
x 
9 sl 
А Зх 
10 Е. 
ка 5х? 
Зх? – 5 
1. у= 
ЕС. 
х2 -4 
12. у= 
4 х+2 


En los Ejercicios 13-26, hallar la derivada de la función alge- 
braica propuesta. 


3x - 2 x? +3x+2 
13. Јо) = 2х3 14. Јо) = E 

3-21? М 2 
15. Јо) = NES 16. FO) =x ( 4) 


17. fœ E 18. Ро) = 3x + 3) 
X 


19. h(s) = (53 - 2)? 20. ho) = (х2 – 1)2 
КИ Saa 1 Чч x(x -— р) 
AA А ту 


23. РО) = (3х? + 4х)(х — 5)(х + 1) 
24. Ро) = (2 -Na + 1)к*+х +1) 


х2 + с? 
25. f(0=>3 з, Сеѕ una constante 
х°—с 
2 2 


с х 
26. (х) = ———5у, Ces una constante 
Ccó+x 


En los Ejercicios 27-42, hallar la derivada de la función tri- 
gonométrica que se indica. 


27. f) = 2 sent 28. 00) = (0+ 1) cos 0 
cos t sen x 
29. /0=—— 30. fQ0)= 
f x 
31. f&œx)=-x+tgx 32. y=x+ctgx 
1 
33. 2(0 = Ji + 4 sect 34. h(s) = – – 10 cosec s 
$ 
35. y= 5x cosec х 36. y= са 
x 
37. у= —cosec х – sen х 38. у= х sen x + соѕ х 


39. у= х? ѕепх+ 2х сох 40. (х) = sen x cosx 


41. РОх) =x tgx 42. Һ0) = 5 sec 0 + tg 0 


2 En los Ejercicios 43-46, usar un programa de derivación sim- 


bólica para derivar las funciones dadas. 


х +1 
43. р(х) = (Eje - 5) 


х2 -х- 3 > 
44. Јо) = ENA (x +x+1) 
ө sen 0 
45. = — 46. 0) = — 
#00) 1 – sen 0 Ў) 1 – cos 8 


BE En los Ejercicios 47-50, evaluar la derivada de la función en 


Ejercicios de la Sección 2,3 


el punto que se indica. Verificar el resultado con la calcula- 


dora. 


47. 


48. 


49. 


50. 


PE En los Ejercicios 51-56, a) hallar una ecuación para la recta 


Función 


1 + соѕес х 


С] — cosec х 
FO) = tg x ctg х 


sec £ 
ка 


f(x) = sen x (sen x + cos x) 


tangente a la gráfica de f en el punto que se indica, b) repre- 
sentar еп la calculadora la gráfica de f y Ја de la recta tangen- 
te en ese punto, y c) comprobar los resultados usando cálculo 


simbólico. 
Función 
51. ро) = 
x+l 

52. р(х) = (1 - Dr? – 2) 
53. у(х) = (х? – Зх + 1)(х + 2) 

_«-1 
54. (х) = ТИН 
55. }(х)={рх 
56. f(x) = sec x 


Рито 
(2, 2) 


(0, 2) 
(1, -3) 


En los Ejercicios 57 y 58, determinar el punto o puntos don- 


de la gráfica tiene tangente horizontal. 


57. 


2) 


РО) = 


х- 1 


58. у(х) = 


х2 


х +1 


Para pensar En los Ejercicios 59-62, calcular f'(2) sabien- 
do que 


80)=3 y 8(2)=-2 
2) = -1 y h'(2)=4 


59. 


6l. 


Хо) = 280%) + h(x) 


_% 
ете 


60. fG)=4-HAG) 


62. f(x) = goha) 
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En los Ejercicios 63 y 64, hallar la derivada de f рага п = 1, 
2, 3 y 4. Usar los resultados para escribir una fórmula general 
рага f'(x) en términos de n. 


63. 


65. 


66. 


67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


БЫ 72, 


COS x 
f(x) = х" sen x 64. у(х) = 


х" 


Reposición de inventario El coste С de pedido y 
transporte de las componentes utilizadas en la fabrica- 
ción de un producto es 


2 
п аы 
х х + 30 


donde С se mide en miles de dólares у х es el tamaño 
del pedido en cientos. Hallar el ritmo de cambio de С 
con respecto а x cuando a)x=10,b)x=15, y c)x=20. 
¿Qué implican estos ritmos de cambio para cuando el 
tamaño del pedido aumenta? 


Ley de Boyle Esta ley establece que si la temperatura 
de un gas permanece constante, su presión es inversa- 
mente proporcional a su volumen. Usar la derivada 
para demostrar que el ritmo de cambio de la presión es 
inversamente proporcional al cuadrado del volumen. 


Crecimiento de población Una población de 500 
bacterias se introduce en un cultivo y aumenta de nú- 
mero de acuerdo con la ecuación 


P(6) = 500| 1 + ы 
z 50 + 12 


donde t se mide en horas. Hallar el ritmo de cambio al 
que está creciendo la población cuando f = 2. 


Ritmo de cambio Determinar si existe algún valor de 
x en el intervalo [0, 27) tal que los ritmos de cambio de 
fx) = sec x y de g(x) = cosec x sean iguales. 


Probar las siguientes fórmulas de derivación. 


) L [sec x] = sec xt 
a) — [sec x] = sec x tg x 
РА g 
d 
b) — [соѕес x] = —cosec x ctg x 
dx 


) T ] z 
C =e X| = —CcOsec” x 
ER g 


Para pensar Dibujar la gráfica de una función deri- 
vable f tal que f > 0 y f’ < 0 para todos los números 
reales x. 


Para pensar Dibujar la gráfica de una función deri- 
vable ftal que (2) = 0, f’ <0 рага -œ <x<2,yf'>0 
рага 2 < х < œ. 


Un modelo matemático La presión fiscal per capita 
en EE.UU. viene recogida en la tabla de la página si- 
guiente. (Fuente: U.S. Internal Revenue Service.) 
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Si T denota la presión fiscal per capita y t el 
tiempo en años, un modelo para T viene dado por 
T = (2.231.291 + 110.636)/(1.000 — 1.400), donde 
t = 4 corresponde a 1984. 


a) Hallar 7” y representarla en la calculadora. 


b) Interpretar la gráfica resultante suponiendo que 
este modelo será utilizado para predecir la presión 
fiscal hasta el año 2000. 


c) Usar el modelo para predecir la presión fiscal per 
capita en el año 2000. 


En los Ejercicios 73-78, hallar la segunda derivada de la fun- 
ción. 


х? + 2х - 1 


73. f(x) = 4x3? 74. РО) = 


x 
75. рх) = —— 


32 
76. fx) = х + — 
х - 1 х? 


77. Р(х) = З ѕеп х 78. Р(х) = secx 


En los Ejercicios 79-82, hallar la derivada de orden superior 
que se indica. 


Dada Hallar 
79. р(х) = х? FO) 
| 2 
80. р(х) =2- – Р) 
х 
81. Ро) = 24/5 (о) 
82. (х) = 2х +1 FU 


Para pensar Еп los Ejercicios 83 у 84 se muestran las grá- 
ficas de f, f’ y f” en unos mismos ejes coordenados. ¿Cuál es 
cuál? 


Año 1984 | 1985 | 1986 | 1987 | 1988 
L үз. ре ктер 
Cantidad |$2.738 |$2.982 |$3.0901$3.414 |$3.598 

к тл 

үт, y 

Año 1989 | 1990 | 1991 | 1992 | 1993 
POT A 
Cantidad $2.84 54.026 54.064 $4.153 |$4.382 
J 

Año 1994 | 1995 

ala 
Cantidad |$4.728 | $4.996 


83. 


85. 


86. 


87. 


88. 


89. 


90. 


Una fórmula general Sea la función f(x) = g (hx). 

a) Usando la regla del producto, hallar (х), f” (œ), y 
FOW. 

b) A partir de los resultados obtenidos, escribir una 
fórmula general para f™. 


Una fórmula general Obtener una fórmula general 
рага Fx) si 


1 
а) Јо) = у b) Ро) = =. 


Aceleración La velocidad de un objeto, en m/s, es 
00) =36- 12, 0<1t<6 


Hallar su velocidad y su aceleración cuando г = 3. ¿Qué 
se puede decir acerca de la rapidez del objeto cuando 
velocidad y aceleración tienen signos opuestos? 


Aceleración La velocidad de un automóvil que parte 
del reposo es 
1007 
vít) = 
21+ 15 
donde р se mide еп pies/s. Hallar su aceleración en 
cada uno de estos instantes. 


а) 5 segundos b) 10 segundos с) 20 segundos 


Distancia de frenada Un vehículo viaja a 66 pies/s 
(45 millas/h) cuando se accionan sus frenos. La fun- 
ción posición del vehículo es 

s(t) = -8,251? + 661 
donde s se mide en pies y геп segundos. Usar esta fun- 
ción para completar la tabla y hallar la velocidad media 
durante cada intervalo de tiempo 


теге 
П E 


v(t) 


ED 


Aceleración en la Luna Un astronauta lanza en la 
Luna una piedra al aire. La altura de la piedra viene 
dada por 


27 
s=-—5é+211+6 
10 


donde s se mide en pies у ғ en segundos. 


№ 
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a) Hallar expresiones para la velocidad y la acelera- ¿Verdadero o falso? En los Ejercicios 93-98, determinar si 

ción de la piedra. la afirmación es verdadera o no. En caso de que sea falsa, 

b) Hallar el instante en que alcanza su máxima altura explicar por qué o dar un ejemplo que muestre su falsedad. 
igualando su velocidad a cero. ¿A qué altura se 93. Si y=f(9g(x), entonces dy/dx = f'g’). 


encuentra en ese momento? 


c) Comparar la aceleración de esa piedra còn la ace- 94. Si y = (х + 1) + 2)(х + 3)(х + 4), entonces 
leración debida a la gravedad en la Tierra. а?у/ах? = 0. 
95. Si f'(c) y gc) son cero у A(x) = /(х)г (х), entonces 
Aproximaciones lineal y cuadrática Las aproximaciones Ac) = 0. 


lineal y cuadrática de una función f еп x = a son 


Po) = (а) - а) + (а) y 


Ро) = 3 (а) ay? + fax — а) + а) 


96. Si f(x) es un polinomio de grado n, entonces 
Р 00) = 0. 


97. La segunda derivada representa el ritmo de cambio de 
la primera derivada. 


En los Ejercicios 91 y 92, a) hallar las aproximaciones lineal 98. Si la velocidad de un objeto es constante, su acelera- 
y cuadrática específicas de f, b) usar una calculadora para стол ез сего. 
representar las gráficas de f y de sus aproximaciones, с) de- 99. Calcular la derivada de la función f(x) = х |x|. ¿Existe 
terminar cuál de las dos es mejor aproximación, y d) estudiar Р")? 
cómo varía la precisión cuando nos alejamos de х = а. А | 

100. Para pensar Sean f y g funciones cuyas primeras y 
91. у(х) = cosx 92. fœ) = х segundas derivadas existen en un intervalo 7. ¿Cuál de 

estas fórmulas es correcta? 
as ке а) fe -f'g = (36 - Га) 
3 4 b) fg” +fe= US" 
E 7] 24 
CONTENIDO + | La regla de la cadena 


La regla de la cadena = 

La regla general de las potencias = 

Simplificación de derivadas = 

Funciones trigonométricas y la regla de la cadena = 


La regla de la cadena 


Vamos a presentar ahora una de las reglas de derivación más potentes: la regla 
de la cadena. Afecta a las funciones compuestas y dota a la derivación de una 
ersatilidad sorprendente. A título de ejemplo, compárense las siguientes fun- 
ciones. Las de la izquierda pueden ser derivadas sin la regla de la cadena, 
mientras que a las de la derecha conviene aplicarles esa regla. 


Sin la regla de la cadena Con la regla de la cadena 
y=x +1 у= J2 +1 

y = еп х y = sen 6x 

y=3x+2 y = (3х + 2)? 
y=x+tgx y=x+tgx? 


En esencia, la regla de la cadena establece que si y cambia dy/du veces más 
rápido que u, y además u cambia du/dx veces más rápido que x, entonces y 
cambia (dy/duXdu/dx) veces más rápido que x. 
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FIGURA 2.23 
Eje Е: y revoluciones por minuto 
Eje 2: u revoluciones por minuto 
Eje 3: x revoluciones por minuto. 


La derivada 


EJEMPLO 1 Та derivada de una función compuesta 


Un juego de ruedas dentadas está construido, como muestra la Figura 2.23, de 
manera tal que la segunda y la tercera giran sobre un eje común. Cuando la 
primera gira, arrastra a la segunda y ésta a su vez a la tercera. Sean y, u, x los 
números de revoluciones por minuto del primero, segundo y tercer ejes. Hallar 
dy/du, du/dx y dy/dx, y verificar que 


dy _ dy du 


dx du dx 


Solución: Como la circunferencia de la segunda rueda es tres veces mayor que 
la de la primera, el primer eje debe dar tres vueltas para que el segundo com- 
plete una. Análogamente, el segundo eje ha de dar dos vueltas para que el 
tercero complete una. Podemos escribir 


Combinando estos dos resultados, sabemos que el primer eje da seis vueltas 
por cada una del tercer eje. Así pues, 


En otras palabras, el ritmo de cambio de y respecto de x es el producto del 
ritmo de cambio de y respecto de u por el de u respecto de x. о 


El Ejemplo 1 ilustra un caso simple de la regla de la cadena. Su enunciado 
general es el siguiente. 
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Demostración: Denotemos A(x) = f(g(x)). Usando la forma alternativa de la deri- 
vada, hemos de demostrar, para x = c, que 


hc) =P (6(с))8 (с) 


Un aspecto importante en esta demostración es el comportamiento de g cuando 
x tiende а с. Se plantea una dificultad si existen valores de x, distintos de c, en 
los que g(x) = g(c). En el apéndice explicamos cómo solventar esta dificultad 
gracias al carácter derivable de fy g. Supondremos, por tanto, que g(x) # g(c) 
para valores de x distintos de c. En las demostraciones de las reglas del produc- 
to y del cociente sumamos y restamos una misma cantidad. Ahora recurriremos 
a un truco similar, multiplicaremos y dividiremos por una misma cantidad (no 
nula). Nótese que al ser g derivable, es continua, luego g(x) > g(c) cuando 
хә с. 


hc) = lím 


xag 


Xx 


=E 


= lím 


хәс 


«© -FEA 800) – (с) 
8 (x) — &(с) х- 


Е E FE) =ч) E ga) — e] 


| 800) 55 glc) 


хэс g(x) — glc) хэс  x=C 


= /'(#(с))я'(с) ы 


Al aplicar la regla de la cadena es útil ver la funcion Í ° g compuesta como 
constituida por dos partes: una interior y otra exterior. 


Función exterior 
y =f(800)) =f(u) 
Función interior 


La derivada de y = f(u) es la derivada de la función exterior (en la función 
interior u) multiplicada por la derivada de la función interior. 


у= (и) u 


EJEMPLO 2 Descomposición de una función compuesta 


y =f(860) u = gx) y=fu) 
E- 1 РЕ 1 
А са] у ‚л, 
b) y= sen 2x u = 2х y = sen и 


с) у= 4/32 -х+ 1 и = Зх? х + 1 у= Ju 


d) у= 102 х U=tgx у= и? O 
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ADVERTENCIA Podríamos 
haber resuelto el Ejemplo 3 sin 
hacer uso de la regla de la cadena, 
sin más que observar que 


у= + 3х + 3х2 +1 
y, por tanto, 
y =6x + 12x? + бх 


Comprobar que esta derivada es 
la misma que la del Ejemplo 3. 
¿Qué método sería preferible para 
hallar 


d 2 
— (1% + 19% 
dx e ) 


La derivada 


EJEMPLO 3 Usando la regla de la cadena 


Hallar dy/dx рага y = (x? + 1)Ў. 


Solución: Para esta función podemos tomar como función interior и = х? +1. 
Por la regla de la cadena se obtiene 


2. 30 + 1)2(2х) = бх(х? + 1)2 


y ar 
dy du 0 
аи ах 


La regla general de las potencias 


La función del Ejemplo 3 es uno de los tipos más comunes de funciones com- 
puestas, у = [и(х)]". La regla para derivar tales funciones se llama regla gene- 
ral de las potencias, y no es sino un caso particular de la reglas de la cadena. 


Demostración: Como y = и", basta aplicar la regla de la cadena para ver que 
dy (dy) (du 
ах Хаи) ах 


d _ , du 
==, 


Por la regla (simple) de las potencias de la Sección 2.2, se tiene 
D,[u"] = пи" *, y se sigue que dy/dx = n[u(0)]"7 du/dx). Г] 


EJEMPLO 4 Aplicación de la regla general de las potencias 
Hallar la derivada de f(x) = (Зх — 2х2)?. 
Sea u = Зх — 2х2. Entonces 


Solución: 


Ро) = (3х — 2х2) = y? 


Sección 2.4 


FIGURA 2.24 
La derivada de fes 0 en x = 0 y по está definida 
en x= +]. 


| Noa. Intente derivar la función 
del Ejemplo 6 usando la regla del 
cociente. El resultado será el mis- 
mo, pero el método es menos efi- 
ciente que la regla general de las 
potencias. 
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y de la regla general de las potencias se deduce que 


п—1 , 


п и и 
A A 


Е Шы. ЖИ слезы каш. 


d 
FO) = 3(3х – 2х2)? ER [3x = 2x°] Aplicar la regla general de las potencias 


= 3(3х – 2х2)2(3 – 4х) Derivar Зх — 2x? O 
EJEMPLO 5 Derivación de funciones con radicales 


Hallar los puntos de la gráfica de f(x) = Y(x? — 1)? en los que f(x) = 0 y 
aquellos en los que f'(x) no existe. 


Solución: Empezamos reexpresando la función como 
о) = (e - 19 


Aplicando ahora la regla general de las potencias (con и = х2 ~ 1) se obtiene 


п ип) и’ 


, 25; 2 2 — 1/3 ; ; 
/'Ох) = 3 (х^ — 1) (2х) Aplicar la regla general de las potencias 


4x 


=== Expresar en forma radical 
3 Jx - 1 


Así pues, f'(x) = 0 en x = 0 y f'(x) no existe en x = +1, como se indica en la 
Figura 2.24. 


EJEMPLO 6 Derivación de cocientes con numeradores constantes 


-7 


Derivar g (f) = era? 


Solución: Para empezar, reescribimos la función como 
800) = –7(21- 3)7? 
Y ahora la regla general de las potencias establece que 


n-1 r 


n и и 
20 = (—7)(—2)(21— 3) 0) Aplicar la regla general de las potencias 
== 
Regla del múltiplo 
constante 
= 28(21 - 3)? Simplificar 
28 


Expresar con exponente positivo П 


2 0012 33 
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Simplificación de derivadas 


Los tres ejemplos próximos ponen de manifiesto algunas técnicas para simpli- 
ficar las derivadas de funciones que involucran productos, cocientes y compo- 
siciones. 


EJEMPLO 7 Simplificando por factorización de la potencia mínima 


(х) = ең ШЕ. Función original 
5 


= х? = х2)? Reescribir 


d d 
Ро) = 2 — К - х2) 12р (112112 —[x?] Regla del producto 
dx dx 


1 
=x? E (1— ху 5) + (1 — х2)12(2х) Regla general de las potencias 


= ll 107 +42x(1 - 12)? Simplificar 

= х(1 = х2) Pl) +20 -13] Factorizar 
2 = Зх? 

= кыо) Simplificar 


lo 


EJEMPLO 8 Simplificación de la derivada de un cociente 


X 
РО) = >= Función original 
Yx? +4 


xX 


= (2 + 217 Reescribir 
24 AFRA) - 10/60 +4) 20 
FO) = G + = A is | ) 20 Regla del cociente 
1 30? + 4) - CADA 
=- (х2 + 4) 28 L 5 ) а х) Factorizar 
3 (х2 + 4)?! 
x? +12 CS 
= TEETE Simplificar O 
EJEMPLO 9 Simplificación de la derivada de una potencia 
_ [3х—1 s ТЕЕ 
y= TLA unción origina 
п и"! и! 


\ 


Е N 
, ds] Real i , 
y = 3 egla genera de las potencias 
dx|x*+3 
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з Е - ES + 3)(3) - (Зх ~ 1)(2х) 


| Regla del cociente 


х2 + 3 (х2 + 3)2 
2(3x ~ 1)(3х2 + 9 — 6x? + 2х) К 
= Multiplicar 
(х2 + 3)3 
2(3х — Dr + 2 9 
= ЕШ A de Ы ra Simplificar O 
(a? +3) 


Funciones trigonométricas y la regla de la cadena 


La versión, en términos de la regla de la cadena, de las derivadas de las funcio- 
nes trigonométricas es la siguiente: 


d d 

— [sen и] = (cos u) и’ -— [cos и] = —(sen и) w 

dx dx 

E [tg u] = (sec? wyw а [ctg и] = -(соѕес2 и) w 

— ul= и)и к ир=— u) u 

dx id dx е 

а E d + 
— [sec u] = (sec u tg u) u — [cosec и] = – (cosec u ctg u) u 
dx dx 


EJEMPLO 10 Aplicación de la regla de la cadena a funciones trigonométricas 


COS и u 
и А A], 
a d 
a) у= ѕеп 2х y’ = cos 2х Ир [2x] = (cos 2х)(2) = 2 cos 2x 
x 


b) y=cos (x-1) у' = =ѕеп(х – 1). 
с) у= 16 Зх у! = 3 sec? Зх 


Asegúrese de entender los convenios matemáticos relativos a paréntesis у 
funciones trigonométricas. Así, en el Ejemplo 10a, se escribe sen 2x para signi- 
ficar sen (2х). 


EJEMPLO 11 Paréntesis y funciones trigonométricas 


a) y = соѕ 3x? = cos (3х2) y’ = (=sen 3х2)(бх) = -6x sen Зх? 
b) у= (соз 3)x? у' = (cos 3)(2х) = 2x cos З 
с) у = соз (3х)? = cos (9х2) y’ = (=sen 9х2)(18х) = —18х sen 9x? 
d) у= cos? x = (cos х)? y' = 2(cos х)(—веп x) 
= —2 cos x sen x O 


Para calcular la derivada de una función de la forma k(x) = f(e(h(%)), es 
necesario aplicar la regla de la cadena dos veces, como se ilustra a continua- 
ción. 


148 


Resumen de reglas de derivación 


Reglas generales de 
derivación 


Regla de la cadena 


Capítulo 2 La derivada 


EJEMPLO 12 Aplicación reiterada de la regla de la cadena 


РО) = sen? 41 Función original 
= (sen 47)? Reescribir 
у ‚а 
РО) = З(ѕеп 40) У [sen 4t] Aplicar Іа regla de la cadena 
А а 
= 3(sen 41)“(cos 47) т [41] Aplicar la regla de la cadena otra vez 


= 3(sen 44)?’ (cos 41)(4) 


= 12 sen? 4t cos 4t Simplificar 


Concluimos esta sección con un resumen de las reglas de derivación ya 
estudiadas. Con el fin de adquirir familiaridad con la derivación es recomenda- 
ble aprenderlas de memoria. 


Sean u y v funciones « riva 


keu] = = си! 


Regla del producto: 


od : o 
л [шї] e +w a 


| Regla de la constante: 


de [sen x] = сов : : _ 


ADVERTENCIA Como ayuda para la memoria, nótese que las cofunciones (coseno, 
cotangente y cosecante) llevan un signo negativo en sus derivadas. 


Ejercicios de la Sección 2.4 


Ejercicios de la Sección 2.4 
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En los Ejercicios 1-6, completar la tabla usando como mode- 
lo el Ejemplo 2. 


у =f (200) u = g(x) y=fu) 
1. у= (6х - 5) 
1 
2. у= 


6. у= соѕ — 
4 2 


En los Ejercicios 7-30, hallar la derivada de cada función 
algebraica. 


7. у= (2х - 7) 8. у= (3х2 + 1) 
9. g(x) = 3(4 — 9x)* 10. у(х) = 2(1 – х2) 
1. ро) = (9 – x?) 12. f(0) = (91 + 232 


13. f0=./1-+ 14. 20)=./3-2x 
15. у= 2/9х2 +4 16. р(х) = ү/х?— 2х +1 


17. у=2,/4—х? 18. f()=-3./2 — 9х 
19. у= 20 E и 
Mi CA Sl 
a. fo=( | 22. у=-— 
КА с 2 ay 

1 1 
23. у= 24. g(t)= 

ЕЕЕ g(t) ОЗ 
25. /(х)=х?(х- 2)4 26. f(x) = х(3х — 9P 
27. y=x,/1-x? 28. у= х2,/9 – х2 

х х? 
29, у= —— 30. у= —=— 

x + 1 х9 +9 


AS En los Ejercicios 31-40, usar una calculadora para hallar la 
primera derivada de la función. A continuación, representar 
las gráficas de f y de f’ en unos mismos ejes. Describir el 
comportamiento de la función en cada punto donde se anule 
su derivada, 


31. vsti 


r= eN] 
2 
32, у= |--Z 
х +1 
н? 
33. g(1)= 


YA + 21-1 
34. ро) = xQ- x)? 


xo +1 


35. y= 
x 


36. у= (02 - 9), /7+2 
37. 50) = 222-0 1+7 vl+t 


3 
38. 200)=./x-1+./x+ 1 
39. ya 
x 
1 
40. у= х2 tg- 
x 


En los Ejercicios 41 y 42, hallar la pendiente de la recta tan- 
gente a la función seno en el origen. Comparar este valor con 
el número de ciclos completos en el intervalo [0, 27]. 


4l. a) y=senx 


b) y= sen 2х 


42. а) у= sen Зх 


y 
А 
a 
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En los ejercicios 43-52, hallar la primera derivada de la fun- 
ción. 


43. у = cos Зх 44. у = ѕеп лх 
45. р(х) = 3 tg 4х 46. h(x) = sec х? 
47. f(0)=1 sen? 20 48. g(t) = 5 cos? nt 


49. y=, /x +1 sen (2х)2 50. у= 3х – 5 cos (пх)? 


50. у = sen (cos х) 52. у = ѕеп WE +,/sen x 


En los Ejercicios 53-60, evaluar la derivada de la función 
en el punto indicado. Comprobar el resultado en una calcula- 
dora. 


Función Punto 


53. (0) = F + 21+ 8 (2, 4) 
54. у= 5/3х3 + 4х (2, 2) 


БЕ ув йаз 

о сз ©$ 

ga 2) 

AMEN *16 
М +2 

57. /@= (0, 2) 
121 

58. fœ = A 2,3 

0 2,3) 

59. у= 37 — sec? (2x) (0, 36) 


1 
60. y=-+,/c0sx 
x 


№ En los Ejercicios 61-64, a) hallar una ecuación de la recta 
tangente a la gráfica de f en el punto que se indica, b) repre- 
sentar en la calculadora las gráficas de f y de la recta tangen- 
te en ese punto, y c) comprobar los resultados usando deriva- 
ción simbólica en la calculadora. 


Función Punto 


61. f0)=/3?-2 (3, 5) 
62. (х) = іх, /х* + 5 (2, 2) 


63. f(x) = sen 2х (л, 0) 
64. р(х) = 182 х л А 
r 


Redacción En los Ejercicios 65-68, se dan las gráficas de f 
y f'. Identificarlas en cada caso y escribir un breve párrafo 
aclarando los criterios por los que se ha llegado a esa deci- 
sión. 


65. 


67. 


En los Ejercicios 69-72, hallar la segunda derivada de la fun- 
ción. 


70. fœ = НИ 


69. р(х) = 2? – 1)? 
x-2 


тъ. f(x) = sen x? 72. f(x) = sec? nx 

73. Para pensar Sabiendo que g(5) = -3, g'(5) = 6, 
H(S) = 3, y h'(5) = 2, calcular f'(5), si es posible, para 
cada una de las funciones que siguen. Si ello no fuera 
posible, especificar qué información adicional sería ne- 
cesaria. 


74. a) Hallar, por dos vías diferentes, la derivada de 
gœ) = sen? x + cos? x. 
b) Dadas f(x) = sec? x y g(x) = tg? x, probar que 
Ро) =80. 


75. Efecto Doppler La frecuencia F de la sirena de un 
coche de bomberos oída por un observador en reposo 
viene dada por 

132.400 
F= 
331 +0 


donde +v representa la velocidad del coche de bombe- 
ros (véase figura). Calcular el ritmo de cambio de F 
respecto de v cuando 

а) El coche se acerca a 30 m/s (usar —u). 

b) El coche se aleja a 30 m/s (usar +v). 


_ 132.400 
—33l+v 


_ 132400 
2 33l-v 


F F 


76. 


77. 


78. 


79. 


Ф 80, 


Ejercicios de la Sección 2.4 


Movimiento armónico El desplazamiento de su posi- 
ción de equilibrio para un objeto en movimiento armó- 
nico situado al extremo de un muelle es 


y =$ cos 121 ~ 1 sen 12: 


donde y se mide en pies y £ en segundos. Determinar la 
posición y la velocidad del objeto cuando ғ = 1/8. 


Péndulo Un péndulo de 15 cm se mueve según la 
ecuación 


0 = 0,2 cos 81 


donde 0 es el desplazamiento angular de la vertical en 
radianes y г es el tiempo en segundos. Calcular el máxi- 
mo desplazamiento angular y el ritmo de cambio de 8 
cuando f = 3. 


Movimiento ondulatorio Una boya oscila con movi- 
miento armónico simple dado por 


у = А cos wt 


conforme las olas pasan por ella. La boya se mueve 

verticalmente, desde el punto más bajo hasta el más 

alto, un total de 3,5 pies. Cada 10 segundos regresa a su 

punto de máxima altura. 

a) Escribir una ecuación que describa el movimiento 
de esa boya si está en su máxima altura cuando 
1 = 0. 

b) Calcular la velocidad de la boya en función de +. 


Sistema circulatorio La velocidad S de la sangre que 
está a r cm del centro en una arteria viene dada por 


S =C(R? - r’) 


donde С es una constante, R es el radio de la arteria yS 
se mide en cm/s. Se administra un fármaco y la arteria 
empieza a dilatarse a un ritmo dR/dt. A una distancia 
constante г, hallar el ritmo de cambio de $ con respecto 
а t para С = 1,76 x 10°, R = 1,2 x 1072, y 
dR/dt = 1073, 


Un modelo matemático La tabla recoge la tempera- 
tura máxima media, en grados Fahrenheit, en Denver, 
Colorado. (Fuente: National Oceanic and Atmosphere 


Administration.) 
кє [нк rr prf 
эз] вв[эз]еа[жа[ша 


paoman 
аар вазах 


Mes 


Temperatura 


Temperatura 


81. 


82. 


83. 


84. 
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a) Representar los datos en la pantalla de una calcu- 
ladora y hallar un modelo para esos datos de la 
forma 


T( = a + b sen (лї/6 — с) 


donde Т es la temperatura у ѓ el tiempo en meses, 
con г = 1 correspondiendo a enero. 

b) Representar el modelo en la calculadora. ¿Ajusta 
bien los datos? 

c) Hallar Т” y representarla en la calculadora. 

d) Según la gráfica de la derivada, ¿cuándo cambia la 
temperatura de manera más rápida? ¿Y más lenta? 
¿Coinciden las respuestas con sus observaciones 
experimentales? Explicar la contestación. 


Para pensar La tabla recoge varios valores de la de- 
rivada de una función f desconocida. Completar la ta- 
bla hallando, si ello es posible, la derivada de cada una 
de las siguientes transformaciones de f. 


a) 20) =f(x)-2 b) Щху=2/(х) 
с) rœ) = (3х) d) 50) =f(x +2) 


n eel Т: Г. 
x -2 -1 0 | 2 3 


Una fórmula general Sea f(x) = sen Вх, donde В de- 
nota una constante. 


a) Calcular las cuatro primeras derivadas de f. 

b) Verificar que la función y su segunda derivada sa- 
tisfacen la ecuación f") + B%f(x) = 0. 

c) Usando los resultados del apartado a), escribir fór- 
mulas generales para las derivadas pares y para las 
impares 


ADA 


[Ayuda: (1) es positivo si k es par y negativo si k 
es impar.] 


Conjetura Sea f una función derivable de período p. 

a) ¿Es periódica f’? Verificar la respuesta. 

b) Consideremos la función g(x) =f(2x). ¿Es periódi- 
ca g'(x)? Verificar la respuesta. 


Probar que la derivada de una función impar es par. 
Esto es, si f(-x) = -f (x), entonces f'(=x) = fœ. 
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85. La media geométrica de xy x+nesg=./x(x + n) y la 
media aritmética es a = [x + (x + n)]/2. Demostrar que 


En los Ejercicios 91 y 92, a) hallar las aproximaciones lineal 
y cuadrática específicas de f, b) usar una calculadora para 


d a representar las gráficas de f y de sus aproximaciones, c) de- 
ё8-_& terminar cuál de las dos es mejor aproximación, у 4) estudiar 
dx g cómo varía la precisión cuando nos alejamos de x = a. 


86. Sea u una función derivable de x. Usar el hecho de que 


X 
jul = „/u° para comprobar que ЭБ 


92. (х) = sec 2х 


а и т 
— [lu] =и—, и #0 а an 
= 7 
¿Verdadero o falso? Еп los Ejercicios 93-95, determinar si 
la afirmación es verdadera o no. En caso de que sea falsa, 
explicar por qué o dar un ejemplo que muestre su falsedad. 


En los Ejercicios 87-90, utilizar el resultado del Ejercicio 86 
para hallar la derivada de la función propuesta. 


87. р(х) = |2x - 3] 88. fx) = |x? - 4] 
89. h(x) = |x| cos х 90. f(x) = |sen x| 


93. Ѕі у= (1 ~ х)!/?, entonces у’ = #+(1-х) 1. 
94. Si f(x) = ѕеп2(2х), entonces f'(x) = 2(sen 2х)(соѕ 2х). 


B- Aproximaciones lineal y cuadrática Las aproximaciones 95, Si yes una función derivable de и, u es función deriva- 
lineal y cuadrática de una función fen x = a son ble de v, y v es función derivable de x, entonces 


Рү(х) = }'(а)(х-а)+/(а) y dy dy dudo 


Рх) =} a) – ay? + fa) — a) + f(a) dx du dv dx 


2,5 
Derivación implícita 


CONTENIDO = 

Funciones explícitas e implícitas = 
Derivación implícita = А $ Я 77 
Funciones explícitas e implícitas 


Hasta aquí la mayor parte de las funciones aparecidas en el texto estaban ex- 
presadas en forma explícita, como por ejemplo en la ecuación 

у= Зх? – 5 Forma explícita 
donde la variable y está escrita explícitamente como función de x. Algunas 
funciones, por el contrario, están implícitas en una ecuación. Así, la función 
y = 1/х viene definida implícitamente por la ecuación xy = 1. Supongamos 


que se nos pide hallar la derivada dy/dx para esta ecuación. Podemos empezar 
escribiendo y como función explícita de x, derivando a continuación. 


Forma implícita Forma explícita Derivada 
1 dy 1 
xv=1 = -=x ! = = -ҳо2 а 
* уе ах x? 


Esta estrategia funciona siempre que seamos capaces de despejar y en la 
ecuación. Pero si no se logra despejar y, no es factible este método. Por ejem- 
plo, ¿cómo hallar dy/dx para la ecuación 


х? - 2y? +4y=2 
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EJEMPLO 2 Derivación implícita 


Hallar dy/dx sabiendo que у? + y? — 5y — x? = —4. 
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L44 PEPA 


Puntos en Pendiente 
la gráfica de la gráfica 
(2,0) 5 
(1,-3) E 
x=0 0 
(1,1) No definida 
FIGURA 2.25 
La ecuación implícita у + y? - 5y -x?=-4 
o y 2 
tiene derivada — = ———— 
di 3y+2y-5 


La derivada 


Solución: 


1. Derivamos los dos miembros de la ecuación respecto de х. 


Да а 
[y + y? ~ Sy – х2] = — [4 
ГУ y y = х] Ч 


а а а а а 
кн Ly] + Jx by] = Jx [Sy] — E [х?°] = — [—4] 


dx 
dy dy dy 
3y? = +2 -5-2x=0 
"a Эа a 
2. Agrupamos los términos con dy/dx en la parte izquierda. 
dy dy dy 
3y? — + 2y — – 5 — = 2х 
а Зас ?а 


3. Factorizamos dy/dx en la parte izquierda. 
d 
PY 3y? + 2y- 5) =2x 
dx 


4. Despejamos dy/dx dividiendo por (By? + 2y — 5). 
dy 2x 


dx Зу? +2y-5 


Nótese que la derivación implícita puede llevar a una expresión para dy/dx en 
la que aparezcan a la vez хе y. 


Para ver cómo usar la derivación implícita, consideremos la gráfica de la 
Figura 2.25. En ella se puede observar que y no es una función de x. A pesar de 
ello, la derivada hallada en el Ejemplo 2 da una fórmula para la pendiente de la 
recta tangente en un punto de esta gráfica. Debajo de la gráfica se han indicado 
las pendientes en varios puntos de la gráfica. 


En una ecuación que carece de puntos solución, tal como ocurre con 
x? + y? = -4 no tiene sentido despejar dy/dx. Sin embargo, si una porción de 
una gráfica puede representarse por una función derivable, dy/dx tendrá sentido 
como pendiente en cada punto de esa porción. Recordemos que una función no 
es derivable en (1) puntos con tangente vertical y (2) puntos en los que la 
función no es continua. 
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c) 


FIGURA 2.26 
Algunas porciones de gráficas pueden 
representarse por funciones derivables. 


La pendiente de la recta 
tangente es L 


FIGURA 2.27 
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EJEMPLO 3 Representación de una gráfica mediante funciones derivables 
Si es posible, representar y como función derivable de x (véase Figura 2,26). 
a) xX +y = 0 b) х?+у?=1 с) x+y =l 


Solución: 

a) La gráfica de esta ecuación consta de un único punto. Por tanto, no define 
y como función derivable de x. 

b) La gráfica de esta ecuación es el círculo unidad, centrado en (0, 0). El 
semicírculo superior viene dado por la función derivable 


у=+\/1-х?,—-1<х<1 


y el inferior por la función derivable 


у= 4/1 -2,-1<х<1 


En los puntos (1, 0) у (1, 0), la pendiente no está definida. 


c) La mitad superior de esta parábola viene dada por la función derivable 
y=yJl-xx<l 
y la inferior por la función derivable 


y==./l-xx<l 


En el punto (1, 0) la pendiente no está definida. [5] 


EJEMPLO 4 Hallando la pendiente de una gráfica implícitamente 


Calcular la pendiente de la recta tangente a la gráfica de x? + 4y? =4 en el 
punto E -1//D. (Véase Figura 2.27.) 


Solución: Рот derivación implícita de la ecuación x? + 4y? = 4 respecto de x se 
obtiene 


d 
2х+8у 7 =0 
x 
dy -2x _ -x 
dx 8y "dy 


Por tanto, en (2, -1 ID, la pendiente es 
dy _ E _1 
dx dy NE 2 


| Nota. Para comprender la ventaja de la derivación implícita, intente rehacer el Ejem- 
plo 4 manejando la función explícita y = 4 ,/4 — x?. 


O 
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EJEMPLO 5 Hallando la pendiente de una gráfica implícitamente 
Calcular la pendiente de la gráfica de 3(x? + y?)? = 100xy en el punto (3, 1). 
Solución: 


d 2 2\2 _4 
q DBO + у?) ] = 7, [1009] 


3(2)(х? + (2 + 2y 2) = 100 [ у + 
ах ах 


4 dy 
12у(х2 + y?) Е — 100x 2 = 100у ~ 12x(? + у?) 


а 
Г12у(х2 + y?) — 100x] | = 100y — 12х(х? + у?) 
X 


dy  100y — 12x(x? + y?) 


dx —100x + 12у(х? + y?) 


_ 25у – Зх(х? + у?) 
С 25x + Зу(х? + у?) 


Еп el punto (3, 1), la pendiente de la gráfica es 


ду 25(1) - 3(3)(32 + 12) _ 25-90 -65_13 


ах —25(3) + 300? + 1?) -75+30 -45 9 


FIGURA 2.28 
Lemniscata. 


como muestra la Figura 2.28. Esta gráfica se llama lemniscata. O 


EJEMPLO 6 Determinación de una función derivable 


Hallar dy/dx implícitamente para la ecuación sen y = x. A continuación, deter- 
minar el mayor intervalo de la forma —a < y < a en el que y sea una función 
derivable de x (véase Figura 2.29). 


Solución: 
d d 
— [sen y] = ~ [x 
2. [зеп у] = 2 19 
dy 1 
cos у — = 
se dx 
dy l 
dx cos y 
FIGURA 2,29 El mayor intervalo centrado en el origen en el que y es función derivable de 
Тай PaA | x es —л/2 < y < 1/2. En efecto, cos y es positiva en ese intervalo y 0 en sus 
d Доу! puntos terminales. Si nos restringimos a ese intervalo, es posible escribir dy/dx 


\ а 54 
explícitamente como función de х. Para ello, podemos usar 
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cos y=,/1 ~ sen? y 
л п 
= 4/1222, -=<у< = 
аа 
y concluimos que 
dy _ 1 
dx 1- x? 


O 


Al usar la derivación implícita, la forma de la derivada puede simplificarse 
a menudo utilizando adecuadamente la ecuación original, como en el Ejem- 
plo 6. Otro tanto cabe decir de las derivadas de orden superior calculadas por 
derivación implícita. 


EJEMPLO 7 Cálculo implícito de la segunda derivada 


d? 
Dada x? + y? = 25, hallar У 
dx 


Solución:  Derivando los dos términos respecto de x obtenemos 


d 
2x+2y2=0 

dx 

dy 
2y — = –2 

У ах Ы 
dy 2х х 
dx 2y y 


Derivando otra vez respecto de x vemos que 


dy (у) – (dy/dx) 


= Regla del cociente 


dx? y? 
— XX 
= пы а Sustituir dy por —x/y 
y dx 
y +1 
= ЕЕ 
25 
=-3 Sustituir x? + y? por 25 O 
y 


EJEMPLO 8 Recta tangente a una gráfica 


Hallar la recta tangente a la gráfica dada por x*(x? + y?) = y? en el punto 
(2/2, 2/2), que aparece esbozada en la Figura 2.30. 
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FIGURA 2.30 
La curva Kappa. 


La derivada 


Solución:  Reescribiendo y derivando implícitamente, resulta 


х* + х2у2 – у? = 0 


а 
4x? ee» 2) + 2ху? – 2у — = 0 
ах 


d 
2у(х2 — 1) = = —2х(2х? + y?) 


dy х(2х? + у?) 
ах yl =x?) 


En el punto (2/2, 2/2, la pendiente es 


_ 2DE + A/D] _ 3/2 _ 
т = == == 
ZDU- (DJ 12 


y la ecuación de la recta tangente en ese punto es 


Ejercicios de la Sección 2.5 


En los Ejercicios 1-16, hallar dy/dx por derivación implícita. 


1 
3 
5. 
7 


9. 
11. 
13. 


15. 


En los Ejercicios 17-24, hallar dy/dx por derivación implícita 
y calcular la derivada en el punto indicado. 


x+y = 16 
x+y? =9 
х - ху+у = 4 


ху у= х 


х? – 22у + 3ху? = 38 


sen x + 2 cos 2у = 1 


sen х= х(1 + tg y) 


у = ѕеп (ху) 


Ecuación 


Ecuación Punto 
2. х2 -y = 16 2-9 
е: 19. у= 5, (3, 0) 
4. х?+у?=8 +9 
6. x2y+yx=-2 20. +y = y? El, 1) 
Y 2. х2 +2035 (8, 1) 
10. 2senxcos y = 1 22. x? +y’? = 2ху Q, 1) 
12. (sen nx + cos zy)? =2 23. tg (х+у) = х (0, 0) 
14. ctgy=x-— 
еа 24. xcosy=1 (22) 
1 3 
16. х= ѕес – 
y 


А5 En los Ejercicios 25 y 26, representar la ecuación en la calcu- 
ladora. Hallar una ecuación para la recta tangente a la gráfica 
en el punto indicado y representarla gráficamente. 


Punto 25. Jx + D =3, (4, 1) 
4, =1) A 
(1,0 A MS 


Ejercicios de la Sección 2.5 


En los Ejercicios 27-30, calcular la pendiente de la recta tan- 
gente a la gráfica en el punto propuesto. 


27. Hechicera de Agnesi: 28. Cisoide 
(х2 + 4)у = 8 (4 -xy = х? 
Punto: (2, 1) Punto: (2, 2) 
y 
3 
1 
БЕ + і ресоре 
-2 -1 1 2 
pra! 1 y 
29. Bifolio 30. Folium de Descartes: 
(х2 + y2)? = 4х?у хі + у*—бху=0 
Punto: (1, 1) Punto: ($, $ 
y 
4 
2f 
| 
+ 
con e Y 
Ll 1 2 


En los Ejercicios 3ł-34, a) hallar dos funciones explícitas 
despejando y en términos de x, b) dibujar la gráfica de la 
ecuación, indicando la parte que corresponde a cada una de 
esas dos funciones, с) derivar las funciones explícitas, y 4) 
hallar dy/dx implícitamente y probar que el resultado es equi- 
valente al de la parte c). 

ЗІ. х2 +у2 = 16 

32. х? +у2 - 4х + 6у+9= 0 

33. 9x? + 16y? = 144 

34. 4у2- х2 = 4 


En los Ejercicios 35-40, hallar d?y/dx? en términos de x е y. 


35. х? + ху= 5 36. х2у2 – 2х = 3 
37. х? - у? = 16 38. 1-ху=х-у 
39. у2 = х5 40. у= 4х 
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En los Ejercicios 41 y 42, hallar ecuaciones para la recta 
tangente y para la recta normal (perpendicular a la tangente) 
al círculo en el punto indicado. Representar la ecuación, la 
recta tangente y la normal en la calculadora. 


41. x2+y?=5 
(4, 3), ЄЗ, 4) 


42. х +у?=9 
(0, 3), (2, 4/5) 


43. Demostrar que la recta normal al círculo x? + y? = +? еп 
cualquiera de sus puntos pasa por el origen. 


44. Hay dos círculos de radio 4 tangentes a la gráfica de 


y? = 4x en el punto (1, 2). Escribir las ecuaciones de 
esos dos círculos. 


En los Ejercicios 45 y 46, localizar los puntos en los que la 
gráfica de la ecuación tiene recta tangente horizontal o ver- 
пса]. 


45. 25x* + 16y? + 200x — 160y + 400 = 0 


46. 4х2 + у? – 8х + 4у+4= 0 


© Trayectorias ortogonales En los Ejercicios 47-50, usar la 


calculadora para representar las gráficas de las ecuaciones y 
probar que en sus intersecciones son ortogonales. (Dos gráfi- 
cas son ortogonales en un punto de intersección si sus rectas 
tangentes en ese punto son perpendiculares entre sí.) 


47. 252 +y =6 


y? = 4х 
48. у= ү? 
2x? + 3у2 = 5 
49. х+у= 0 
х = sen у 


50. х? = 3(у – 1) 
xy – 29) = 3 


Trayectorias ortogonales Еп los Ejercicios 51 y 52, verifi- 
car que las dos familias de curvas son ortogonales, siendo С 
y K números reales. Representar en la calculadora ambas fa- 
milias para dos valores de С y dos valores de К. 


51. xy=C 
x? -у2 = К 


52. х? + у= С? 
у= Кх 


Pe 57, Consideremos la ecuación x* = 4(4x? — у?). 
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En los Ejercicios 53-56, derivar a) con respecto a x (y es una 
función de х) у b) con respecto a t (x e y son funciones de Р). 


53. 2y?-3x*=0 54. х? – Зху? + у? = 10 


55. соѕ лу – 3 ѕеплх= 1 56. 4senxcosy=1 


а) Representarla en la calculadora. 

b) Hallar y representar las cuatro rectas tangentes a la a) Círculos: x? + у= С? 
curva en y = 3. х=3у=4 C=5 

c) Calcular las coordenadas exactas del punto de in- 
tersección de las dos rectas tangentes en el primer 
cuadrante. 


58. Tomar como modelo el Ejemplo 6 para calcular dy/dx 
implícitamente para la ecuación tg y = x, y determinar 
el mayor intervalo de la forma —a < y < a en el que y es 
función derivable de x. A continuación, expresar dy/dx 
como función de x. 


59, Demostrar (Teorema 2.3) que 


с) Rectas: ax = by 
d x=v3,y=3, 
E ри] = тит: a=15,b=1 
dx y 


4 


para el caso en que n es un número racional. (Ayuda: 
Escribir у = x” en la forma у“ = х? y derivar implícita- 
mente. Supóngase que p y q son enteros, con q > 0.) 


60. Demostrar que si L es cualquier recta tangente a la cur- 


va ЕЕ + у = Je la suma de los segmentos que deter- 
mina £ sobre los dos ejes coordenados es c. 


2.6 
Ritmos relacionados 


CONTENIDO = 

Cálculo de ritmos relacionados ж 

Resolución de problemas con ritmos relacionados = Cálculo de ritmos relacionados 

Hemos aprendido a usar la regla de la cadena para hallar dy/dx implícitamente. 

Otra aplicación relevante de la regla de la cadena consiste en el cálculo de 

ritmos de cambio de dos o más variables relacionadas que están cambiando en 
el tiempo. 

A título de ejemplo, si de un depósito cónico está saliendo agua (Figu- 
ra 2.31), el volumen V, el radio r y la altura h del nivel del agua son todos 
funciones de т. Sabiendo que estas magnitudes variables están relacionadas рог 
la ecuación 


T 
V==r"h 
3” 
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а ү -——1 


FIGURA 2,21 
El volumen está relacionado con el radio 
y con la айша. 
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podemos derivar implícitamente con respecto a г obteniendo así la ecuación de 
ritmos relacionados 


av n| dh dr 
Еа ар 
d 3| \“ а 
л 2 di dr 
am p ae 
УЕ 


De ella se sigue que el ritmo de cambio de V está relacionado con los ritmos de 
cambio de A y de r. 


EJEMPLO 1 Dos ritmos de cambio relacionados 


Sean x e y dos funciones derivables relacionadas por la ecuación 
y=x +3 
Calcular dy/dx para x = 1, sabiendo que dx/dt = 2 en x = 1. 


Solución: Derivamos ambos lados con respecto a t, utilizando la regla de la 
cadena. 


y=x +3 Ecuación original 
= [у] = - [х? + 3] Derivar con respecto a £ 
2 =2x = Regla de la cadena 
Cuando x = 1 y dx/dt = 2, se tiene 
z = 2(1)02) = 4 O 


Resolución de problemas con ritmos relacionados 


En el Ejemplo 1 se daba una ecuación que relacionaba las variables x e y, y se 
pedía hallar el ritmo de cambio de y para x = 1. 


Ecuación: у=22 +3 
Ritmo dado: Л = 2 cuando x = 1 


Hallar: d 
кап = cuando х = 1 
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| Nota. En esta estrategia, es im- 
prescindible asegurarse de que el 
paso 4 no se realiza hasta que el 
paso 3 esté terminado. De lo contra- 
rio, se produciría como resultado fi- 
nal una derivada errónea. 


La derivada 


Los ejemplos restantes de esta sección exigen crear un modelo matemático a 
partir de una descripción en palabras. 


EJEMPLO 2 Ondas en un lago 


Se deja caer una piedra en un lago en calma, lo que provoca ondas y círculos. 
El radio r del círculo exterior está creciendo a un ritmo constante de 1 pie/s. 
Cuando el radio es 4 pies, ¿a qué ritmo está cambiando el área A de la región 
circular perturbada? 


Solución: Las variables r y A están relacionadas por A = ar?. El ritmo de cam- 
bio del radio r es dr/dt = 1 


Ecuación: А = п? 
а 
Ritmo dado: = 1 
dt 
dA 
Hallar: T cuando x = 4 


Con esta información, podemos proceder como en el Ejemplo 1. 


d 
— [A] = — [nr? Derivar con respecto a t 
e [лг] 

dA dr 

— = 2rr — Regla de la cadena 

dt dt 


dA 
се 21401) = 8л Sustituir dr/dt y r 


Cuando ғ = 4, el área está cambiando a razón de 8л pies cuadrados por se- 
gundo. 0 


La tabla de la página siguiente recoge una lista de ejemplos de modelos 
matemáticos que involucran ritmos de cambio. Así, el ritmo de cambio del 
primer ejemplo es la velocidad del automóvil. 
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FIGURA 2.32 
Globo en expansión, 
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Enunciado en palabras 


La velocidad de un automóvil tras una hora 
de viaje es de 50 millas/h 


Modelo matemático 


x = distancia recorrida 


dx 
— = 50 cuando ż = 1 
dt 


Se introduce agua en una piscina a razón de 
10 metros cúbicos por hora 


V = volumen de agua en la 


dV 
piscina — = 10 m*/h 
dt 


Una rueda gira a 25 revoluciones por minuto 
(1 геу = 2л radianes) 


Ө = ángulo de giro 


d0 
— = 25(2л) rad/min 
dt 


EJEMPLO 3 Inflando un globo 


Se bombea aire en el interior de un globo (Figura 2.32) a razón de 4,5 pulgadas 
cúbicas por minuto. Calcular el ritmo de cambio del radio del globo cuando el 
radio es 2 pulgadas. 


Solución: Sea V el volumen del globo y r su radio. Como el volumen está cre- 
ciendo a razón de 4,5 pulgadas cúbicas por minuto, sabemos que en el instante £ 


el ritmo de cambio del volumen es dV/dt = 2. Así pues, el problema admite la 
siguiente formulación. 


V 9 
Ritmo dado: — = – (ritmo constante) 
dt 2 
Hallar: Z cuando r=2 


Para calcular el ritmo de cambio del radio, hemos de encontrar una ecuación 
que relacione el radio r con el volumen V. 


3 


4 
V= 3 Tr Volumen de una esfera 


Por derivación implícita respecto de £ obtenemos 


dV Ах? йг ba 

— = fnr" — % 

de di епуаг con respecto ат 
dr 1 {ау | 

Ж ш а T Despejar dr/dt 


Finalmente, cuando r = 2 el ritmo de cambio del radio resulta ser 


dr 1 [9 
—=——{)д | inuto. 
e Te (5) 0,09 pulgadas por minuto O 
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FIGURA 2,33 
El avión vuela a 6 millas de altura y dista s millas de 
la estación de radar. 


FIGURA 2.34 

Una cámara de televisión, situada a ras de suelo, está 
filmando el despegue de un cohete espacial, que se 
mueve verticalmente de acuerdo con la ecuación 
s = 5002, donde s se mide en pies y t en segundos. La 
cámara dista 2.000 pies del punto de lanzamiento. 


La derivada 


Nótese que en el Ejemplo 3 el volumen está creciendo a ritmo constante, 
pero el radio cambia a ritmo variable. El hecho de que dos ritmos estén relacio- 
nados no implica que sean proporcionales. En este caso particular, el radio 
crece más y más lentamente con el paso del tiempo. ¿Ve por qué sucede así? 


EJEMPLO 4 La velocidad de un avión detectado por radar 


Un avión vuela por una trayectoria que le llevará a la vertical de una estación 
de radar, como muestra la Figura 2.33. Si s está decreciendo a razón de 400 mi- 
llas/h cuando s = 10 millas, ¿cuál es la velocidad del avión? 


Solución: Sea х la distancia horizontal al radar (Figura 2.33). Observemos que 


cuando s = 10, x = /10* — 36 = 8. 
Ritmo dado: ds/dt=-400 cuando 5 = 10 
Hallar: dx/dt cuando 5= 10 y x=8 


Podemos hallar la velocidad del avión como sigue. 


x?46?=s? Teorema de Pitágoras 
dx ds 
2x — = 2s — Derivar con respecto a t 

dt dt 

ах s{ds БЕ 
El espejar dx/dt 

dt хха 

dx 


10 
=== Ж (—400) = -500 millas por hora Sustituir s, x, y ds/dt 


Como la velocidad es -500 millas/h, la rapidez (o «velocidad» en sentido colo- 
quial) es 500 millas/h. Ц 


EJEMPLO 5 Ángulo de elevación variable 


Calcular el ritmo de cambio del ángulo de elevación 0 de la cámara de la 
Figura 2.34 diez segundos después del despegue. 


Solución: Cuando t= 10, la altura s del cohete es s = 50/2 = 50(10?) = 5.000 pies. 


Ritmo dado: ds/dt = 1001 = velocidad del cohete 


Hallar: d0/dí cuando t = 10 y у = 5.000 


De la Figura 2.34 vemos que s y 0 están relacionadas por la ecuación 
tg 0 = s/2.000. 
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FIGURA 2.36 
Ley de los cosenos: 
b =a кс - 2ac cos 8. 


Ritmos relacionados 


s 
tg 0 = — 
8 7 = 21000 
40 1 а, 
(sec? 0) — = — | 
dt 2.000 \dt j 
0 1 
= cos?0 о 
dt 2.000 


-( 2.000 | 100г 


As + 2.0002/ 2.000 


dð 2.000(100)(10) 
dt 5.000? + 2.000? 


2 
= — radianes por segundo 
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Véase Figura 2.34 

Derivar con respecto a t 
Sustituir 1007 por ds/dt 

соз 0 = 2.000/,/52 + 2.000? 
Sustituir s y £ 


Simplificar 


29 


Cuando г = 10, 0 está cambiando a razón de Ж radianes por segundo. Oo 


EJEMPLO 6 La velocidad de un pistón 


En el motor de la Figura 2.35, una varilla de 7 pulgadas está conectada a un 
cigüeñal de 3 pulgadas de radio que gira, en sentido contrario al de las agujas 
de un reloj, a 200 revoluciones por minuto. Calcular la velocidad del pistón 
cuando 0 = 7/3. 


FIGURA 2.35 
La velocidad del pistón está relacionada con el ángulo del cigileñal. 


Solución: Puesto que una revolución completa corresponde a 2л radianes, se 
sigue que 40/4: = 20007) = 400л rad/min. 


d 
Ritmo dado: Л = 4007 (ritmo constante) 


Hallar: = cuando 0 = 2 
dt 3 


Podemos usar la ley de los cosenos (Figura 2.36) para hallar una ecuación que 
relacione x con 0. 


72 = 3° + x? — 2(3)(х) cos 0 


сы ш К ГО. 
dt dt dt 


d de 
(6 cos 0 — 2x) Č = 6x sen 0 — 
dt dt 


dx 6x sen 0 d0 
dt 6 cos 0 — 2x \dt 
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Cuando Ө = 7/3, se puede hallar x así: 


72 = 32 + x? — 2(3)(х) соз = 


ю=9+0-6 (2) 
2 


0 = x? – Зх ~ 40 
0 = (х – 8)(х + 5) 


х= 8 


3 


Elegir la solución positiva 


Así pues, cuando x = 8 y 0 = 1/3 la velocidad del pistón es 


ах _ 68X/3/2) E 
dt 6(1/2)- 16 


_ 9.6007, /3 
7-13 


де —4.018 pulgadas por minuto O 


| Nota. La velocidad en el Ejemplo 6 es negativa porque x representa una distancia que 


está decreciendo. 


Ejercicios de la Sección 2.6 


En los Ejercicios 1-4, supóngase que x e y son funciones 
derivables de г y hállense los valores requeridos de dy/dt y 
dx/dt 


Ecuación Hallar Dado 
dy dx 
1. у= а) — cuando x = 4 = 
К ya ) dt dt 
d d 
b) A cuando x = 25 кш 
а а 
а а 
2. у= х? -3x а) O ando S3 кые, 
dt dt 
dx dy 
b) — cuando x= 1 —=5 
dt dt 
d dx 
3. ху=4 а) cuando x=8 2-10 
dt dt 
dx d 
b) — cuando x = 1 ЕЕЕ 
dt dt 
PEE) dy dx 
4. x?+y?=25 а) —cuandox=3,y=4 —=8 
dt dt 
dx d 
b) — cuando x= 4, y=3 D2 
dt dt 


En los Ejercicios 5-8, un punto se está moviendo sobre la 
gráfica de la función, de modo que dx/dt es 2 cm/s. Calcular 
dy/dt para los valores indicados de x. 


Función Valores de x 
5. y=x+1 а) x=-1 b) x=0 
c) x=l d) x=3 
1 
6. y= ә а) x=-2 b) х=0 
1+х 
с) x=2 4) х=10 
7 t ) д b) 2 
; =tgx a) х=—— х=—— 
СА 3 4 
с) x=0 d) x=1 
8 e by x=! 
. = sen x а) х=- ye 
У 6 4 
) п a л 
с) x=- x=- 
3 2 


Para pensar En los Ejercicios 9 y 10, usando la gráfica de 
f, a) determinar si dy/dt crece o decrece para x creciente y 
dx/dt constante, y b) decidir si dx/dt crece o decrece para y 
creciente y dy/dt constante. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


Ejercicios de la Sección 2.6 


y 10. 


Hallar el ritmo de cambio de la distancia entre el origen 
y un punto que se mueve por la gráfica de y=x? + 1 si 
dx/dt = 2 cm/s. 


Hallar el ritmo de cambio de la distancia entre el origen 
y un punto que se mueve sobre la gráfica de y = sen x si 
dx/dt = 2 cm/s. 


Área El radio r de un círculo está creciendo a razón 
de 2 cm/min. Calcular el ritmo de cambio del área 
cuando а) r = 6 cm y b) r = 24 cm. 


Área Sea A el área de un círculo de radio r variable 
con el tiempo. Si dr/dt es constante, ¿es constante 
dA/dt? Explicar la respuesta. 


Área El ángulo entre los dos lados iguales, de longi- 

tud s, de un triángulo isósceles es 0. 

a) Probar que el área del triángulo viene dada por 
А = + s? sen 0. 

b) Si está creciendo a razón de 0,5 rad/min, hallar el 
ritmo de cambio del área cuando 0 = 7/6 y cuando 
0 = 1/3. 

c) Explicar por qué el ritmo de cambio del área del 
triángulo no es constante, a pesar de que d0/dt es 
constante. 


Volumen El radio de una esfera está creciendo a ra- 

zón de 2 pulgadas/min. 

a) Calcular el ritmo de cambio del volumen cuando 
г = б y cuando r = 12 pulgadas. 

b) Explicar por qué el ritmo de cambio del área del 
triángulo no es constante, a pesar de que dr/dt es 
constante. 


Volumen Un globo esférico se hincha con gas a ra- 
zón de 500 cm*/min. ¿A qué ritmo está creciendo su 
radio cuando el radio es a) 30 cm y b) 60 cm? 


Volumen Todas las aristas de un cubo están crecien- 
do a razón de 3 cm/s. ¿A qué ritmo está creciendo el 
volumen cuando cada arista mide a) 1 cm y b) 10 cm? 


Área de la superficie Вајо las condiciones del pro- 
blema anterior, determinar el ritmo al que cambia el 
área de la superficie cuando cada arista mide a) 1 cm y 
b) 10 cm. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
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Volumen El volumen de un cono es V=4 xr? h. Cal- 
cular el ritmo de cambio del volumen si dr/dt es 2 pul- 
gadasímin y h = 3r, cuando a) r=6 y b) r = 24 pul- 
gadas. 


Volumen Por una cinta transportadora está cayendo 
arena sobre un montón de forma cónica, a razón de 
10 pies cúbicos por minuto. El diámetro de la base del 
montón es unas tres veces la altura. ¿A qué ritmo cam- 
bia la altura del montón cuando su altura es 15 pies? 


Profundidad Un depósito cónico (con el vértice aba- 
jo) mide 10 pies de anchura en su parte más alta y tiene 
12 pies de profundidad. Si se echa agua en él a razón 
de 10 pies cúbicos/min, calcular el ritmo de cambio de 
la profundidad del agua cuando la profundidad es 
$ pies. 


Profundidad Una piscina tiene 12 metros de largo, 
6 de ancho, y profundidad entre 1 y 3 m, como muestra 
la figura adjunta. Se bombea agua en ella a razón de 
0,25 m*/min y hay 1 m de agua en el extremo más pro- 
fundo. 

a) ¿Qué tanto por ciento del volumen de la piscina se 

ha llenado? 
b) ¿A qué ritmo está subiendo el nivel del agua? 


Profundidad Una artesa, con las medidas de la figu- 
ra, acaba en forma de triángulo isósceles. Si se echa 
agua en ella a razón de 2 pies cúbicos por minuto, ¿a 
qué ritmo está subiendo el nivel del agua cuando hay 
1 pie de profundidad de agua? 


jej 
2 Ме, 


Escalera deslizante Una escalera de 25 pies de longi- 

tud está apoyada sobre una pared (véase figura). Su 

base desliza por el suelo a razón de 2 pies/s. 

a) ¿A qué ritmo está bajando su extremo superior por 
la pared cuando la base dista de ella 7, 15 y 24 pies? 

b) Hallar el ritmo al que cambia el área del triángulo 
formado por la escalera, el suelo y la pared, cuan- 
do la base está a 7 pies del muro. 
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c) Calcular el ritmo de cambio del ángulo entre la 
escalera y la pared cuando la base está a 7 pies del 
muro. 


PARA MÁS INFORMACIÓN Véase el artículo 
«The Falling Ladder Paradox» de Paul Scholten y 
Andrew Simoson, en el número de enero de 1996 
en The College Mathematics Journal. 


26. 


27. 


28. 


Construcción Un obrero levanta, con ayuda de una 
soga, un tablón hasta lo alto de un edificio en construc- 
ción (véase figura). Supongamos que el otro extremo 
del tablón sigue una trayectoria perpendicular a la pa- 
red y que el obrero mueve el tablón a razón de 
0,15 m/s. ¿A qué ritmo desliza por el suelo el extremo 
cuando está a 2,5 m de la pared? 


Construcción Una polea situada en lo alto de un edi- 
ficio de 12 metros levanta una viga de la misma longi- 
tud hasta colocarla en posición vertical, como indica la 
figura. La cuerda se recoge a razón de -0,2 m/s. Calcu- 
lar los ritmos de cambio vertical y horizontal del extre- 
mo de la viga cuando y = 6. 


En 


Atraque de un velero Un velero es arrastrado hacia 
el muelle por medio de una polea situada a una altura 
de 12 pies, tal como se muestra en la figura adjunta. La 
cuerda se recoge a razón de 4 pies/s. Calcular la veloci- 
dad del velero cuando quedan 13 pies de cuerda sin 


29. 


30. 


31. 


recoger. ¿Qué ocurre con la velocidad del velero cuan- 
do se acerca mucho al muelle? 


Control de tráfico aéreo Un controlador observa dos 
aviones que vuelan en trayectorias perpendiculares 
y a la misma altura (véase figura). Uno de ellos dista 
150 millas y se mueve a 450 millas/h. El otro está a 
200 millas y se desplaza a 600 millas/h. 

a) ¿A qué ritmo decrece la distancia entre ellos? 

b) ¿De cuánto tiempo dispone el controlador para 

modificar la trayectoria de uno de ellos? 


Distancia en millas 


Control de tráfico aéreo Un avión vuela a 6 millas de 
altura y pasa exactamente por encima de una antena de 
radar (véase figura). Cuando el avión está a 10 millas 
(s = 10), el radar detecta que la distancia s está cam- 
biando a una velocidad de 240 millas/h. ¿Cuál es la 
velocidad del avión? 


6 millas В. 


Un сатро de béisbol tiene la forma de un cuadrado de 
90 pies de lado (véase figura). Un jugador que dista 
30 pies de la tercera base está corriendo a 28 pies/s. ¿A 
qué ritmo está cambiando su distancia al punto de re- 
cepción? 


32. 


33. 


34, 


35 Diseño de máquinas 


Ejercicios de la Sección 2.6 


En el campo de béisbol del ejercicio anterior, suponga- 
mos que el jugador corre desde la primera hasta la se- 
gunda base a 28 pies/s. Hallar el ritmo de cambio de su 
distancia al punto de recepción cuando el jugador se 
encuentra a 30 pies de la segunda base. 


Longitud de una sombra Un hombre de 6 pies de 

altura camina a 5 pies/s alejándose de una farola cuya 

bombilla está a 15 pies de altura sobre el suelo (véase 

figura). Cuando el hombre está a 10 pies de la base de 

la farola, 

a) ¿A qué velocidad se mueve el extremo de su som- 
bra? 

b) ¿A qué ritmo está cambiando la longitud de su 
sombra? 


Longitud de una sombra Repetir el ejercicio ante- 
rior, supuesto que ese mismo hombre camina hacia la 
farola, y que la bombilla de ésta se halla situada a 
20 pies de altura. 


Los puntos extremos de una va- 
rilla móvil de 1 m de longitud tienen coordenadas (x, 0) 
y (0, y) (véase figura). La posición del extremo que se 
apoya en el eje x viene dada por 


(0 1 лі 
x(t} = = sen — 
2 6 


donde f se mide en segundos. 

a) ¿Cuánto tarda en completar un ciclo? 

b) ¿Cuál es el punto más bajo que alcanza el otro ex- 
tremo de la varilla? 

c) Calcular la velocidad del extremo que se mueve 
por el eje y cuando el otro se halla en (4, 0). 


36. 


37. 


38. 


39, 


40. 


41. 


42. 


169 


Diseño de máquinas Repetir el ejercicio anterior 
para una función de posición x(t) = 2 sen лї. Usar el 
punto (75, 0) para la parte с). 


Evaporación А] caer, una gota esférica alcanza una 
capa de aire seco y comienza a evaporarse a un ritmo 
proporcional a su área superficial (5 = 4xr?). Probar 
que el radio de la gota decrece a ritmo constante. 


Electricidad El efecto combinado de dos resistencias 
R, y R,, conectadas en paralelo, es una resistencia R 
dada por 


11 1 


R R, R, 
donde R, R, y R, se miden en ohmios. R, y R, están 
creciendo a razón de 1 y 1,5 ohmios/s, respectivamen- 
te. ¿A qué ritmo está cambiando R cuando А, = 50 y 
К, = 75 ohmios? 


Expansión adiabática Cuando cierto gas poliatómi- 
co sufre una expansión adiabática, su presión p y su 
volumen v satisfacen la ecuación 


pv? = к 


donde К es una constante. Hallar la relación entre los 
ritmos dp/dt y dv/dt. 


Diseño de autopistas Un tramo de autopista es circu- 
lar de radio r. Con el fin de mejorar la toma de la curva, 
se construye ese tramo con un ángulo de inclinación q 
sobre la horizontal. Este ángulo satisface la ecuación 


rg tg 0 = г? 


donde v es la velocidad de los automóviles y g = 32 
pies/s? es la aceleración de la gravedad. Hallar la rela- 
ción entre los ritmos dv/dt у d0/dt. 


Ángulo de elevación Un globo asciende a 3 m/s des- 
de un punto del suelo distante 30 m de un observador. 
Calcular el ritmo de cambio del ángulo de elevación 
del globo cuando está a una altura de 30 m. 


Ángulo de elevación El pescador de la figura recoge 
hilo parUga capturar su pieza a razón de 1 pie/s. ¿A 
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43. 


44. 


45. 
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qué ritmo cambia el ángulo 0 entre el sedal y el agua 
cuando quedan sin recoger 25 m de hilo? 


Ángulo de elevación Un avión vuela a 5 millas de 
altitud, y a una velocidad de 600 millas/h, hacia un 
punto situado exactamente en la vertical de un observa- 
dor (véase figura). ¿A qué ritmo está cambiando el 
ángulo de elevación 0 cuando el ángulo es a) 0 = 30°, 
b) 0 =60° y e) 0 = 75°? 


Velocidad lineal y velocidad angular El coche pa- 
trulla de la figura, aparcado a 50 m de un largo muro, 
tiene una luz que gira a 30 revoluciones por minuto. ¿A 
qué velocidad se está moviendo la luz a lo largo del 
muro cuando el haz forma ángulos de a) 0 = 30°, 
b) 0 = 60° ус) 0 = 70°? 


Velocidad lineal y velocidad angular Una rueda de 
30 cm de radio gira a razón de 10 vueltas por segundo. 
Se pinta en ella un punto P (véase figura). 


a) Hallar dx/dt como función de 0. 


46. 


47. 


48. 


b) Representar en la calculadora la función del apar- 
tado a). 

c) ¿Cuándo es máximo el valor absoluto del ritmo de 
cambio? 

d) Calcular dx/dt cuando 0 = 30° y 0 = 60”. 


Control de vuelo Un avión vuela en aire en calma 
a una velocidad de 240 millas/h. Si asciende con un 
ángulo de 22”, calcular el ritmo al que está ganando 
altura. 


Cámara de vigilancia Una cámara de vigilancia está 
a 50 pies de altura sobre un vestíbulo de 100 pies de 
largo (véase figura). Es más fácil diseñar la cámara con 
una velocidad de rotación constante, pero en tal caso 
toma las imágenes del vestíbulo a velocidad variable. 
En consecuencia, es deseable diseñar un sistema con 
velocidad angular variable de modo tal que la veloci- 
dad de la toma a lo largo del vestíbulo sea constante. 
Hallar un modelo para el ritmo variable de rotación 
adecuado si |dx/dt| = 2 pies/s. 


ы 100 pies 


Para pensar Describir la relación entre el ritmo de 
cambio de y y el de x en los casos siguientes. Supone- 
mos que todas las variables y derivadas son positivas. 


dy dx 
а) —=3 — 
а а 
dy 
b) =x(L-=x),0<x<L 
dt d 


Aceleración En los Ejercicios 49 y 50, calcular la acelera- 
ción del objeto especificado. (Ayuda: Recordemos que si una 
variable cambia a ritmo constante su aceleración es nula.) 


49. 


50. 


| 51. 


Calcular ła aceleración del extremo superior de la esca- 
lera del Ejercicio 25 cuando su base está a 7 pies de la 
pared. 


Calcular la aceleración del velero del Ejercicio 28 
cuando hay 13 pies de soga desde el amarradero. 


Un modelo matemático La tabla recoge (en millo- 
nes) el número de mujeres solteras s y casadas m en el 
mundo laboral en EE.UU. desde 1990 hasta 1994. 
(Fuente: U.S. Bureau of Labor Statistics.) 


Ejercicios de repaso del Capítulo 2 


a) Usar regresión en la calculadora para hallar un 
modelo de la forma m(s) = as? + bs + c que ajuste 
esos datos, donde 1 es el tiempo en años, siendo 
t = 0 el año 1990. 


ат 
b) Hallar — 
dt 


c) Estimar, con ese modelo, dm/dt para t = 5 supuesto 
que el número s va a crecer a razón de 1,2 mi- 
lones. 


Ejercicios de repaso del Capítulo 2 


52. 


171 


Se deja caer una pelota desde una altura de 20 m y a 
una distancia de 12 m de una farola (véase figura). La 
sombra de la pelota se mueve a lo lago del suelo. ¿A 
qué ritmo se está moviendo la sombra 1 segundo des- 
pués de soltar la pelota? (Propuesto por Dennis Gittin- 
ger, St. Philips College, San Antonio, TX.) 


1 
| 
| 
| 
| 


20 m | @ 


En los Ejercicios 1 y 2, calcular la derivada de la función 
usando la propia definición de derivada. 


x+l 


1. foO=x4-2x+3 2. ро) = | 


3. Redacción Cada figura muestra las gráficas de una 
función y de su derivada. Identificarlas y redactar un 
breve párrafo explicando los criterios en que se ha basa- 
do la decisión. 


a) 7 b) 
| 
| 


1 


№ 4. Redacción Sea la función ДО) =x,./4-=x 
a) Representarla en la calculadora. 
b) Hallar una ecuación de la recta tangente a su gráfica 
en el punto (0, 0). 
c) Completar la tabla con ayuda de la calculadora. 


Ах | fæ + Ax) fæ Јо + Ax) - fœ) 


Ax 


d) Redactar un párrafo explicando la interpretación 
geométrica de la última columna de esa tabla. ¿Qué 
relación guarda con el resultado del apartado b)? 


En los Ejercicios 5 y 6, buscar los valores de x en los que f 
es derivable. 


5. 


РО) = (+ 1) 6. Р) = — 


En los Ejercicios 7-22, derivar cada función algebraica pro- 


puesta. 
7. Ро) = х5 – Зх? 8. fox? х712 
2х – 1 s x+l 
9. рд = E 10. fo) = 
х -1 
11 t= 2 12. Р(х) = 
. el “за А х) (зу)? 
13. ро) = -r 


ро) = 3/х® —1 
FŒ = Gr? + Т2 — 2х +3) 
FO = (52 — DU US + 5) 


172 Capítulo 2 La derivada 


1 5 
17. fœ = (+ + 3 
x 


0 
18. А(0) = ————- 
(0) (СТ? 
19 Оа а. 
i T 2—1 
6x-5 
20. = 
ш) +1 
21. fœ = 1 
ж 4 – Зх? 
22 = 
о) Зх? ~ 2x 


En los Ejercicios 23-34, derivar las funciones trigonométri- 
cas que se indican. 


23. у= 3 соѕ (Зх + 1) 
24. у= 1 ~ cos 2x + 2 cos? х 
25, у= І соѕес 2х 


26. у = соѕес Зх + ctg Зх 


х sen 2х 
27. у= - - 

2 4 

1 + sen х 
28. у= ——— 

1 – sen х 


29. у= $ ѕеп”' х – $ зеп /^х 


30. у= sec” х _ secó х 
7 5 
ЗІ. y=-xtgx 
32. у= x cos x- sen x 
sen x 
33. y=— 
x 
34. Е cos{x — 1) 
x-1 


En los Ejercicios 35-42, usar cálculo simbólico en una calcu- 
ladora para hallar la derivada de la función. Representar f y f” 
en unos mismos ejes. Describir el comportamiento de fen los 
puntos donde la derivada se hace cero. 


35. Р) =r- 1) 36. fœ) = [œ - 2) (х + 4)]? 
mis E 38. р(х) =x +1 


Хх +1 


39. fO=./1+1 Y1+1 40. 


1-х 42. 


у= „Эхх + 2)? 


41. y=tg y = 2 cosec? 5 


En los Ejercicios 43 y 44, calcular el valor de la derivada 
en el punto indicado. Comprobar el resultado en una calcu- 
ladora. 


Función Punto 
nx 
43. f(x) = cos о 6,3 
8 
44. fa)=x+ 5 (2, 4) 
х 


En los Ejercicios 45-48, calcular la segunda derivada de la 
función. 


1 
45. у= 2x? + sen 2x 46. y=- + tg х 
X 


47. f(x) = ctg x 48. y=sen?x 


“e En los Ejercicios 49 a 52, usar derivación simbólica para 


hallar la segunda derivada de la función. 
бх - 5 


50. ==> — 
8) х? +1 


52. Ах) = х/х? ~ 1 


En los Ejercicios 53-58, hallar dy/dx mediante derivación 
implícita. 


1 
49. fO = a-p? 


51. а(х) =xtgx 


53, х2 + Зху + у? = 10 54. х? + 9у2 – 4х + Зу = 0 


54. y xx y=16 
57. хеп у = y cos х 58. 


56. y? =(x- у)(х? + y) 


COS (x + у) = х 


= En los Ejercicios 59-64, hallar ecuaciones para la recta tan- 


gente y para la recta normal a la gráfica de la ecuación en el 
punto que se indica. Representar en una calculadora las grá- 
ficas de la función, de la recta tangente y de la recta normal. 


59. y=(x+3), (2,1) 60. у= (х ~ 2)2, (2,0) 
61. х2 +у2=20 (2, 4) 62. х2 - у? = 16 (5, 3) 


63. у= 5/0 – 2), (3,1) 


65. Determinar los puntos de la gráfica de f(x) = 4 х? + 
+x? = x = | еп los que la pendiente es a) —1, b) 2, 
ус) 0. 


2 
64. у=, *_. (0,0) 


> 
y? 


66. Localizar los puntos de la gráfica de f(x) = x? + 1 en los 
que la pendiente es а) –1, b) 0, y c) 1. 


67. Dibujar la gráfica de f(x) = 4 — |x — 2]. 
a) ¿Es continua f en x = 2? 


b) ¿Es derivable f en x = 2? Explicar la respuesta. 


68. 


x? +4х +2, 
10924 


Ejercicios de repaso del Capítulo 2 


Esbozar la gráfica de 


x < -2 
l1- 4x-x?, x 2-2 


a) Es continua fen x = -2? 
b) ¿Es derivable f en x = —2? Explicar la respuesta. 


En los Ejercicios 69 y 70, probar que la función satisface la 
ecuación. 


69. 


70. 


71. 


72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


Función Ecuación 


y=2senx+3cosx у”+у=0 


_ 10- cos х 


y ху +y=senx 


x 
Refrigeración La temperatura de un alimento en un 
congelador viene dada por 


700 
Е 
Т + 41+ 10 


donde t es el tiempo en horas. Hallar el ritmo de cam- 
bio de Т con respecto а г en los momentos siguientes: 


a) t=1 b) t=3 c) t=5 d) t=10 


Flujo de un fluido La velocidad v de un fluido que 
sale por un orificio situado en el fondo de un depósito 


viene dada por v =,/2gh, donde g es la aceleración de 
la gravedad (32 pies/s?) y h la profundidad de fluido en 
el depósito. Calcular el ritmo de cambio de v respecto 
de h cuando a) В = 9, y b) h = 4. (Nótese que g = +32 
pies/s?. El signo de g depende del problema concreto. 
En este caso, poner un valor negativo para g daría 
como resultado un valor imaginario para v.) 


Cuerda vibrante Al pulsar una cuerda de guitarra, vi- 


bra con una frecuencia F = 2004/7, donde F se mide 
en vibraciones por segundo y la tensión T en libras. 
Hallar el ritmo de cambio de F cuando a) T = 4, y b) 
Т = 9. 


Movimiento vertical Se deja caer una bola desde 100 
pies de altura. Un segundo más tarde, se deja caer otra 
bola desde 75 metros de altura. ¿Cuál llega antes al 
suelo? 


Movimiento vertical ¿Cuál es la mínima velocidad 
inicial requerida para que una piedra lanzada hacia 
arriba alcance la copa de un árbol de 49 pies de altura? 


Movimiento vertical Un avión suelta una bomba a 
una altitud de 14.400 pies. ¿Cuánto tardará en llegar 
al suelo? (Debido al movimiento del avión, la caída 
no es vertical, pero el tiempo es el mismo que si fuera 
vertical.) Si el avión se desplaza a 600 millas/h, ¿qué 
distancia horizontal recorre la bomba antes de llegar 
al suelo? 


77. 


78. 


79. 


81. 


82. 
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Movimiento de un proyectil Una bala sigue la tra- 

yectoria descrita por у = x — 0,02х°. 

a) Esbozar la gráfica de la trayectoria. 

b) Calcular la distancia horizontal recorrida por la 
bala. 

с) En qué valor de x alcanza la bala su máxima altu- 
ra? (Utilizar la simetría de la trayectoria.) 

d) Escribir una ecuación que describa la tasa instan- 
tánea de cambio de la altura de la bala respecto del 
cambio horizontal. Evaluar la ecuación en x = 0, 
10, 25, 30 y 50. 

e) Hallar la tasa instantánea de cambio de la altura 
cuando la bala alcanza su máxima altura. 


Un punto se mueve sobre la curva y = Е de forma tal 
que su coordenada y está variando a razón de 2 unida- 
des por segundo. ¿A qué ritmo está cambiando x para 
cada uno de estos valores: 


а) х= і b) х= 1 с) х= 4 


Вајо las condiciones del Ejercicio 78, hallar el ritmo de 
cambio de la distancia entre el origen y el punto (x, y) 
de la gráfica, para 


а) х=} b) х= 1 с) х= 4 


Movimiento de un proyectil Un proyectil lanzado 
con un ángulo de elevación de 45” sigue la trayectoria 


2 оу 
= х - — (х 
y F 


donde 0, es la velocidad inicial. 


a) Hallar la coordenada x en la que el proyectil cae al 
suelo. Usar la simetría de la trayectoria para loca- 
lizar el valor de x en el que el proyectil alcanza la 
altura máxima. 

b) ¿Cuál es el ritmo instantáneo de cambio de la altu- 
ra en el instante de máxima altura? 

c) Probar que si se dobla la velocidad inicial, tanto la 
altura máxima como el alcance horizontal se cua- 
druplican. 

d) Calcular la máxima altura y el alcance de un 
proyectil lanzado con una velocidad inicial de 
70 pies/s. Representar su trayectoria en la calcu- 
ladora. 


Cambio de profundidad La sección de una artesa de 
5 m de largo es un trapecio isósceles con base inferior 
de 2 m, base superior de 3 m y 2 m de altura. La artesa 
está recibiendo agua a razón de 1 m*/min. ¿A qué rit- 
mo está subiendo el nivel del agua cuando el agua llena 
hasta 1 m de profundidad? 


Velocidad lineal y velocidad angular Un faro, situa- 
do a 1 km de una costa rectilínea, gira a razón de 3 re- 
voluciones por minuto. ¿A cuántos km/h parece mo- 
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83. 


84. 
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verse la luz del faro para un observador que está en la 
costa, a 3 km de la perpendicular al faro? 


Movimiento de una sombra Un globo suelta un saco 
de arena cuando se encuentra a 60 m de altura. Si el 
ángulo de elevación del Sol es 30° (ver figura) calcular 
la velocidad de la sombra del saco sobre el suelo cuan- 
do el saco está a 35 m de altura. (Ayuda: La posición 
del saco viene dada por s(t) = 60 — 4,92.) 


Posición: 
s(1)=60- 4,98 | 
E 
E 


Un modelo matemático La tabla recoge las ventas V, 
en miles de millones de dólares, de vehículos deporti- 
vos en EE.UU. entre 1980 y 1994. (Fuente: National 
Sporting Goods Association.) 


Año 


Ventas 


a) Usar regresión en la calculadora para hallar un 
modelo cuadrático que ajuste esos datos, donde / 
es el tiempo en años, con £ = 0 correspondiendo al 
año 1980. 

b) Representar en la calculadora los datos y el modelo. 

c) Representar dV/dt. 


85. 


86. 


d) La tabla muestra que las ventas decrecieron desde 
1989 hasta 1991. ¿Refleja la derivada del modelo 
este descenso? Explicar la respuesta. 

e) ¿Muestra el modelo la cuantía total de ese descen- 
so de ventas? Explicar la respuesta. 

f) Determinar, utilizando derivadas, el intervalo de 
tiempo en el que las ventas crecieron más deprisa. 
Explicar la respuesta. 


Un modelo matemático La velocidad de un automó- 
vil en millas/h y su distancia de frenada aparecen en la 
tabla adjunta. 


Velocidad (x) 20 |30 | 40 | 50 | 60 


Distancia de frenada (y) 


Usar regresión en la calculadora para hallar un 
modelo cuadrático que ajuste esos datos. 

b) Representar en la calculadora los datos y el mo- 
delo. 

c) Representar dy/dx. 

d) Estimar, en ese modelo, la distancia de frenada a 
una velocidad de 65 millas/h. 

e) Utilizar las gráficas de los apartados b) у с) para 
explicar el cambio de la distancia de frenada con- 
forme aumenta la velocidad. 


La función posición de una partícula que se mueve a lo 
largo del eje x es 


х@) = 2 - 31+ 2 
рага —00 <t < 00 


a) Calcular la velocidad y la aceleración de la partí- 
сша. 

b) Determinar el intervalo o intervalos de ѓеп los que 
la partícula se mueve hacia la izquierda. 

c) Hallar la posición de la partícula cuando su veloci- 
dad es 0. 

d) Calcular su velocidad cuando la posición es 0. 


MOTIVACIÓN DEL CAPÍTULO 


Para cuando los técnicos especialistas en en- 
vases comienzan su tarea, los diseñadores ya 
han terminado la suya. Los diseñadores usan 
colores, palabras y adornos con el fin de crear 
una imagen atractiva a los ojos de los clien- 
tes. Muchos diseñadores opinan que la pre- 
sentación es tan importante como el propio 
producto, 
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Envasado: la forma óptima 


Hay mucha gente dedicada a decidir cómo presentar los envases que vemos en 
los establecimientos de venta. Los expertos eligen los materiales y las formas 
con el fin de proteger los productos a un coste razonable. 

Al igual que el material, la forma de un envase es importante a la hora de 
determinar su resistencia. Desde un punto de vista técnico, la esfera es la forma 
más fuerte, seguida por el cilindro circular. La caja rectangular viene en un 
humilde tercer lugar. Desde una perspectiva de costes, es preferible utilizar la 
menor cantidad posible de material. 

La tabla recoge las medidas de algunos envases cilíndricos de uso común 
en EE.UU. 


Producto Radio (pulg.) Altura (pulg.) Volumen (pulg.*) 
Nata líquida 1,50 6,85 48,42 
Producto de limpieza 1,45 7,50 49,54 
Café 1,95 5,20 62,12 
Piña 2,10 6,70 92,82 
Azúcar glaseado 1,63 3,60 30,05 
Sopa 1,30 3,80 20,18 
Zumo de tomate 1,95 4,40 52,56 
Levadura 1,25 3,65 17,92 


Se pueden utilizar las medidas más diversas para construir envases de un 
cierto volumen. La gráfica de la página siguiente muestra la relación entre el 
radio y el área superficial de envases de 48,4 pulgadas? de volumen. 


— 847 

27801 

EE 80+ 

в з 

29 78 

3 

3357 

sn 74 

< Б 7 
АБ. Бела р 
1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4 2,6 2,8 3,0 

Radio (en pulgadas) 

CUESTIONES 

1. Elaborar una tabla de valores de las dimensiones de un cilindro con 49,54 
pulgadas? de volumen. ¿Parece que el envase del producto de limpieza 
minimiza el área de la superficie? 

2. Supongamos que estamos diseñando un envase de crema de café con 48,42 
pulgadas* de volumen. Usar las ecuaciones que dan la superficie y el volu- 
men de un cilindro para buscar una ecuación que relacione el radio r y el 
área 5. 

S = 211? + 2nrh Área de la superficie de un cilindro circular 
У = ar?h Volumen de un cilindro circular 

3. Repetir el punto 2 рага cada uno de los envases de la tabla. Representar en 
la calculadora cada una de las ecuaciones. Determinar si el radio de cada 
uno es mayor, menor o igual que el radio «óptimo». 

4. Supongamos, puestos a preguntarnos acerca del cilindro, que quisiéramos 


hacer máxima el área de un cilindro con 49,5 pulgadas? de capacidad. 
¿Podríamos conseguirlo? Explicar la respuesta. 
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Aplicaciones de la derivada 


3.1 
Extremos en un intervalo 


CONTENIDO = 
Extremos de una función " 
Extremos relativos y números críticos « 


: | Extremos de una función 
Búsqueda de extremos en un intervalo cerrado = 


En el Cálculo se dedica mucho esfuerzo a estudiar el comportamiento de una 
función f sobre un intervalo /. ¿Tiene f un valor máximo en /? ¿Y un valor 
mínimo? ¿Dónde es creciente la función? ¿Y decreciente? En este capítulo 
aprenderemos a aprovechar las derivadas con el fin de responder cuestiones de 
“esa clase. También veremos por qué tales cuestiones son relevantes en las apli- 
caciones cotidianas. 


Una función no tiene por qué tener máximo o mínimo en un intervalo. Así, 
en la Figura 3.1a y b vemos que la función f(x) = x? + 1 tiene máximo y 
mínimo еп el intervalo cerrado [-1, 2], pero no tiene máximo en el intervalo 
abierto (-1, 2). Por su parte, la Figura 3.1c muestra que la continuidad (o la 
falta de continuidad) puede afectar a la existencia de un extremo en el intervalo. 
Esto sugiere el siguiente teorema, cuya demostración escapa al nivel de este libro. 
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a) fcontinua, [-1, 2] cerrado 


b) fcontinua, (1, 2) abierto 


с) gno es continua, [-1, 2] cerrado 


FIGURA 3.1 
Los extremos pueden producirse en puntos interiores 
del intervalo o en sus puntos terminales. 


Extremos relativos y números críticos 


En la Figura 3.2, la gráfica de f(x) = х? — Зх? tiene un máximo relativo en el 
punto (0, 0) y un mínimo relativo en el punto (2, -4). De manera coloquial se 
puede decir que un máximo relativo ocurre en una «cima» de la gráfica y un 
mínimo relativo en un «valle». Tales cimas y valles pueden aparecer de dos 
formas. Si son redondeados y suaves, la gráfica tiene en ellos tangente horizon- 
tal. Si son abruptos y angulosos, la gráfica representa una función que no es 
derivable en ese punto de cima o valle. 


El Ejemplo 1 examina las derivadas de funciones en extremos relativos 
dados. (En la Sección 3.3 abordaremos el problema de cómo localizar los ex- 
tremos relativos.) 


EJEMPLO 1 El valor de la derivada en un extremo relativo 


Calcular la derivada en cada uno de los extremos relativos que se indican en la 
Figura 3.3. 
Solución: 
a) La derivada de 
9(х2 – 3) 
fœ = — 
X 


es 


х?(18х) — (9)? – 3)(3х2) 
(3)? 


Ро) = 
1909 – х?) 


х“ 


En el punto (3, 2), el valor de la derivada es f'(3) = 0 (véase Figura 3.3a). 
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b) Enx=0, la derivada de f(x) = |x| no existe, ya que los límites laterales no 
son iguales (Figura 3.3b): 


x)- РОО x 

lím $0 = lím Аі = –1 Límite por la izquierda 
0 x-0 хэй X 

х) – РО х 
lím 0-30 = lím br = ] Límite por la derecha 
x=0 x-0 хэ0* X 
c) La derivada de f(x) = sen x es 
FIGURA 3.2 
f tiene un máximo relativo en (0, 0) РО) = cos x 


y un mínimo relativo en (2, -4). 


En el punto (7/2, 1), la derivada es f'(1/2) = cos (7/2) = 0. En el punto 
(31/2, —1), la derivada es (37/2) = cos (37/2) = 0. (véase Figura 3.3c). 

O 
Máximo 
relativo 


Nótese que en el Ejemplo 1 la derivada en los extremos relativos o es nula o 
no está definida. Los valores de x en esos puntos especiales se llaman números 
críticos. La Figura 3.4 ilustra los dos tipos de números críticos. 


ме 
>= 


/ Ос) no está definido 


Minimo 
relativo 
Jon Y 


(0 =0 Tangente 
horizontal 


(Z ' | - Máximo 
2° | relativo FIGURA 34 
c es un número crítico de f. 


ОИ О Ar 


| 
1 
E de 
| Mínimo | 3л _] 
3. relativo 12” | 
{ 
с) 
FIGURA 3.3 
En los extremos relativos, la derivada 
es cero o no está definida. Demostración: 


Caso 1: Si f no es derivable en x = c, entonces с es un número crítico de f, por 
definición, luego el teorema es válido. 


Sección 3.1 


Extremos en un intervalo 131 


Caso 2: Si fes derivable en x = c, entonces f(c) será positivo, negativo o cero. 
Supongamos que fuera positivo. En tal circunstancia, 


Fo O. y 
хэс X-C 


lo cual implica que existe un intervalo (a, b) que contiene a с y tal que 


PREM. para todo x # сеп (a, b) 
x-C 


Puesto que el cociente es positivo, los signos de numerador y denominador deben 
coincidir. Esto produce las siguientes desigualdades para valores de x en (a, b). 


Izquierda de c: x < с у f(x) < Ko f(c) no es un mínimo relativo 
Derecha de c: x > c y }(х) > (с) f(c) no es un máximo relativo 


Así pues, la hipótesis f'(c) > 0 contradice el hecho de que f(c) sea un extremo 
relativo. Suponiendo que f'(c) < 0 se llega a una contradicción análoga. Por 
tanto, sólo queda una posibilidad, a saber que f'(c) = 0, de modo que, por 
definición, c es un número crítico de f. El teorema está demostrado. 


Búsqueda de extremos en un intervalo cerrado 


El Teorema 3.2 afirma que los extremos relativos sólo pueden ocurrir en los 
números críticos de la función. A la vista de lo cual, podemos seguir esta estra- 
tegia en la búsqueda de extremos en un intervalo cerrado. 


Los próximos ejemplos enseñan a usar esta estrategia. La búsqueda de los 
números críticos es tan sólo una parte del proceso. La parte restante consiste en 
evaluar la función en los números críticos y en los puntos terminales. 


EJEMPLO 2 Búsqueda de extremos en un intervalo cerrado 


Hallar los extremos de f(x) = 3x* — 4x? en el intervalo [—1, 21. 


Solución: Antes de nada, derivamos la función. 
Fx) = 3x4 — 4x? Función original 


Р(х) = 1203 — 12x? Derivada 
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Лх) = 3х*%— 49 


FIGURA 3.5 
En el intervalo cerrado [-1, 2], f tiene su mínimo 
en (1, -1) y su máximo en (2, 16). 


Mínimo 


Ло) =2х- 3x2 


FIGURA 3.6 
En el intervalo cerrado |—1, 3], f tiene su mínimo en 
(—1, -5) y su máximo en (0, 0). 


Aplicaciones de la derivada 


Para hallar los números críticos de f hay que buscar los valores de x en los que 
f'(x) = 0 y aquellos en los que f'(x) no está definida. 


FO)= 12x? – 12x? = 0 Hacer f'(x) = 0 
12х2(х = 1) = 0 Factorizar 
х= 0,1 Números críticos 


Como f” está definida en todo x, concluimos que éstos son los únicos números 
críticos de f. Evaluando f en ellos y en los puntos terminales de [-1, 2] vemos 
que el máximo es /(2) = 16 y el mínimo es /(1) = —1, como recoge la tabla. La 
Figura 3.5 muestra la gráfica de f. 


Punto terminal 
derecho 


Número 
crítico 


Número 
crítico 


Punto terminal 
izquierdo 


РО) = 16 


Махіто 


HD = -1 


Mínimo 


o 


| Nota. En la Figura 3.5, el número crítico x = 0 по da ni máximo ni mínimo relativo. 
Lo cual significa que el recíproco del Teorema 3.2 no es verdadero. En otras palabras, 
los números críticos de una función no siempre corresponden a extremos relativos. 


EJEMPLO 3 Búsqueda de extremos en un intervalo cerrado 


Hallar los extremos de 
РО) = 2х – Зх? 
en el intervalo [-1, 3]. 


Solución: Derivando obtenemos 


; 2 (añ 1 
r0=2- =>) 


Xx 


De esa derivada se deduce que f tiene dos números críticos en el intervalo 
[1,3]. El número 1 es crítico porque f'(1) = 0, y el número 0 porque f'(0) no 
está definida. Evaluando f en esos dos puntos y en los puntos terminales del 
intervalo, concluimos que el mínimo es /(—1) = —5 y el máximo f (0) = 0, como 
muestra la Figura 3.6. 


Punto terminal 
derecho 


Número 
crítico 


Número 
crítico 


Punto terminal 
izquierdo 


1-0 =-5 | f0)=0 


Mínimo Máximo 


fa) =-1 fB)=6-3 2/9 я 0,24 
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EJEMPLO 4 Búsqueda de extremos en un intervalo cerrado 
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Hallar los extremos de 


f(x) = 2. sen х — cos 2х 


Р(х) = 2 соѕ х + 2 ѕеп 2х = 0 
2 cos х + 4 cos х ѕеп х = 0 


2(cos х)(1 + 2 sen х) = 0 


Solución: Esta función es derivable en todo х real, luego рага encontrar sus 
números críticos basta hacer f'(x) = 0. 


sen 2x = 2 cos x sen x 


Factorizar 


En el intervalo [0, 2л], el factor cos x es nulo en x= 7/2 y en x = 31/2. El factor 
(1 + 2 sen x) es cero en x = 77/6 y en x = 117/6. Evaluando f en esos cuatro 


| FIGURA 37 puntos у en los dos puntos terminales del intervalo, vemos que el máximo es 
En el imervalo cerrado 0, 2n], falcaza su valor. (9) = З y el mínimo ocurre en dos puntos f(71/6) = -3/2 y /(11л/6) = 3/2, 


mínimo en dos puntos (7/6, — 3/2) y (117/6, — 3/2), 
y su máximo en (1/2, 3). 


como indica la tabla. La gráfica de f puede verse en la Figura 3.7. 


Punto terminal | Número Número Número Número Punto terminal 
izquierdo crítico crítico crítico crítico derecho 
mes ma ada ee ea let | nas 

= – = |= 3 —|=-- — |= – = л) = ~ 
х2 6 2 [412 “6 2 
Máximo Mínimo Mínimo 
1+ ш 
O 
Ejercicios de la Sección 3.1 
En los Ejercicios 1-6, calcular el valor de la derivada (si exis- 
te) en cada extremo que se indica. 
х? nx 32 
L Р) = 5 2. f(x) = соз — 3. Д) = х +2 4. f0)=-3x./x +1 
+4 2 х? 
y 
10 | 
1 
6- 
(4, 6) Loa y 
A 
2+ 
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5. fu) = (+2) 


6. f0=4+l 


En los Ejercicios 7-12, hallar los números críticos de la función. 


7. fœ) = xx- 3) 8. g(x) =x? - 4) 
4 
9. «0/41 10. fo) = 
х? + 


11. h(x) = sen? x + cos х 
0<x< 2л 


12. f(0)=2sec0+tg0 
0<0 < 2л 


En los Ejercicios 13-26, determinar los extremos absolutos 
de la función y los valores de x donde se alcanzan. 


Función Intervalo 
13. f0)=2G -x) [=1, 2] 
14. ЈО) = ы г [0, 5] 
15. р(х) = -x? + Зх [0, 3] 
16. fœ) = х2 +2x-4 [—1, 1] 
17. ҒО) = хэ – Зх2 [-1, 3] 
18. ро) =x- 12x [0, 4] 
19. fx) = 3x7? — 2x [-1, 1] 
20. ga) =3/x El, 1] 
21. л) =4- |t- 4l [1,6] 
г 
2. 0 [-1, 1] 
23. h(s)= кеу [0, 1] 
24. һб=—— 13, 5] 
Гао 


26. f(x) = соѕес х 


25. Р(х) = соѕлх [o | 


27. Redacción Explicar por qué la función Дх) = tg x tie- 
ne un máximo en [0, 7/4] pero no en [0, л]. 


28. Escribir Escribir un breve párrafo justificando por 
qué una función continua en un intervalo abierto no 
tiene por qué alcanzar un valor máximo o mínimo. 
Ilustrar la explicación con la gráfica de alguna función. 


En los Ejercicios 29-32, deducir de la gráfica si ftiene máxi- 
mo en el intervalo abierto (a, b). 
y 


29. a) Я b) 


32. 


En los Ejercicios 33-36, localizar los extremos absolutos de 
la función (si los hay) en los intervalos que se especifican. 


Ejercicios de la Sección 3.1 


33. р(х) = 2х- 3 34. рх) =5 - х 
а) [0,2] a) [1,4] 
b) [0, 2) b) 4 
c) (0, 2] с) (1,4] 
а) (0,2) d) (1,4) 


Ps En los Ejercicios 37-40, representar fen la calculadora. De- 


terminar los extremos absolutos de la función y los valores 
de x donde ocurren dentro del intervalo indicado. 


Función Intervalo 
2x+2, О<х «1 
37. = , 0,3 
Јо) а емее (0, 3] 
2-х? = х < 
38. = í 1,5 
fo) a Pe [1, 5] 
3 
39. у(х) = —— (1, 4] 
x-1 
2 
40. у(х) = [0, 2) 
2-х 


Ао En los Ejercicios 41 y 42, usar la calculadora para a) repre- 
sentar la gráfica de f y, por derivación simbólica, aproximar 
los extremos absolutos de la función, b) hallar los números 
críticos y con ellos cualquier extremo absoluto que no esté 
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en los puntos terminales. Comparar los resultados con los del 
apartado a). 


Función Intervalo 
41. f0)=3,2x + 5x? — 3,5x [0, 1] 


42. ро) = Sx ES [0, 3] 


ЁЎ En los Ejercicios 43 y 44, usar derivación simbólica en la 


calculadora para hallar el valor máximo de |f”'(x)] en el inter- 
valo propuesto. (Este valor se usa al estimar el error de la 
regla de los trapecios, como se verá en la Sección 4.6.) 


Función Intervalo 
43. Јо) = Л + х? [0, 2] 
44. го) ==} 2 
ET) 2 


> En los Ejercicios 45 y 46, usar derivación simbólica en la 


calculadora para hallar el valor máximo de | *(х)[еп el inter- 
valo propuesto. (Este valor se usa al estimar el error de la 
regla de Simpson, como se verá en la Sección 4.6.) 


Función Intervalo 
45. f(x) = (х + 1)? [0, 2] 
1 
46. fœ) = 2 [—1, 1] 
xx +1 


47. Potencia La fórmula para la potencia Р de una bate- 
ría es Р = VI — RI? donde V es la fuerza electromagné- 
tica en voltios, А la resistencia e / la intensidad de co- 
rriente. Hallar la intensidad (medida en amperios) que 
corresponde a un valor máximo de P en una batería con 
V = 12 voltios у R = 0,5 ohmios. Supongamos que un 
fusible de 15 amperios limita la salida de corriente en 
el intervalo 0 < / < 15. ¿Aumentaría la salida de co- 
rriente si se sustituye ese fusible por otro de 20 ampe- 
rios? Explicar la respuesta. 


48. Coste de inventario Un empresario ha calculado que 


el coste С de pedido y almacenamiento de x unidades 
de un producto es 


300.000 
C=2x+ ; 
x 


1 <x < 300 


El camión de reparto sólo puede transportar 300 unida- 
des. Hallar el tamaño de pedido que minimizará el coste. 
¿Bajaría el coste si el camión se sustituyera por otro que 
puede Ilevar hasta 400 unidades? Explicar la respuesta. 
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49. 


1976 
1980 
1984 
1988 
1992 


51. 


Capítulo 3 Aplicaciones de la derivada 


Boca de riego Una boca de riego está construida de 
manera que d0/dt es constante, donde 0 varía entre 45' 
y 135° (véase figura). La distancia que el agua recorre 
horizontalmente es 


e? sen 20 л 
327 4 


X= 


donde г es la velocidad del agua. Calcular dx/dt y ex- 
plicar por qué este mecanismo no riega de manera uni- 
forma. ¿Qué parte del césped recibe más agua? 


у 


0 2 105° A 0 575° 
\ 
ўз ҮА A \ 
013524 \ у \ 9450 
2 jm д =Z 
27 1 “ү, A \ `+ 
] ya % y 
Е v E Y 
32 64 64 32 
Rango angular 45° 5 0 < 135° 


PARA MÁS INFORMACIÓN Véase el artículo 
«Design of an Oscillating Sprinkler» de Bart Braden 
en Mathematics Magazine, enero 1985. 


Un modelo matemático Los gastos de defensa, en 
porcentajes respecto del PTB entre los años 1976 y 
1995 en EE.UU. vienen recogidos en la tabla adjunta. 
«Fuente: U.S. Office of Management and Budget.) 


: (5,3%); 
(5,1%); 
: (6,2%); 
: (6,0%); 
: (5.0%), 


1977: (5,1 %); 
1981: (5,3 %); 
1985: (6,4 %); 
1989: (5,9 %); 
1993: (4,7 %); 


1978: (4,8 %); 1979: (4,8%), 
1982: (5,9 %); 1983: (6,3 %); 
1986: (6,5 9%); 1987: (6,3 %); 
1990: (5,5 %); 1991: (4,8 9%); 
1994: (4,2 %); 1995: (3,9 %); 


a) Usar regresión еп la calculadora para hallar un 
modelo de la forma y = at? + bt? + ct? + dt + e para 
esos datos. (f es el tiempo en años, con £ = 0 co- 
rrespondiendo a 1980.) 

b) Representar los datos y el modelo en la calcula- 
dora. 

c) Localizar los extremos absolutos del modelo en el 
intervalo |-4, 15]. 


Panal El área de la superficie de una celdilla en un 
panal es 


| 3з? (43 — соз 0 
5 = 6hs + 
2 ѕеп 0 
donde h y s son constantes positivas у 0 es el ángulo 
entre las paredes superiores que intersectan a la altura de 
la celda. Averiguar cl ángulo que minimiza el área 5. 


52. 


¿Verdadero o falso? 


PARA MÁS INFORMACIÓN Véase el artículo 
«The Design of Honeycombs», de Anthony L. Peressini, 
UMAP Module 502, publicado por COMAP, Inc., Suite 
210, 57 Bedford Street, Lexington, MA. 


Diseño de autopistas Una autopista debe salvar, en 
forma parabólica, un valle cuyas laderas tienen pen- 
dientes del 6 por 100 y del 9 por 100 (véase figura). 
El arco de parábola es tangente a las laderas en los 
puntos A y B. 


a) Hallar una función cuadrática y = ax? + bx + с, 
—500 < x < 500, que describa la forma de ese 
arco. 

b) Completar la tabla con las profundidades d del 
arco en los x que se indican. 


-300 | -200 | -100 


-4 


300 | 400 | 500 


с) ¿Cuál será el punto más bajo de ese tramo de auto- 
pista? ¿Cae justo encima del punto donde las lade- 
ras confluyen? 


En los Ejercicios 53-56, decidir si el 


enunciado es verdadero o falso. En caso de falsedad, explicar 
la razón o exhibir un ejemplo que la ponga de manifiesto. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


El máximo de una función continua f(x) еп un interva- 
lo cerrado puede ocurrir en dos valores de x diferentes. 


Si una función es continua en un intervalo cerrado, al- 
canza un valor mínimo en ese intervalo. 


Si x = с es un número crítico de f, también lo es de la 
función g(x) = f(x) + k, donde k es una constante. 


Si x = c es un número crítico de f, también lo es de la 
función g(x) = f(x ~ К), donde К es una constante, 


Hallar todos los números críticos de la función parte 
entera f(x) = fx]. 


Sección 3.2 


CONTENIDO = 
El teorema de Rolle " 
El teorema del valor medio = 


TEOREMA DE ROLLE 


El matemático francés Michel Rolle des: 
cubrió este: teorema en 1691. Antes de 
ese momento, sinsembargo, Rolle había" 
sido muy crítico con el Cálculo, afirman- 
do que producía resultados erróneos y 
que estaba basado.en razonamientos sin: 
fundamento, Más tarde, асабо convenci- 
do de la utilidad dei-Cálculo. 


А Махіто 
relativo 


a) fes continua en [a, b} y derivable 
en (a, Р) 


у В 
А Máximo 
relativo 


1 1 Ñ 
1 1 t 
1 1 + 
1 1 + 
1 L 1 
а с b 


b) [ез continua en [а, b] 


FIGURA 3.8 
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Teorema de Rolle y teorema del valor medio 


El Teorema de Rolle 


El teorema de los valores extremos (Sección 3.1) establece que una función 
continua en un intervalo cerrado [a, b] alcanza necesariamente un valor máxi- 
mo y un valor mínimo en él. Ahora bien, estos valores pueden producirse en los 
puntos terminales. El teorema de Rolle, llamado así en honor del matemático 
francés Michel Rolle (1652-1719), establece condiciones suficientes para ga- 
rantizar la existencia de un valor extremo en el interior de un intervalo cerrado. 


EXPLORACIÓN 
Valores extremos en un. intervalo cerrado -Marcar sobre unos ejes, en uña hoja de 
papel, los puntos (1,3) y (5, 3). Dibujara continuación la gráfica de una función qúe 


parte de (1, 3) y llega a (3,3). ¿Hay al menos un punto donde la derivada es cero? 
¿Es posible evitar que haya un punto así? Explicar la respuesta.” : 


TEOREMA 33 — TEOREMA DE ROLLE 


Sea f continua en el intervalo, сепа o la. al y derivable en el inte Т a 
abierto (a, Б). 51 : 


existe al menos un número с еп (a, b) tal que f'(c)=0.. 2 


Demostración: Sea f(a) = d = f(b). 


Caso 1: Si f(x) = d para todo x en [a, b], fes constante en ese intervalo, luego, 
por el Teorema 2.2, f'(x) = 0 en todo x de (a, b). 


Caso 2: Supongamos que f(x) > d en algún x de (a, b). Por el teorema del valor 
extremo sabemos que f alcanza un máximo en algún с del intervalo. Además, al 
ser f(c) > d, ese máximo no puede producirse en los puntos terminales. Por 
tanto, f tiene un máximo en el intervalo abierto (a, b). Eso implica que f(c) es 
un máximo relativo y, por el Teorema 3.2, с es un número crítico de f. Final- 
mente, como f es derivable en с, concluimos que f(c) = 


Caso 3: Si f(x) < d para algún x de (a, b), un argumento similar al del caso 2, 
con mínimo en lugar de máximo, lleva a la misma conclusión. 


El teorema de Rolle nos dice que si una función es continua en [a, b] y 
derivable en (a, b), y si f(a) = f(b), hay al menos un valor de x entre a y b en el 
que la gráfica de f tiene tangente horizontal, como muestra la Figura 3.84. Si se 
suprime la hipótesis de derivabilidad en el teorema de Rolle, f tiene todavía un 
número crítico en (a, b), pero quizás no tenga en él tangente horizontal. Tal 
situación se ilustra en la Figura 3.8b. 
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шар, 


70) =0 Tangente 
ES horizontal 


FIGURA 3.9 
El valor de x en el que f'(x) = 0 está entre las dos 
x-Intersecciones. 


fey=0 54 fm=0 


FIGURA 3,10 
f"(x) = 0 en más de un valor de x del intervalo (-2, 2). 


Aplicaciones de la derivada 


EJEMPLO 1 Ilustración del teorema de Rolle 


Hallar las dos x-intersecciones de 
Рох) = х? – Зх + 2 
y probar que f'(x) = 0 en algún punto intermedio. 


Solución: Nótese que f es derivable en toda la recta real. Al igualar f(x) а cero 
obtenemos 
x? -3x+2=0 Igualar f(x) a cero 
(х— (х — 2)=0 Factorizar 
Así pues, f(1) = f(2) = 0, luego el teorema de Rolle asegura la existencia de al 


menos un с en el intervalo (1, 2) tal que f'(c) = 0. Para encontrar ese с, basta 
resolver la ecuación 


Ро) = 25-3 = 0 Igualar f'(x) a cero 


y determinamos que f(x) = 0 en x = 3. Observemos que este valor de x está en 
el intervalo abierto (1, 2) (véase Figura 3.9). 


El teorema de Rolle garantiza la existencia de al menos un punto entre a y b 
donde la derivada es cero. Ahora bien, puede suceder que haya más de un 
punto que cumpla esa condición, como se ve en el próximo ejemplo. 


a 


EJEMPLO 2 Ilustración del teorema de Rolle 


Dada f(x) = x* — 2x?, hallar los valores с en el intervalo (-2, 2) en los que 


fc) = 0. 


Solución: Para empezar, notemos que la función satisface las hipótesis del teo- 
rema de Rolle. Es decir, es continua en [-2, 2] y derivable en (2, 2). Además, 
сото f(-2) = 8 = f (2), podemos concluir que existe al menos un с en (-2, 2) tal 
que f'(c) = 0. Igualando а cero la derivada, se obtiene 
РО) = 4х? -4x=0 
4х(х? — 1) = 0 
х= 0, 1, –1 


Por tanto, en el intervalo (-2, 2) la derivada es nula en tres valores distintos de 
x (véase Figura 3.10). 


189 


Teorema de Rolle y teorema del valor medio 


Sección 3.2 


FIGURA 3.11 


El teorema del valor medio 
El teorema de Rolle sirve para demostrar otro teorema importante: el teore- 


ma del valor medio. 


La ecuación de la secante de la Figura 3.12, que une los puntos 


Demostración: 


| мел (а, F(a)) у (b, F(b)) es 
_ |F) = а) aa 


y 
Pendiente de la recta tangente = / (с) 


Recta tangente 
y AO 
b-a 


Sea g(x) la diferencia entre f(x) e y. Entonces 


gw = Р(х) — y 
by – 
= f(x) - O FO Jla) (x - a) — f(a) 
- а 


FIGURA 3.12 Evaluando g en a y b se ve que g(a) = О = g(b), Además, al ser f derivable, 
también g lo es, de manera que es aplicable a g el teorema de Rolle. En conse- 
cuencia, existe algún с en (a, b) en el cual g*(c) = 0, lo cual implica que 


0 = gc) 


210 = 
= 


190 Capítulo 3 


A Recta tangente 


| (4,4) 


Recta secante 


FIGURA 3.13 
La recta tangente en (2, 3) es paralela a la secante 
que pasa por (1, 1) y (4, 4). 


Aplicaciones de la derivada 


Así pues, existe un número c en (a, b) para el cual 


Fa) 
— b-a 


fc) 


| Nota. La palabra «medio» (o promedio) en el teorema se refiere al ritmo de cambio de 
Деп el intervalo [a, b]. 


Aunque el teorema del valor medio se puede utilizar directamente para 
resolver problemas, es más eficaz como instrumento en la demostración de 
otros teoremas. De hecho, muchos opinan que se trata del teorema más impor- 
tante del Cálcule. Está relacionado con el teorema fundamental del Cálculo 
(Capítulo 4). Por el momento, los resultados enunciados en los Ejercicios 51-56 
de esta sección pueden dar una idea de su versatilidad. 

El teorema del valor medio tiene implicaciones relativas a las diversas in- 
terpretaciones de la derivada. Geométricamente, garantiza la existencia de una 
recta tangente paralela a la secante que une los puntos (a, f(a)) y (b, /(Р)), 
como muestra la Figura 3.12. El Ejemplo 3 ilustra esta interpretación geométri- 
ca del teorema del valor medio. En términos de ritmos de cambio, el teorema 
del valor medio implica que debe haber algún punto en (a, b) en el que el ritmo 
instantáneo de cambio es igual al ritmo medio de cambio en [a, b]. Esto lo 
ilustra el Ejemplo 4. 


EJEMPLO 3 Hallando una recta tangente 


Dada f(x) = 5 — (4/x), hallar todos los valores с en el intervalo (1, 4) tales que 


des CEET 
MOS = 


Solución: La pendiente de la recta secante que pasa por (1, f(1)) у (4, (4) es 


РА) Ў) _4-1_, 
bol deal 


Como f satisface las condiciones del teorema del valor medio, existe al menos 
un с en (1, 4) para el cual f(c) = 1. Resolviendo la ecuación f'(x) = 1 ob- 
tenemos 


; 4 
TO= g=] 


lo cual implica que x = +2. Por tanto, en el intervalo (1, 4) concluimos que 
с = 2, como muestra la Figura 3.13. 


EJEMPLO 4 Cálculo de un ritmo de cambio instantáneo 


Dos coches patrulla, equipados con radar, distan 5 millas en una autopista (Fi- 
gura 3.14). Un camión pasa ante el primero de ellos a 55 millas/h y cuatro 
minutos después pasa ante el segundo a 50 millas/h. Probar que el camión ha 


re—— $ millas ——————> 


t = 4 minutos t=0 


FIGURA 3.14 
En algún instante £, la velocidad instantánea es igual 
a la velocidad media en esos 4 minutos. 


Ejercicios de la Sección 3.2 


Ejercicios de la Sección 3.2 19] 


sobrepasado el límite de velocidad (= 55 millas/h) en algún lugar entre esos dos 
controles. 


Solución: Sea t = 0 el instante (en horas) en que pasa por el primer control. Por 
el segundo pasa cuando 


4 1 
t = — = — horas 
60 15 


Denotando por s(t) la distancia (en millas) recorrida рог el camión, tenemos 
que s(0) =0 y (+) = 5. En consecuencia, la velocidad media del camión en ese 
tramo de 5 millas ha sido 


s(1/15) — s(0) 


Velocidad media = 
(1/15) - 0 


5 
= 2. = 75 millas/h 


Supuesta la función posición derivable, el teorema del valor medio nos permite 
deducir que en algún instante intermedio el camión ha viajado a 75 millas/h. 


O 


Una forma alternativa útil del teorema del valor medio es la siguiente: si f 
es continua en [a, b] y derivable en (a, b), existe algún c en (a, b) en el cual 


FO) = Ра) + (Ь – af) Forma alternativa del teorema del valor medio 


| Nota. Al resolver los ejercicios de esta sección, téngase en cuenta que las funciones 
polinómicas, racionales y trigonométricas son derivables en todos los puntos de su do- 
minio. 


Para pensar Еп los Ejercicios 1 y 2, argumentar por qué En los Ejercicios 3-16, discutir si es aplicable el teorema de 
no es aplicable el teorema de Rolle, a pesar de que existen a Rolle a fen el intervalo indicado. Si es aplicable, hallar todos 


y b tales que f(a) = f(b). 


los c del intervalo en los que f'(c) = 0. 


© Función Intervalo 
L /б=1-|К—-1 2. р) = авї о a ае 
2 3. fœ) =x- 2x [0, 2] 
4 4. /о)=х?-3х+2 [1,2] 
24 
| 5. /бф=(х—-1х—2ух-3) 1,3] 
6. р(х) = (х – 3) + 1)? [-1, 3] 
7. ро) = х2 ~ 1 [-8, 8] 
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13. 


14. 


15. 


16. 


Capítulo 3 Aplicaciones de la derivada 

Función Intervalo 
Ро) =3- |x- 3] [0, 6] 

xXx- 2х - 3 
Хо) = === — [-1, 3] 

x+2 

х? -1l 
Jœ = [-1, 1] 
fŒ) = sen x [0, 2л] 
/(х) = cos x [0, 2л] 


f(x) = sen 2х 


ҒО) = сЕ 4 sen? х С z 
т 
Ро) =їрх [0, л] 


fx) = sec х 


En los Ejercicios 17-20, representar en una calculadora la 
función en el intervalo dado. Decidir si es aplicable el teore- 
ma de Rolle y, en caso afirmativo, calcular todos los c del 
intervalo en los que f'(c) = 0. 


17. 
18. 
19. 


20. 


21. 


22. 


Función Intervalo 

FO) = le] — 1 [—1, П 

Ро) =x- x [0, 1] 

f(x) = 4x ~ tg mx [-4, 2] 

O E [-1, 0] 
2 6 


Movimiento vertical La altura de una bola, г segun- 

dos después de ser lanzada hacia arriba desde una altu- 

ra de 32 m con una velocidad inicial de 48 pies/s, viene 

dada por f(t) = —161? + 48t + 32. 

a) Comprobar que f(1) = f(2). 

b) De acuerdo con el teorema de Rolle, ¿cuál debe ser 
la velocidad en algún instante del intervalo [1, 2]? 


Coste de pedido El coste de pedido y transporte de 
componentes utilizadas en un proceso de fabricación es 
aproximadamente 


( х ) 
С(х) = 101 + 
x x+3 


donde C se mide en miles de dólares y x es el tamaño 
del pedido en cientos. 
а) Verificar que C(3) = C(6). 


23. 


24. 


25. 


‚ 26, 


b) Según el teorema de Rolle, el ritmo de cambio de 
С debe ser 0 para algún tamaño del pedido еп el 
intervalo [3, 6]. Hallar este tamaño. 


Para pensar Sea f continua en [a, b] y derivable en 
(a, b). Si existe un с en (a, b} en el cual f'(c) = 0, ¿se 


`~ deduce que f(a) = f(b)? Explicar la respuesta. 


Para pensar Sea f continua en [a, b] y derivable en 
(a, b). Supongamos además que f(a) = f (b) y que с es 
un número de ese intervalo en el cual f'(c) = 0. Hallar 
un intervalo para cada función g en el que sea aplicable 
el teorema de Rolle y calcular los correspondientes nú- 
meros críticos de g (k denota una constante). 

а) а(х) = ғо) + К. 

b) во) sfa- k. 

с) а(х) =f kx). 

Razonamiento gráfico La figura muestra dos frag- 


mentos de la gráfica de una función continua y deriva- 
ble en [-10, 4]. La derivada f’ es continua asimismo. 


y 

А 

3 

(АИ: 

| 

RH ed 

34 Ns 
gS 

Re 


a) Explicar por qué f debe anularse en algún punto de 
[—10, 4]. 

b) Explicar por qué f’ tiene al menos un cero en ese 
intervalo. ¿Cómo se llaman estos ceros? 

с) Esbozar una posible gráfica de f con un cero de f’ 

en ese intervalo. 

Esbozar una posible gráfica de f con dos ceros de 

f' en ese intervalo. 

e) ¿Eran necesarias las hipótesis de continuidad de f 
y f’ para contestar los apartados a)-d)? Explicar la 
respuesta. 


Consideremos la función f(x) = 3 cos? (®) 


a) Representar en la calculadora f y f”. 

b) ¿Es continua f? ¿Y f'? 

c) ¿Es aplicable el teorema de Rolle en el intervalo 
Et, 1]? ¿Y en [1, 2]? 

Evaluar, si ello es posible, lím FO y lím FO. 


En los Ejercicios 27-34, aplicar el teorema del valor medio a 
fen el intervalo indicado. En cada caso, calcular todos los 
valores de c en (a, b) tales que 


fb) - fa) 


fose 


Ejercicios de la Sección 3.2 


Función Intervalo 
27. у(х) = х? [-2, 1] 
28. РО) =x- x- 2) Li, 1] 
29. р(х) =x [0, 1] 
30. fœ ша В 2| 
x 2 
31. Јо) = 4/2 (2, 6] 
32. fœ) = х3 [0, 11 
33. Р(х) = sen х [0, л] 
34. f(x) = 2 sen х + sen 2х [0, л] 


En los Ejercicios 35-38, соп ayuda de calculadora а) repre- 
sentar fen el intervalo indicado, b) hallar y dibujar la secante 
que une los puntos terminales de la gráfica, y c) hallar y dibu- 
jar las rectas tangentes a la gráfica paralelas a dicha secante. 


Función Intervalo 
x 
35, Р(х) = [-5, 2] 
х+ 1 
36. (х) = х – 2 sen x [ex, л] 
37. ро) =x 1, 9] 


38. f(x) = х + 4х5 + 8х2 + 5 [0, 5] 


Redacción En los Ejercicios 39 y 40, explicar por qué no 
es aplicable el teorema del valor medio a la función en ese 
intervalo. 


1 


x-3 


39. р(х) = 


40. fœ) = |е 3] 


Para pensar Еп los Ejercicios 41 y 42, esbozar Іа gráfica 
de una función f que cumpla la condición dada pero que no 
satisfaga las condiciones del teorema del valor medio en el 
intervalo [-5, 5]. 


41. fes continua en [—5, 5]. 
42. fno es continua en [—5, 5]. 


43. Movimiento vertical La altura de un objeto t segun- 

dos después de dejarlo caer desde una altura de 500 m 

es s(t) = -4,91? + 500. 

a) Calcular la velocidad media de ese objeto durante 
los 3 primeros segundos. 

b) Verificar, gracias al teorema del valor medio, que 
en algún momento de esos 3 primeros segundos 
estaba cayendo a una velocidad igual a la veloci- 
dad media antes calculada. ¿En qué instante ocu- 
rre eso? 
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44. Ventas Una empresa introduce un producto nuevo, 
del que se venden 


SM = 2м — =, 
2+t 


unidades, donde / es el tiempo en meses. 
а) Calcular el valor medio de S(£) durante el primer año. 
b) ¿En qué mes coincide S'(£) con dicho valor medio? 


45. Раға pensar Un avión inicia su despegue a las 2:00 
de la tarde para efectuar un vuelo de 2.500 millas. Lle- 
ga a su destino a las 7:30 de la tarde. Explicar por qué 
hay al menos dos momentos en los que su velocidad 
fue 400 millas/h. 


46. Para pensar Cuando un objeto se saca de un horno y 
se coloca en un ambiente de temperatura 90 °F constan- 
te, su temperatura interior es de 1.500 °F. Cinco horas 
más tarde, ha descendido hasta 390 °F. Explicar por qué 
ha de haber un momento en el que la temperatura inte- 
rior estaba decreciendo a un ritmo de 222 °F por hora. 


¿Verdadero o falso? En los Ejercicios 47-50, discutir si la 
afirmación es correcta. En caso contrario, explicar la razón o 
exhibir un ejemplo que muestre su falsedad. 


47. El teorema del valor medio es aplicable a f(x) = 1/x en 
l-1, 1]. 


48. Sila gráfica de una función tiene tres x-intersecciones, 
debe haber dos puntos al menos en los que su tangente 
sea horizontal. 


49. Sila gráfica de un polinomio tiene tres x-interseccio- 
nes, debe haber al menos dos puntos en los que su ten- 
gente es horizontal. 


50. Si f'(x) = О para todo x del dominio de f, entonces fes 
una función constante. 


51. Demostrar que si a > 0 y n es cualquier entero positivo, 
la función polinómica р(х) = x?"*1 + ax + b no puede 
tener dos raíces reales. 

52. Probar que si f'(x) = 0 para todo x en (a, b), entonces f 
es constante en [a, 2]. 


53. Sea p(x) = Ax? + Bx + С. Demostrar que en cualquier 
intervalo [a, b] el valor с cuya existencia garantiza el 
teorema del valor medio es el punto medio del intervalo. 

54. Probar que si fes derivable en (–оо, оо) у(х) = <1 
para todo х real, entonces f tiene а lo sumo un punto 
fijo. Un punto fijo de una función es un número real с 
tal que f(c) = с. 


55. Usar el resultado del Ejercicio 54 para probar que 
fœ) = 3 cos x tiene a lo sumo un punto fijo. 


56. Demostrar que [cos x — cos y} < |x ~ y| para todo x y 
para todo y. 
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CONTENIDO » 
Funciones crecientes y decrecientes = 
El criterio de la primera derivada = 


н A A | 


| Constante 
| 
Ло) | f0)=0 | /0)>0 
FIGURA 3.15 
La derivada está relacionada con la pendiente 
de la función. 


Aplicaciones de la derivada 


3.3 
Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada 


Funciones crecientes y decrecientes 


En esta sección veremos cómo usar las derivadas con el fin de clasificar los 
extremos relativos como máximos o mínimos. Comenzamos definiendo las 
funciones crecientes y decrecientes. 


Una función es creciente si, al movernos por el eje x hacia la derecha la 
gráfica asciende, y decreciente si desciende. Así, la función de la Figura 3.15 
es decreciente en (-0o, a), constante en (a, b) y creciente en (b, со). Como 
establece el próximo teorema, derivada positiva implica función creciente, de- 
rivada negativa implica función decreciente, y derivada nula en todo un inter- 
valo implica función constante sobre ese intervalo. 


| Nota. Las conclusiones de los dos 
primeros casos del Teorema 3.5 
mantienen su validez incluso si 
f'(x) = 0 en un número finito de va- 
lores x en (a, b). 


Demostración: Para demostrar el primer caso, supongamos que f'(x) > 0 para 
todo х del intervalo (a, b) y sean x, < x, dos puntos arbitrarios del intervalo. 
Por el teorema del valor medio, sabemos que existe algún c tal que х; < с 
< х,у 


Јо) - б) 


х= Ху 


Ро = 
Сото (с) > 0 у х, — x, > 0, sabemos que 
Ро) - Роу) > 0 
de donde se deduce que f(x,) < f(x). Así pues, f ез creciente en el intervalo. 


El segundo caso se demuestra de manera análoga (véase Ejercicio 69), y el 
tercero en el Ejercicio 52 de la Sección 3.2. O 


b) No estrictamente monótona 


Sección 3.3 


FIGURA 3.16 


FIGURA 3.17 


Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada 
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EJEMPLO 1 Intervalos de crecimiento o decrecimiento 


Hallar los intervalos abiertos en los que 
3 
3 2 
х) = х - х 
Fl 5 
es creciente o decreciente. 


Solución: Nótese que fes continua en toda la recta real. Con el fin de hallar los 
números críticos de f, igualamos a cero su derivada. 


Р(х) = 3х2 – Зх = 0 
30)(х = 1) = 0 
х = 0,1 


Hacer (х) = 0. 
Factorizar 
Números críticos 


Como f” está definida en todos los puntos, los únicos números críticos son x = 0 
y х = 1. La tabla recoge valores prueba en los intervalos determinados por 
ellos. 


Intervalo =0<x<0 O<x<l l<x<oc 
| 
Valor prueba x=-1 х= x=2 
==] 
Signo de f(x) FED=6>0 fO=-3i<0 Р) =6> 0 
Conclusión Creciente Decreciente Creciente 


Así pues, f es creciente en (co, 0) y (1, оо) y decreciente en (0,1), como 
confirma la Figura 3.16. 0 


El Ejemplo 1 enseña cómo buscar los intervalos donde una función es cre- 
ciente o decreciente. Sus pasos se enuncian en la siguiente estrategia. 
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Minimo 
relativo 


FIGURA 3.18 
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Una función es estrictamente monótona en un intervalo si es creciente о 
decreciente en todo el intervalo. Por ejemplo, f(x) = x? es estrictamente monó- 
tona en toda la recta real, ya que es creciente en todos sus puntos (Figura 3.174). 
La función de la Figura 3.17b no es estrictamente monótona en toda la recta 
real, ya que es constante en el intervalo [0, 1]. 


El criterio de la primera derivada 


Una vez conocidos los intervalos de crecimiento o decrecimiento, es fácil loca- 
lizar los extremos relativos de la función. Así, en la Figura 3.18 del Ejemplo 1, 
la función 


Ро) = х? – e 


tiene un máximo relativo en el punto (0, 0) porque es creciente inmediatamente 
a la izquierda de x = O y decreciente inmediatamente a la derecha. Análoga- 
mente, f tiene un mínimo relativo en el punto (1, – 2) porque f es decreciente 
inmediatamente a la izquierda de x = 1 y creciente inmediatamente a su dere- 
cha. El próximo teorema enuncia de modo explícito esta observación. 


Го)>0 Ро)>0 Го) <0 


Mínimo relativo 


(+) 


Fl>0 Ро)>0 Го) <0 Гео) <0 


No hay máximo relativo ni minimo relativo 


у EN 
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Demostración: Supongamos que f'(x) cambia de negativa a positiva еп с. Enton- 
ces existen a y b en / tales que 


f'(x) < 0 para todo x en (a, с) 


f'(x) > 0 para todo x en (с, b) 


Por el Teorema 3.5, f decrece en (a, c) y crece en (c, b). Por tanto, /(с) es un 
mínimo de fen el intervalo abierto (a, b) y, por consiguiente, un mínimo relati- 
vo de f. El segundo caso se demuestra de forma similar (véase Ejercicio 70). 


0 
EJEMPLO 2 Aplicación del criterio de la primera derivada 


Hallar los extremos relativos de la función f(x) = 4x — sen x en el intervalo (0, 2л). 


Solución: Nótese que f es continua en el intervalo (0, 27). Para encontrar los 
números críticos de f igualamos а 0 la derivada. 


1 
FO) = 5 — с05 х = 0 Hacer f(x) = 0 
1 
COS X= 
2 
п 5 
х=, Números críticos 


33 
Puesto que no hay puntos en los que f’ no esté definida, los únicos números 


críticos son x = 7/3 y x = 57/3. La tabla presenta valores prueba en cada uno de 
los intervalos determinados en la recta real por esos valores. 


5 5 
Intervalo O<x<l E a A 
3 3 3 3 
п Tr 
Valor prueba x=- XER х=— 
4 4 
ее ————————-є————.——————————— 
Máximo Signo de f'(x) г{®\<о fm)>0 fa 
relativo 4 4 
Conclusión Decreciente Creciente Decreciente 


Aplicando el criterio de la primera derivada llegamos a la conclusión de que f 
tiene un mínimo relativo en 


n 
SN ал 5л х= Valor de х рага el mínimo relativo 

SL Minimo 3 3 3 

relativo 

un máximo relativo en 
FIGURA 3,19 Y 

Un mínimo relativo ocurre cuando f cambia 5л Е р 

de decreciente a creciente. Un máximo relativo se 58 3 Valor de x рага el máximo relativo 


produce, a su vez, donde f cambia de creciente 
a decreciente. como muestra la Figura 3.19. 
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у = (?-4}?% 


Minimo 
relativo 


: Máximo 
T relativo 


- (0, М6) 


bdo ь a Dl 
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Mínimo 
relativo 


FIGURA 3.20 


El criterio de la primera derivada es útil para localizar 


extremos relativos. 
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EXPLORACIÓN 
Comparación de las técnicas gráficas y analíticas ` En la Sección 3.2 apuntamos 
que, por sí misma, una calculadora puede dar información gráfica engañosa sobre 
los extremos relativos, Utilizada conjuntamente con un estudio analítico ofrece, sin 
embargo, una vía eficaz de corroborar nuestras conclusiones. Representar en la 
“calculadora la gráfica del Ejemplo 2. Usar a continuación. el тоот para estimar 
los.extremos relativos. Соне son de precisas las apròximaciones gráficas obte- 
nidas?. 


Las funciones de los Ejemplos 1 y 2 eran derivables en toda la recta real. Para 
tales funciones, los únicos números críticos son aquellos en que f(x) = 0. El 
Ejemplo 3 presenta una función que posee los dos tipos de números críticos: 
unos con f(x) = 0 y otros en los que f'(x) no está definida. 


EJEMPLO 3 Aplicando el criterio de la primera derivada 


Hallar los extremos relativos de 


ро) = (02 – 4) 


Solución: Observemos que f es continua en toda la recta real. Su derivada 


fa) = 0° - 4) P) 


Regla general de las potencias 


SES) 
~ 


4x 
= — Simplificar 


З(х2 – 4)!5 


es cero еп х = 0 y no está definida en x = 2. Así pues, los números críticos son 
x=-2,x=0yx=2. La tabla recoge valores prueba en cada intervalo determi- 
nado por ellos. 


o 
Intervalo -0 <x<-2| -2<x<0 0<х<2 2<x< © 

aa х= -3 К x=-l х=] т х= 3 
Signo de f'(x) /'С3)<0 А0 >0 FO<0O F)>0 

cagon Decreciente Creciente Decreciente Creciente 


El criterio de la primera derivada asegura que f tiene un mínimo relativo en el 


punto (2, 0), un máximo relativo en el punto (0, 3/16) y Otro mínimo relativo 
en el punto (2, 0), como confirma la Figura 3.20. 
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Айса es incorrecta? 


Al usar el criterio de la primera derivada hay que tener cuidado con el 
dominio de la función. Por ejemplo, en los próximos ejemplos la función 


Р х* +1 
учуш у= 


no está definida en х = O. Este valor de x debe usarse junto con los números 
críticos a la hora de determinar los intervalos prueba. 


EJEMPLO 4 Aplicación del criterio de la primera derivada 


А х* + 1 
Hallar los extremos relativos de f(x) = > 
х 
Solución: 
fo=x+x ? Reescribir 
ГО) = 2x- 2x7? Derivar 
> 2, 
= 2x- — 
= 
2(х° — 1) 
AA Simplificar 
х 
_ 20? + 1)(х — 1) +1) 


3 Factorizar 
X 
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(l, 2) (1, 2) 
Minimo 1 Г Minimo 
relativo | relativo 
OS 
-2 -l ! 1 2 3 


FIGURA 3.22 

Los valores de x donde f no está definida, junto con 
los números críticos, determinan los intervalos 
prueba de f’. 
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Así pues, f'(x) es cero en x = +1. Además, сото х = 0 no está en el dominio de 
J. hay que añadir este valor a los números críticos para delimitar los intervalos 
prueba. 


+ 
aE 


x= Números críticos, f (+1) = 0 
x= 


0 0 no está еп el dominio de f 


La tabla resume valores prueba en los intervalos determinados por esos nú- 
meros. 


Intervalo 


Aplicando el criterio de la primera derivada concluimos que ftiene un mínimo 
relativo еп el punto (-1, 2) y otro en (1, 2), como muestra la Figura 3.22. 


O 


Valor de prueba 


Signo de f(x) 70 >0 РО) <0 РО) > 0 


Conclusión Creciente Decreciente Creciente 


EJEMPLO 5 Trayectoria de un proyectil 


Despreciando la resistencia del aire, la trayectoria de un proyectil lanzado con 
ángulo 0 es 


_ g вес20 


= 0<0S< 
Ў 2р6 


x? + (tg Ox + h, 


N|a 


donde y es la altura, x la distancia horizontal, g la aceleración de la gravedad, 
00 la velocidad inicial y Л la altura inicial. (Esta ecuación se deduce en la 
Sección 11.3.) Sean g = -32 pies/s?, vo = 24 pies/s y h = 9 pies. ¿Para qué valor 
de 0 se logra el máximo alcance horizontal? 


Solución: Para calcular la distancia recorrida por el proyectil hacemos у = 0 y 
usamos la fórmula cuadrática para despejar x. 
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вес20 
усл? +(шбх+й=0 
00 
-32 вес20 
ог х? + (8 0x+9=0 
2 


sec 


0 
36 x + (tg0x+9=0 


_ -tg 0+, /tg? 0 + sec? 0 


=sec? 0/18 
x= 18 cos Ө(ѕеп 0 + ./sen? + 1), x>0 


Ahora deseamos encontrar el valor de 0 que produce el máximo valor de x. 
Aplicar el criterio de la primera derivada sería engorroso. La calculadora per- 
mite resolver la ecuación dx/d0 = О sin dificultad. El resultado es que ese máxi- 
mo ocurre para 


Xx 


0 = 0,61548 radianes, o sea 35,32 


Esta conclusión queda confirmada esbozando las gráficas de varias trayecto- 
rias para distintos valores del ángulo 0, como muestra la Figura 3,23. De las 
tres dibujadas es claro que el mayor alcance se consigue para 0 = 35°. 


5 10 15 20 25 


FIGURA 3.23 
Trayectoria de un proyectil con ángulo inicial 6. 


Ejercicios de la Sección 3.3 


En los Ejercicios 1-6, identificar los intervalos abiertos en 
los que la función es creciente o decreciente. 


І. f0)=x?-6x+8 2. у= -(х+ 1) 3. 4. fx) = х — 22 
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En los Ejercicios 7-20, hallar los números críticos de f, si los 
hay, los intervalos abiertos de crecimiento o decrecimiento 
de la función algebraica y localizar los extremos relativos. 


7. Ро) = 202 + 45 +3 
8. о) = х2 + 80+ 10 

9. Ро) =x- бх 
10. (х) = (х- DU + 2) 
11.. рО) = 285 + 3х2 — 12x 
12. ү) = (х 3) 


x5 Sx 


13. РО) = z 


14. f) =x- 32x +4 
15. fœ = х3 +1 

16. Г) = х?Ї%(х- 5) 
17. ро) = 5 - р 5] 
18. Ро) = |+ 3-1 


2 


19. у(х) = 


х2 - 9 


х +3 


20. f(x) = 


х? 


“ En los Ejercicios 21-28, hallar los intervalos abiertos en los 


que la función es creciente o decreciente y localizar los ex- 
tremos relativos. Comprobar los resultados representando las 
gráficas en la calculadora. 


21. fœ) =x? – бх? + 15 22. fa) = х* — 20) 
23. Ро) = (х ~ 1) 24. fœ) = (х - 0) 
1 i x 
25. (х) =x+- 26. fœ = 
х х +1 
х®—2х+1 x-3x-4 
27. у(х) = — 28. f(x) = — 
Хх +1 x-2 


Ке En los Ejercicios 29-32, considérese la función trigonométri- 


ca dada sobre el intervalo (0, 2л). Hallar los intervalos abier- 
tos en los que la función es creciente o decreciente y locali- 
zar los extremos relativos. Comprobar los resultados 
representando las gráficas en la calculadora. 


29.: (х) = > + COS x 30. у(х) = sen x cos х 


cos x 
31. f(x) = sen? x + sen х 32. Р(х) = 


1 + sen? х 


' En los Ejercicios 33-36, a) usar derivación simbólica en la 


calculadora para derivar f, b) dibujar las gráficas de f y f' en 
unos mismos ejes en ese intervalo, c) hallar los números crí- 
ticos de fen el intervalo abierto, y d) hallar los intervalos en 
los que f” es positiva y en los que es negativa. Comparar el 
comportamiento de f y el signo de f”. 


Función Intervalo 
33. f(x) = 2х,/9 = ? [=3, 3] 
34. ро) = 1005 – 4/2 - 3x + 16) [0,5] 
35. р(х) = г sent [0, 27] 
36. уо + cos > [0, 4л] 
2 2 


Para pensar En los Ejercicios 37-42, suponemos que f es 
derivable en todo x. El signo de f’ es como sigue: 


Ро) > О en (oo, -4) 


Ро) < 0 en (—4, 6) 
Ро) > О en (6, оо) 


Colocar la desigualdad apropiada para el valor de c que se 
especifica. 


Función Signo de gc) 
37. во) = РО) +5 8'00) 0 
38. а(х) = 3f(x) - 3 ¿5.20 
39. в(х) =-$0) 86-6) 0 
40. ga) = (х) 8'(0) 0 
41. а(х) = (х – 10) 2'(0) 0 


42. во) = 50-10) ge 0 
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Para pensar En los Ejercicios 43-48, se muestra una fun- 
ción f. Dibujar la gráfica de f”. 


43. 


45. 


47. 


49. 


50. 


51. 


44. 


Para pensar Esbozar la gráfica de una función f tal 
que 


>0, х<4 
РО) | no definido, х=4 
< 0, x>4 


Para pensar Una función derivable ftiene un número 
crítico en x = 5. Identificar los extremos relativos de f 
en ese punto, sabiendo que f'(4) = -2,5 y F'(6) = 3. 


Para pensar La función fes derivable en el intervalo 
[—1, 1]. La tabla da los valores de f’ en ciertos valores 
de x. Esbozar la gráfica de f, aproximar sus números 
críticos e identificar sus extremos relativos. 


ү {о йкы: ) 

x -1 | -0,75 | -0,50 | -0,15 
m} pee 

FS) -10 | -3,2 | -0,5 0,8 
1 


52. 


55. 
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Una bola que rueda Se coloca una bola en un plano 

inclinado, de ángulo de inclinación 0, y comienza a ro- 

dar. La distancia (en metros) recorrida por la bola en г 

segundos es (7) = 4,9 (sen O). 

a) Determinar la velocidad de la bola. 

b) ¿Qué valor de 0 produce la máxima velocidad en 
un instante concreto? 


Estudio numérico, gráfico y analítico Consideremos 

las funciones f(x) = x у р(х) = sen x en el intervalo 

(0, л). 

а) Completar la tabla y formular una conjetura sobre 
cuál de las funciones es mayor en el intervalo 
(0, л). 


b) Representar en una calculadora las gráficas y for- 
mular, a la vista de ellas, una conjetura acerca de 
qué función es mayor en (0, 7). 

с) Probar que f(x) > g(x) en (0, л). [Ayuda: Demos- 
trar que h'(x) > 0, donde h =f — g.] 


Estudio numérico, gráfico y analítico La concentra- 
ción С de un fármaco en el flujo sanguíneo f horas des- 
pués de ser inyectado por vía intramuscular es 


z 31 
727 +15 


а) Completar la tabla y estimar el momento en el que 
C es máxima. 


b) Representar en la calculadora la función C) y 
usar la gráfica para aproximar el tiempo en el que 
la concentración es máxima. 

c) Determinar analíticamente, utilizando el Cálculo, 
ese momento. 


Contracción de la tráquea А1 estornudar, la tráquea 
se contrae, lo cual afecta a la velocidad v del aire que 
pasa por ella. Supongamos que la velocidad del aire 
durante un estornudo es 


Pr 58, 


Mu 59, 
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о= КК - r, O<r<R 


donde k es una constante, А el radio normal de la trá- 
quea y r el radio durante el estornudo. ¿Qué radio pro- 
duce la máxima velocidad del aire? 


56. Beneficios El beneficio P (en dólares) de un restau- 
rante de comida rápida al vender x hamburguesas viene 


dado por 


P=2,44x — 


8 5.000, 0 < x < 35.000 


Hallar los intervalos abiertos en los que P es creciente 
o decreciente. 


57. Potencia La potencia eléctrica (en vatios) en un cir- 
cuito de corriente continua con dos resistencias К, y 


R,, conectadas en serie, es 


_ VRR, 
AR, + В)? 


donde v ез el voltaje. Si v y R, se mantienen constantes, 
¿qué resistencia R, produce la máxima potencia? 


Resistencia eléctrica La resistencia de cierto tipo de 
material es 


R=,/0,0017* — 4T + 100 


donde R se mide en ohmios y la temperatura T en gra- 

dos Celsius. 

a) Calcular, usando derivación simbólica, dR/dT y 
los números críticos de la función. Determinar la 
resistencia mínima para ese tipo de material. 

b) Representar en la calculadora la gráfica de R y 
usar esa gráfica para estimar la resistencia mínima 
de ese material. 


Un modelo matemático El número (en miles) de 
quiebras en EE.UU. durante los años 1981 a 1994 que- 
da recogido en la tabla. 


1981; 360,3; 
1985: 364,5; 
1989: 643,0; 
1993: 918,7; 


1982: 367,9; 1983: 374,7; 1984: 344,3; 
1986: 477,9; 1987: 561,3; 1988: 594,6 
1990: 725,5; 1991: 880,4; 1992: 972,5 
1994: 845,3 


(Fuente: Administrative Office of the U.S. Courts.) 


60. 


a) Usar regresión en la calculadora para establecer 
un modelo del tipo 


В= аё + Ы + с? +dt+e 


que ajuste esos datos. (Tomar / = 1 como 1981.) 
b) Representar en la calculadora los datos y el mo- 
delo. 
c) Hallar analíticamente el máximo del modelo y 
compararlo con el resultado de los datos reales. 


Representar en la calculadora f(x) = 2 sen 3x + 4 cos Зх. 
Calcular el máximo valor de f. ¿Cómo se podría esti- 
mar ese valor máximo mediante el Cálculo? 


Funciones polinómicas 
una función polinómica 


En los Ejercicios 61-64, encontrar 


1 2 
++ + aX? + ах + do 


Јо) = ах" + 4,0 
que tenga sólo los extremos especificados. a) Determinar el 
grado mínimo de la función y formular los criterios utiliza- 
dos para hallarlo, b) Utlizando el hecho de que las coordena- 
das de los extremos son puntos solución de la función y que 
las coordenadas x son números críticos, dar un sistema de 
ecuaciones lineales cuya solución proporcione los соећсіеп- 
tes de la función requerida. c) Usar la calculadora para resol- 
ver ese sistema y hallar la función. d) Confirmar los resulta- 
dos gráficamente en la calculadora. 


61. Mínimo relativo: (0, 0); Máximo relativo: (2, 2) 


62. Mínimo relativo: (0, 0); Máximo relativo: (4, 1.000) 
63. Mínimos relativos: (0, 0), (4, 0); Máximo relativo: (2, 4) 
64. Mínimo relativo: (1, 2); Máximos relativos: (—1, 4), (3, 4) 


¿Verdadero o falso? Еп los Ejercicios 65-68, discutir si la 
afirmación es correcta. Si no lo es, explicar por qué o exhibir 
un ejemplo que muestre su falsedad. 


65. La suma de dos funciones crecientes es creciente. 

66. El producto de dos funciones crecientes es creciente. 

67. Todo polinomio de grado n tiene n — 1 números crí- 
ticos. 

68. Un polinomio de grado п tiene a lo sumo n — 1 números 
críticos. 

69. Demostrar el segundo caso del Teorema 3.5. 

70. Demostrar el segundo caso del Teorema 3.6. 

71. Sean х > 0 y п > 1 dos números reales. Probar que 


d +x > 1 +nx. 
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z] 3.4 
CONTENIDO = ~] Concavidad y el criterio de la segunda derivada 
Concavidad = 
Puntos de inflexión = Concavidad 


El criterio de la segunda derivada = 


Ya hemos visto que el conocimiento de los intervalos en que una función es 
creciente о decreciente ayuda a describir su gráfica. Ahora aprenderemos que 
los intervalos en los que f” crece o decrece ayudan a saber dónde se curva hacia 
arriba o hacia abajo la gráfica de f. 


айса de fes cóncava hacia 
сауа hacia abajo en Z sif” 


La interpretación gráfica de la concavidad que presentamos a continuación 
es muy útil (véase en el apéndice la demostración de estos resultados). 


1. Sea fderivable en с. Si la gráfica de fes cóncava hacia arriba en (с, f(c)), 
la gráfica queda por encima de la recta tangente еп (с, f(c)) en algún 
intervalo abierto que contiene a c (véase Figura 3.24a). 

2. Sea fderivable en c. Si la gráfica de fes cóncava hacia abajo en (с, f(e)), 
la gráfica queda por debajo de la recta tangente en (c, f(c)) en algún 
intervalo abierto que contiene a c (véase Figura 3.24b). 
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Cóncava m=0 
hacia abajo 
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Cóncava 
hacia arriba 


ыры EE 95 


ХС e ыу 


oea, 10-0 
f’ es decreciente J'es creciente 


FIGURA 3.25 
La concavidad de f está relacionada 
con la pendiente de f'. 
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Cóncava hacia arriba, 
f' es creciente 


se E 


| Cóncava hacia abajo, 
| S'es decreciente 

| 

| 


a) La gráfica de f queda por encima b) La gráfica de f queda por debajo 
de su recta tangente de su recta tangente 


FIGURA 3.24 


Para hallar los intervalos abiertos en los que la gráfica es cóncava hacia 
arriba o cóncava hacia abajo, necesitamos conocer los intervalos en los que f’ 
es creciente o decreciente. Por ejemplo, la gráfica de 


eto 
ча 


es cóncava hacia abajo еп (оо, 0) porque f(x) = x? — 1 es decreciente allí 
(véase Figura 3.25). Análogamente, la gráfica de fes cóncava hacia arriba en 
(0, оо) porque f’ es creciente en ese intervalo. 

El próximo teorema enseña cómo usar la segunda derivada con el fin de 
determinar los intervalos sobre los cuales la gráfica es cóncava hacia arriba o 
cóncava hacia abajo. Su demostración se sigue directamente del Teorema 3.5 y 
de la definición de concavidad. 


TEOREMA, 


| Nota. Un tercer caso podría ser f(x) = 0 para todo x en /, de modo que f sería lineal. 
Nótese, sin embargo, que la concavidad no está definida para una recta. En otras pala- 
bras, una recta no es cóncava hacia arriba ni tampoco cóncava hacia abajo. 


Para aplicar este teorema, hay que localizar los х en los que f”(x) = 0 o en 
los que f(x) no esté definida. Finalmente, ensayar el signo de f(x) en cada 
uno de los intervalos prueba. 


EJEMPLO 1 Investigando la concavidad 


Determinar los intervalos abiertos en los que la gráfica de 
fœ = бх? + 3) * 


es cóncava hacia arriba o cóncava hacia abajo. 
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Fy>0 F9>0 
Cóncava Cóncava 
hacia arriba hacia arriba 


| hacia abajo 
ap ү = оаа ьа Ар 
2 -1 | 1 2 
| 
ЕЕ; 
FIGURA 3.26 


Del signo de f” podemos deducir la concavidad 
de la gráfica de f. 


Concavidad y el criterio de la segunda derivada 


Solución: 


continuación, hallemos la segunda derivada de f. 


SF) = 647 +3)! 
F = 6)? + 3) 2025) 
-12x 
7 02 + 3)? 


(х? + 3)2(-12) - CLIO)? + 3)(2х) 


PO) = 


3602 — 1) 
(2 + 3)3 


(х2 + 3) 
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Observemos, antes de nada, que f es continua en toda la recta real. A 


Función original 


Primera derivada 


Segunda derivada 


Сото f(x) = 0 en x = +1 y f(x) está definida en toda la recta real, hemos de 
ensayar valores de f” en los intervalos (-00, —1), y 1, осо). Los resultados 
aparecen en la tabla y en la Figura 3.26. 


Intervalo -00 <x<-l -1<х<1 l <х< о 

=] 

+ 

Valor prueba x=-2 x=0 х= 2 

= 4 
Signo de f(x) FO)>0 700) <0 70) > 0 

== ы 

Conclusión Cóncava hacia arriba | Cóncava hacia abajo | Cóncava hacia arriba 


La función del Ejemplo 1 es continua en toda la recta real. Si hubiera valo- 
res de x donde la función no fuera continua, habría que añadirlos a los x que 
cumplen f(x) = 0 a la hora de delimitar los intervalos prueba. 


EJEMPLO 2 Investigando la concavidad 


Hallar los intervalos abiertos en los que la gráfica de 


х +] 


Fa) = 


х= 


Función original 


4 


es cóncava hacia arriba o hacia abajo. 


Solución: 
a 02 ~ 4)(2х) — (х2 + 1)(2х) 
РО) = с: ) 
_ —10х 
(х2 – 4)? 
FU = (х2 — 49210) — (-10х)(2)2 – 4)0x) 


_ 10(3x? + 4) 


(х2 – 4) 


Primera derivada 


Segunda derivada 
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y No hay puntos en los que f(x) = 0, pero en x = +2 la función no es continua, 
Cóncava. así que hemos de investigar la concavidad en los intervalos (00, -2), (-2, 2) 
hacia arriba АС; : 

у (2, оо), como muestra la tabla. La gráfica aparece еп la Figura 3.27. 


Cóncava 
hacia arriba 


шс 
, Intervalo -0 <х< -2 =2<х<2 2<х< о 
ан 
: Valor prueba х==3 х= 0 х= 3 
CET == 
4 i 5 
Signo de f(x) /"С3) > 0 FUO0<0 (3) >90 
E 
Conclusión Cóncava hacia arriba | Cóncava hacia abajo | Cóncava hacia arriba 
Cóncava 
hacia abajo 


- — FIGURA3.27 5 
Puntos de inflexión 


La gráfica de la Figura 3.26 no tiene puntos en los que la concavidad cambia de 
sentido. Si en un punto así existe recta tangente, se dice que es un punto de 
inflexión. La Figura 3.28 muestra tres tipos diferentes de puntos de inflexión. 
Nótese que una gráfica cruza la recta tangente en un punto de inflexión. 


; ; | 
| | Сопсауа | 
| Сопсауа | hacia arriba | Сопсауа 
hacia | | hacia abajo 
arriba hacia | | 
abajo Ay | 
! | Сопсауа 
Cóncava | hacia 
| hacia abajo | arriba 
a И o ЕЧ A кше 
FIGURA 3.28 
La concavidad de f cambia en un punto de inflexión. 


Para localizar los posibles puntos de inflexión basta determinar los valores 
de x donde f” (x) =0 y aquellos en que f(x) no está definida. El procedimiento 
es, por tanto, análogo al empleado para buscar los extremos de f. 


EJEMPLO 3 Búsqueda de los puntos de inflexión 


Hallar los puntos de inflexión y discutir la concavidad de la gráfica de 


Ро) = xt – 4х5 Función original 
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Solución: Derivando dos veces se obtiene 


FO) = 4х? — 12x? Primera derivada 


РО) = 121? — 24x = 12x(x - 2) Segunda derivada 


Puntos de 
inflexión 


Los posibles puntos de inflexión pueden ocurrir en х = 0 y en х = 2. Probando 
en los intervalos limitados por esos puntos, concluimos que ambos son puntos 
de inflexión. La tabla recoge los valores prueba y la Figura 3.29 muestra la 
gráfica de f. 


РА т y Intervalo -0 <х<0 О<х<2 2<х< 0 
Cóncava Cóncava Cóncava 
hacia arriba hacia abajo hacia arriba 1 
Valor prueba x=-] х= 1 ж=З 
FIGURA 3.29 
Los puntos de inflexión pueden ocurrir Signo de f(x) FfED>0 /"@)<0 £5>0 
donde f"(x) = 0 y donde f(x) no está definida. PAE тыч) 
Conclusión Cóncava hacia arriba ¡ Cóncava hacia abajo | Cóncava hacia abajo 
y 
| Хат, Puede suceder que la segunda derivada sea сего еп un punto que no es 


punto de inflexión. Así, la gráfica de f(x) = х“ (véase Figura 3.30) tiene en x=0 
segunda derivada nula, pero (0, 0) no es punto de inflexión, ya que la gráfica es 
cóncava hacia arriba en ambos intervalos, =œ <х < 0у0 <х< о. 


coma X 


FIGURA 3.30 
7700) = 0, pero (0, 0) no es un punto de inflexión. 


o al valor de la primera 
modificar el valor de d, 
en 


El criterio de la segunda derivada 


Además de para analizar la concavidad, la segunda derivada sirve para efectuar 
un sencillo test sobre los máximos y mínimos relativos. Se basa en el hecho de 
que si una gráfica es cóncava hacia arriba en un intervalo abierto que contiene 
ac, y f(c) = 0, f(c) ha de ser un mínimo relativo de f. Del mismo modo, si la 
gráfica de fes cóncava hacia abajo en un intervalo abierto que contiene a c, y 
f'(c) = 0, entonces f (с) es necesariamente un máximo relativo de f (véase Figu- 
ra 3.31). 
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Cóncava 
hacia arriba 


Si fo = 0 y (с) > 0, f(c) es un mínimo relativo. 


y 


4 


00 <0 


Cóncava 
hacia abajo 
i 


i 
i 
П 


Si f(e) =0 y f”te) <0, f(e) es un máximo relativo, 


FIGURA 3.31 
e : y Máximo 
4 relativo 
E (1,2) 
| 
| 
| 
| 
{ i аре 
`2 2 
Lay Wo» 
Mínimo | 
relativo 
FIGURA 3.32 


(0, 0) no es ni máximo relativo ni mínimo relativo, 


Demostración: 
c, en el cual 


Sif'(c) =0 y f(c) > 0, existe un intervalo abierto /, que contiene a 


FO) - fo) Ж FO X 


х- с 


0 


x-=C 


para todo x 4 c en I. Si x < с, entonces x — с < 0 y f'(x) < 0. Asimismo, si х> с 
es x — с> 0 y f'(x) > 0. Por tanto, f'(x) cambia de negativa a positiva en c, y el 
criterio de la primera derivada asegura que f(c) es un mínimo relativo. El se- 
gundo caso se demuestra de forma análoga y se deja al cuidado del lector. O 


EJEMPLO 4 Aplicación del criterio de la segunda derivada 
Hallar los extremos relativos de f(x) = —3х? + 5х?. 


Solución: Para empezar, hallamos los números críticos de f. 


Pœ =-158x + 15x? = 15:21 - х2) = 0 Hacer f'(x) = 0 


x=-1,0,1 


Números críticos 


Usando f(x) = —60х? + 30x = 30(2x* + x), podemos aplicar el criterio de la 
segunda derivada como sigue. 


Punto Signo de f” Conclusión 

(1, -2) FED=30>0 Mínimo relativo 

(1, 2) f1) = 30 < 0 Máximo relativo 

(0, 0) (0) = 0 El criterio no decide 


Puesto que el criterio de la segunda derivada no decide en el punto (0, 0), 
utilizamos el de la primera derivada. Como f crece a la izquierda y a la derecha 
de x = 0, (0, 0) no es ni máximo ni mínimo relativo (aunque la recta tangente es 
horizontal en él). La gráfica de f se muestra en la Figura 3.32. 
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En los Ejercicios 1-6, hallar los intervalos abiertos en los que 
la gráfica es cóncava hacia arriba o hacia abajo. 


1. y=x2-x-2 2. у= -х +3x -2 


Dibujado con Derive 


24 
x? +12 . 2x + 1 


3. ғо) = 


Dibujado con Derive Dibujado con Derive 


х?* +1 —3х? + 40х? + 135x 
6. у= 
х2 - 1 270 


5. Јо) = 


= кл ®% 
ЕУ ДЕ 
a ЖЛ 


7 


L 
кин ГНИ. -~ 
„ AA 


Гу 
po 
123% 


Dibujado con Derive Dibujado con Derive 


En los Ejercicios 7-20, hallar todos los extremos relativos. 
Usar el criterio de la segunda derivada cuando sea aplicable. 


7. fa) = 6x- х? 8. fœ = х2 + 3х – 8 

9. Ро) = (х 5)? 10. fœ) = (x - 5)? 
П. Д) = х5 - 3263 12 рю) = 5 + 32 х3 
13. fœ) = х4 45 +2 14. Р(х) = х? – 9х? + 27x 


15. р(х) =x -3 16. ро) = +1 


X 


H osas 18. fœ = 
РЯ x- 1 


19. р(х) = соѕх- х 


О< х5 4л 


20. у(х) = 2 sen х + cos 2х 
0<x< 21 


* En los Ejercicios 21-36, hallar los extremos relativos y los 


puntos de inflexión. Representar la gráfica en la calculadora. 


21. РО) = х? - 12x 22. рх) = х +1 
23. р(х) = х? — 6x? + 12x 24. Р(х) = 2х3 — 3x? ~ 12x 
25. (х) = qe = 242 26. f(x) = 2x4 – 8x + 3 
27. Р(х) = ге 4) 28. у(х) = x(x- 4) 
29. р(х) = х/х + 3 30. р(х) = х/х +1 

x 3x 
31. f(x) = sen 3 32. f(x) = 2 cosec a 


О<х < 4л О<х < 2л 


w 


л 
33. fœ) = sec ( — z) 


0<x< 4л 


4. f(x) = sen x + cos x 
О<х < 2л 


35. Р(х) = 2 зеп х + зеп 2х 36. (х) = х – sen х 


О< х < 2л О<х < 2л 


Еп los Ejercicios 37-40, analizar la función en el intervalo 


indicado, usando derivación simbólica en la calculadora. a) 
Hallar la primera y segunda derivada de la función. b) Loca- 
lizar los extremos relativos y los puntos de inflexión. c) Re- 
presentar f, f’ y f” en unos mismos ejes y establecer la rela- 
ción entre el comportamiento de f y los signos de f' y f”. 


37. fœ = 0,2х%(х — 39, [-1, 4] 
38. Ло) = х?,/6 — x,[-/6,./6] 


1 1 
39. /(х)=зепх— 3 sen 3x + 5 sen 5x, [0, л] 


40. f(x) =./2x sen х, [0, 2л] 


Para pensar Еп los Ejercicios 41-44, dada la gráfica de f, 
dibujar las de f y f”. 


4. | 42. 
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43. 


45. 


46. 
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44. 


ae 


Para pensar Consideremos una función f tal que f” es 
creciente. Esbozar gráficas de f para las que a) f’ <0 y 
bf >o. 


Para pensar Consideremos una función f tal que f” es 
decreciente. Esbozar gráficas de f para las que a) f’ < 0 
yb f > 0. 


Para pensar En los ejercicios 47-50, esbozar la gráfica de 
una función f con las características que se especifican. 


47. 


49. 


ЈО) = Р) = 0 48. 0) = 70) = 0 
FG) está definido Ро) > 0 8іх<1 
Ро) < 081 х<3 0) = 0 

f'G) no está definido /'О)<0в1х> 1 
F0)>0six>3 Го) <0 

ро) < 0, х #3 

ГО) = Р = 0 50. fO) = 702) = 0 
Ро) > 081 х<3 Ро) < 051 х< 1 
f'G) no está definido FO = 0 

Ро) < 051 х> 3 Го) > 08 х> 1 
Ро) > 0, х 43 ро) > 0 


En los Ejercicios 51 y 52, hallar a, Б, су d tales que f(x) = 
= ах? + bx? + сх + d satisfaga las condiciones requeridas. 


51. 


52. 


53. 


Máximo relativo en (3, 3) 
Mínimo relativo en (5, 1) 
Punto de inflexión en (4, 2) 


Máximo relativo en (2, 4) 

Mínimo relativo en (4, 2) 

Punto de inflexión en (3, 3) 

Para pensar La figura muestra la gráfica de la segun- 


da derivada de una función f. Esbozar la gráfica de f (a 
respuesta no es única). 


54. 


BS 55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


Para pensar Se está vertiendo agua en el jarrón de la 

figura a ritmo constante. 

a) Esbozar la gráfica de la profundidad d que va ocu- 
pando el agua en función del tiempo /. 

b) ¿Tiene extremos esa función? Explicar la respuesta. 

c) Dar una interpretación de los puntos de inflexión 
de la gráfica de d. 


Conjetura Sea f(x) = (x — 2)" 

a) Representar en la calculadora f para n = 1, 2, 3 y 4. 
Usar esas gráficas para formular una conjetura so- 
bre la relación entre n y los puntos de inflexión de 
la gráfica de f. 

b) Verificar la conjetura en el apartado a). 


a) Representar f(x) =Yx e identificar los puntos de 
inflexión. 

b) ¿Existe f”(x) en los puntos de inflexión? 

Para pensar S denota las ventas semanales de un 

producto. ¿Qué se puede decir de S' y de S” en las 

siguientes circunstancias? 

a) El ritmo de ventas crece. 

b) Las ventas crecen a menor ritmo. 

c) El ritmo de cambio de las ventas es constante. 

d) Las ventas se mantienen estables. 

e) Las ventas bajan, pero a menor ritmo. 

f) Las ventas han tocado fondo y empiezan a crecer. 


Para pensar Esbozar la gráfica de una función que 
no tenga punto de inflexión en (с, f(c)) a pesar de que 
Fc) = 0. 

Aterrizaje Un avión desciende desde 1 milla de alti- 

tud y desde un punto situado a 4 millas de la pista de 

aterrizaje (véase figura). 

a) Hallar la función cúbica f(x) = ах? + рх? + сх + 
que describe, en el intervalo [-4, 0], una trayecto- 
ria suave del aterrizaje. 

b) Con ese modelo para la trayectoria, ¿en qué mo- 
mento descendería más rápidamente el avión? 


Ejercicios de la Sección 3,4 


PARA MÁS INFORMACIÓN Véase el artículo «How 
not to Land at Lake Tahoe!», de Richard Barshinger en The 
American Mathematical Monthly, mayo 1992. 


№5 60. 


61. 


бе 62, 


63. 


Diseño de autopistas Una autopista debe unir dos la- 

deras de 6 por 100 y 4 por 100 de pendiente, entre dos 

puntos separados por una distancia horizontal de 2.000 

pies (véase figura). En el punto de confluencia de las 

laderas quedará una altura de 50 pies. 

a) Diseñar un modelo del tipo f(x) = ax? + bx? + 
+ cx + 4 (1.000 < x < 1.000). En los puntos А 
y B, la pendiente del modelo debe coincidir con la 
de las laderas. 

b) Representar el modelo en la calculadora. 

c) Representar también la derivada del modelo. 

d) Determinar la máxima pendiente del modelo. 


4 por 100 6 por 100 


B (1.000, 90) 


Autopista 
A 4 (1.000,60) 


Pandeo de una viga El pandeo D de una viga de lon- 
gitud L es 


D=2x* — 5Lx? + 3L?x? 


donde x denota la distancia a un extremo de la viga. 
Calcular el valor de x que produce el máximo pandeo. 


Peso específico Un modelo para el peso específico 
del agua viene dado por 


6,540 


5,755 8,521 
Т? — В zT + 0,99987, 0<7< 25 


+ 
108 108 10 


donde 7 es la temperatura del agua en grados Celsius. 

a) Usando derivación simbólica en la calculadora, 
hallar las coordenadas del valor máximo de la fun- 
ción. 

b) Esbozar la gráfica de la función en el dominio es- 
pecificado (usar 0,996 < S < 1,001). 

с) Estimar el peso específico del agua cuando T = 20°. 


Coste medio Un empresario ha determinado que el 
coste total С de funcionamiento de su fábrica es 


С = 0,5х? + 15x + 5.000 
donde x es el número de unidades fabricadas. ¿A qué 


nivel de producción es mínimo el coste medio por uni- 
dad? (El coste medio por unidad es C/x.) 


64. 


65. 


66. 
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Coste de inventario El coste total de pedido у alma- 
cenamiento de x unidades es 


300.000 


X 


C=2x+ 


¿Qué tamaño de pedido produce el mínimo coste? 


Diseño de un motor En el motor de la figura, el ci- 
güeñal gira a un ritmo constante de 200 revoluciones 
por minuto. La velocidad horizontal (en cm/min) del 
punto P es 


v = -2.400x sen 0 


¿Qué valores del ángulo 0 producen la máxima veloci- 
dad horizontal? 


Intensidad del campo eléctrico La ecuación 


ках 


z. (х2 + а?)3?? 


da la intensidad del campo eléctrico en el eje de un 
anillo uniformemente cargado, donde q es la carga to- 
tal, k una constante y a el radio del anillo. ¿Para qué 
valor de x es máximo £? 


Aproximaciones lineal y cuadrática En los Ejercicios 
67-70, representar la función en la calculadora. A continua- 
ción, representar las aproximaciones lineal y cuadrática 


Р(х) = (а) + fax a) . 


1 
Р(х) = f(a) + fal — a) + 57090 - а)? 


en una misma ventana. Comparar los valores de f, Р, y P, y 
sus primeras derivadas en x = a. ¿Cómo cambian las aproxi- 
maciones al alejarnos de x = a? 


67. 


68. 
69. 


70. 


Función Valor de a 


FG) = 2(sen x + cos x) a= 


0 
foO=./l-x a=0 
7 
4 


fŒ) = 2(sen x + cos х) 


e 


x-1 


Ро) = 


214 Capítulo 3 Aplicaciones de la derivada 
№ 7 Representar en la calculadora y = x sen(1/x). Probar que = у,. Si d está entre y, e y, , existe un с en (a, b) 
su gráfica es cóncava hacia abajo a la derecha de x= 1/л. tal que f(c) = d. 
72. Demostrar que el punto de inflexión de f(x) = x(x — 6)? 76. Redacción Discutir las ventajas y desventajas de los 


está a medio camino entre los extremos relativos de f. 


criterios de la primera y de la segunda derivada, ilus- 


PAA LSE 1 trando la discusión con ejemplos. 
73. Probar que toda función cúbica con tres raíces reales jemp 


distintas tiene un punto de inflexión cuya abscisa es el 


Promedio de los:ires ceros ¿Verdadero o falso? En los Ejercicios 77-80, decidir si la 


afirmación es correcta. En caso contrario, explicar por qué o 
74. Demostrar que el polinomio cúbico р(х) = ax? + bx? + dar un ejemplo que muestre su falsedad, 


+ cx + d tiene exactamente un punto de inflexión 


(xo Yo), donde 77. La gráfica de todo polinomio cúbico tiene exactamente 
b 23 b un punto de inflexión. 
- _ с 
%57 E уа + 78. La gráfica de f(x) = 1/x es cóncava hacia abajo en x < 0 


y hacia arriba en x > 0 y, por tanto, tiene un punto de 


Usar esa fórmula para hallar el punto de inflexión de inflexión en x = 0. 
р(х) = х? – Зх? +2. 
79. El valor máximo de у = 3sen х + 2cos х es 5. 
75. Teorema de Darboux Demostrar el teorema de Dar- 


boux: Sea f(x) derivable en [a, b], f(a) = y, y f(b) = 80. La máxima pendiente de la gráfica de у = sen (bx) es Р. 


3.5 
Límites en el infinito 


CONTENIDO + 
Límites en el infinito = 


Asíntotas horizontales = Límites en el infinito 


Esta sección discute el «comportamiento final» de una función en un intervalo 
infinito. Consideremos la gráfica de 


3x? 
х* +1 


ЈО) = 


Ќо) +3 


Cuando х >—oo 


/о)?з 
Cuando x > со 


que muestra la Figura 3.33. Gráficamente, vemos que los valores de f(x) pare- 
cen aproximarse a 3 cuando x crece o decrece sin cota. La tabla corrobora 
numéricamente esa impresión. 


КТЕ. НРУ A ER 


| i Lpp y 
{езе дык ЙОТ 2 034 
FIGURA 3.33 - 


El límite de f(x) cuando x tiende a -3 0 0 es 3. 


Esta tabla sugiere que el valor de f(x) tiende hacia 3 cuando x crece por la 
derecha sin cota (x > со). Análogamente, f(x) tiende hacia el valor З cuando 
x э —co. Estos límites en el infinito se denotan por 


| Nota Alescribir lím f(x)=Lo „Иш. ЈО) = 3 Límite en =o 
lím f(x) = L, queremos significar y 

A . р lím (х) = 3 Límite en +00 
que el límite existe y que es igual a £. х 00 
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A 


r v 
M 
FIGURA 3.34 
f(x) se mantiene a distancia menor que е de L 
cuando э о. 


Límites en el infinito 215 


Decir que una propiedad es cierta cuando x crece sin cota significa que, 
para algún número (grande) M, esa propiedad es cierta para todo x en el inter- 
valo (x: x > М}. La próxima definición utiliza este concepto. 


La definición se ilustra en la Figura 3,34, En ella, nótese que para un núme- 
ro positivo dado e existe un número positivo M tal que, para x > M, la gráfica de 
J está comprendida entre las rectas horizontales y = L + ge y= L-e. 


Asíntotas horizontales 


En la Figura 3.34, la gráfica de f tiende hacia la de la recta y = L, cuando x crece 
sin cota. Se dice que la recta y = L es una asíntota horizontal de la gráfica de f. 


| Nota De la definición se sigue que la gráfica de f puede tener a lo sumo dos asíntotas 
horizontales, una por la izquierda y otra por la derecha. 


Los límites en el infinito gozan de muchas de las propiedades de los límites 
expuestas en la Sección 1.3. Por ejemplo, si lím f(x) y lím g(x) existen am- 


bos, entonces 


Ит fœ) + g(0)] = lím fœ) + lím gQ) 


lím Fg] = E f w | | lím so | 


Propiedades análogas son válidas para los límites en --оо. 
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Al evaluar límites en el infinito, es útil el siguiente teorema, cuya demos- 
tración relegamos al apéndice. 


EJEMPLO 1 Cálculo de limites en el infinito 


2 
Calcular el límite lím (s - 3) 


х ос X 


Solución: Por el Teorema 3-10 podemos escribir 


2 2 
lím (5-2) - sm 5- lím — 


2 2 
хә оо хә о x>w X 


X 


=5-0 


=5 


EJEMPLO 2 Cálculo de límites en el infinito 


2х —1 
Calcular el límite lím = 
x>% Х+1 


Solución: Tanto el numerador como el denominador tienden a infinito cuando х 
tiende a infinito. 


lím (2x- 1) > 0 


хә оо 


lím (х + 1) э со 


х 0 


Esto significa que estamos ante una forma indeterminada del tipo —. Рага 
© 


resolver este problema podemos dividir numerador y denominador por x, tras 
lo cual el límite a calcular adopta esta forma: 
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| Nota. Ante una forma indetermi- 
nada como la del Ejemplo 2, suge- 
rimos dividir por la potencia más 
alta que aparezca en el denomi- 
nador. 


FIGURA 3.35 
9 y = 2 es una asíntota horizontal. 


80 


FIGURA 3.36 
Al crecer x, la gráfica de f se aproxima cada vez 
más a la de la recta y = 2. 
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lím = lím Dividir numerador y denominador por x 


2 - (1/1) 


Tomar límites de numerador y denominador 


= Aplicar el Teorema 3.10 


Así pues, la recta y = 2 es asíntota horizontal por la derecha. Tomando el límite 
рага x > ~œ podemos ver que y = 2 es asimismo asíntota horizontal por la 
izquierda. La gráfica de la función se muestra en la Figura 3.35. П 


EJEMPLO 3 Comparación de tres funciones racionales 


Calcular los siguientes límites: 


2х +5 2х2 + 5 2х3 + 5 
рад b) lm © AA 


a) lím ím —— == — 
) x>% Зх? + 1 x>% Зх? + 1 


хэ оо 3%? + 1 


Solución: 


a) Al intentar evaluar el límite vemos que es de la forma indeterminada 
00/00. Dividimos numerador y denominador por х?. 


„ 2х+5 „_ Ојх) + (5x 0+0 0 
lím 5 = lím = =-= 
x>% 3х +1 хоо 3 +(1/x?) 3+0 3 
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PARA MÁS INFORMACIÓN 
Véase el artículo «Why Women 
Succeed in Mathematics» de Mona 
Fabricant, Sylvia Svitak, y Patricia 
Clark Kenschaft en Mathematics 
Teacher, febrero 1990. 


+ + кез» ү 
-2 -i : 1 2 
lim fœ) =0 lim f(x) =0 
FIGURA 3.37 


f tiene a y = 0 como asíntota horizontal. 


Aplicaciones de la derivada 


b)  Dividimos numerador y denominador рог х2. 


‚ 2х°+5 2+ (5/х2) 2+0 2 
1m prm = = 
x>% Зх +1 o x>03+(1/12) 3+0 3 


РА 


с) Dividimos numerador y denominador рог x”. 


2x? +5 o 2х+(5/х?)_% 


im ~s = — = 
sssr ы sse SFU a 


2 


Concluimos que el límite по: existe, уа que el numerador crece sin tope mien- 
tras el denominador tiende hacia 3. O 


Usar esta estrategia para comprobar los resultados del Ejemplo 3. Estos límites 
parecen razonables si se piensa que, para valores grandes de x, la parte más 
influyente en el límite es el término con potencia más alta. Así, el límite cuan- 
do x tiende hacia infinito de la función 


ҒО) = 


х* +1 


es 0, porque el denominador supera al numerador cuando x crece o decrece sin 
tope, como indica la Figura 3.37. 

La función de la Figura 3.37 es un caso especial de un tipo de curvas estu- 
diado por la matemática italiana Maria Gaetana Agnesi. La forma general de 
esta función es 


8a? 


x? + da? 


fœ = 


Hechicera de Agnesi 


y, a través de una incorrecta traducción de la palabra italiana vertéré, la curva 
se ha dado en llamar hechicera de Agnesi. Las investigaciones de Agnesi sobre 
esta curva aparecieron en un libro muy completo de Cálculo publicado en 
1748. 

En la Figura 3.37 apreciamos que la función f(x) = 1⁄x? + 1) tiene la 
misma asíntota horizontal por la izquierda que por la derecha. Esto sucede 
siempre para las funciones racionales. Sin embargo, las funciones no raciona- 
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y эр2 

+ ур 
4- Asintota 
horizontal 
por la derecha 


-3 | 42 
у= „| ОТИТ 
Asintota : 

horizontal 


por la izquierda 


FIGURA 3.38 
Las funciones no racionales pueden tener asíntotas 
horizontales distintas a izquierda y a derecha. 
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les pueden tener asíntotas horizontales diferentes a izquierda y a derecha, como 
demuestra el próximo ejemplo. 


EJEMPLO 4 Una función con dos asíntotas horizontales 


Calcular los siguientes límites. 


Solución: 


a) Para x> 0 se tiene х = yx, luego, dividiendo numerador y denominador 
por x se obtiene 


3x- 2 3 2 2 
3x-2 х х 


x 
J+ Sæl э? +i 1 
78 7 2 + 


X 


y el límite resulta ser 


2 
Й Зх - 2 3 Е. 3-0 3 
1 = lím = 
х= Jal 1 T 0290 2 
x? 


b) Parax<0esx= е , así que al dividir numerador y denominador por 
x se obtiene 


3x -2 2 2 


3x-2 Е x _ 
J22 +1 Jx +1 2x? + | 1 
ыо уш — 


y el límite es 


E 
E ы ж" x 3-0 23 
ип im = = 
a 2x2 +] 320 1 о-/2+0 ,/2 
2+5 
Xx 


(Зх — 
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FIGURA 3,39 
La asíntota horizontal parece ser y = 1, pero 
en realidad es y = 2. 


En el Ejemplo 9 de la Sección 1.3 se utilizó el teorema del encaje para 
calcular límites de funciones trigonométricas. Ese mismo teorema es eficaz en 
el cálculo de límites en el infinito. 


EJEMPLO 5 Limites de funciones trigonométricas 


Calcular cada uno de estos límites. 


_ sen х 
а) lím sen х b) lím 

х-э» со хоо X 
Solución: 


a) Cuando x tiende a infinito, la función seno oscila entre – 1 y 1. Por tanto, 
este límite no existe. 
b) Como -1 < sen x < І, se sigue que x > 0, 


sen x 


x |= 
ы 
x |= 


donde lím (-1/x)=0 y lím (1/х) = 0. En consecuencia, el teorema del 


x> оо 


encaje permite concluir que 


sen x 
lím =0 
x>00 X 
FIGURA 3.40 
Cuando x crece sin tope, f(x) tiende a 0. como se indica en la Figura 3.40. O 


EJEMPLO 6 Nivel de oxígeno en un estanque 


Supongamos que f(t) mide el nivel de oxígeno en un estanque, donde f(t) = 1 
corresponde al nivel normal (sin polución) y el tiempo £ se mide en semanas. 
Cuando £ = 0, se vierten residuos orgánicos en el estanque y, con la oxidación 
de ese material, el nivel de oxígeno pasa a ser 
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? – 

t) = ——5——— 

fO + 1 


¿Qué porcentaje del nivel normal de oxígeno hay en el estanque 1 semana 
después? ¿Y 2 semanas después del vertido? ¿Y 10 semanas después del verti- 
do? ¿Cuál es el límite cuando г tiende a infinito? 


Solución: Cuando t = 1, 2 y 10, los niveles de oxígeno son 


12-1+1 1 
iS елаш 006 1 semana 
бу E E 7 
= 2 ү 1 = 5 = © semanas 
e 10?-10+1 91 
EN FOO) = z = = 90,1 % 10 semanas 
ES 102 +1 101 
E 
5 | Para calcular el límite cuando г tiende a infinito, dividimos numerador y deno- 
| ГУЛ minador por 
o у, 
2 4 6 8 Юю 2 2 
Коныр 1- (1/) +(/ 1-0+0 
Semanas Иш —————= lím (1 : / LS = 1 = 100% 
FIGURA 341 хэ» +1 e ОО 1+0 
El nivel de oxígeno en un estanque tiende al nivel А 
normal | cuando £ tiende a ос, (Véase Figura 3.41.) O 
Ejercicios de la Sección 3.5 
En los Ejercicios 1-6, emparejar cada función con su gráfica, e) y Р) y 
usando las asíntotas horizontales como guía. st 4 
а) 
с) 


А Análisis numérico y gráfico Еп los Ejercicios 7-10, usar la 
calculadora para completar la tabla y estimar el límite en el 
infinito. A continuación, representar la gráfica de fen la 
calculadora y estimar el límite gráficamente. 
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ЛЕНИН E 
4х +3 2x? 
IE 8. Јо) = 
2х - 1 x+1 
—6x 
9. р) = === 10. 0) =5 – 
\/4х? + 5 Xx +1 
En los Ejercicios 11-24, calcular el límite. 
2x- 1 E 5x? +1 
11. lím 12. ím — 5 
x>% Зх + 2 хэс 10x? – 3х2 + 7 
х ке досы 
13. lím S 14. lím ———- 
х= x — 1 хэ 00 10x! -3 
5х? 1 
15. lím 16. lím {2х- 5 
x+- Х +3 x> о X 
1; © 1йй e 18. lím ——— 
хэ-% x? =x e dal 
19. и 2х + 1 20 í -3x + 1 
. lím = Д ím ————=— 
т ШЕ; к= Ён у 
sen 2х х — cos x 
21. lím 22. lím 
RS X x>00 х 
1 1 
23. lím -—— 24. lím sen- 
хоо 2х + sen х x>% х 


En los Ejercicios 25 у 26, calcular el límite. (Ayuda: Hacer 
x= 1/1 y hallar el límite para £ > 07.) 


1 
25. lím x sen- 26. lím xtg 


хә X хэ 20 Ж. 


- En los Ejercicios 27-30, hallar el límite. (Ayuda: Tratar la 
expresión como una fracción de denominador 1 y racionali- 
zar el numerador.) Verificar el resultado mediante una gráfi- 
ca en la calculadora. 


27. lím (x+./12+3) 


28. lím (2х - 4/4? + 1) 
29. lím (x-./x? +x) 
30. Ит (3х + 4/92 – х) 


: Investigación numérica, gráfica y analítica Еп los Ejerci- 


cios 31-34, usar la calculadora para completar la tabla y para 
estimar el límite en el infinito. Representar a continuación la 
gráfica de f y estimar el límite gráficamente. Finalmente, cal- 
cularlo analíticamente y comparar el resultado con las esti- 


maciones. 
fee pepe pepe 


31. fœ = х- xx — 1) 32. Ро) = х?®— х/х - 1) 


x+1 
34. р(х) = — 


ху/х 


1 
33. р(х) =x sen — 
2x 


= En los Ejercicios 35-52, esbozar la gráfica de la función. 


Buscar extremos, intersecciones con los ejes y asíntotas. 
Comprobar el resultado con la gráfica que da una calculadora. 


35 _2+х 36 LXE 

j V E | л =; 

37. у=—— эй. уе 

“024 тм Лр? 

48. уш Dep 

y E ` 229 

йа йу 

| у= а " Ее 

43. хуг = 4 44. х?у= 4 

дды | de де” 

( ЕЕ" й ЕТЕ 
3 1 

47. y=2->5 48. y=1+- 
x x 
2 1 

49, у=3+2 50. ›=4(1-5) 
x x 
х? x 

51. TERE 


> En los Ejercicios 53-60, usar derivación simbólica para ana- 


lizar la gráfica de la función. Indicar los extremos y las asín- 
totas. 


1 2 
53. FO) =5- 5 54. FO) = з 5 
1 
55. уо) = 56. Уо) = 5 
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je с ээ o 
. Хх) = тл ————=+® . х)=—————— 
х*-4х +3 xX +х+1 
А 3x 2 sen 2x 
59. fo) = — == 60. у(х) = ——— 
4х2 +1 
Representar en una calculadora cada función у com- 
probar que tienen todas dos asíntotas horizontales. 
lx] 2x 
а) fœ) = —— b) ЈО) = 
х +1 х* +1 


62. Dada la función f(x) = 5х? — 3x? + 10, 
hallar lím A(x), si es posible. 


x>00 


a n= b) ко) =7©? c) њо) E 


Ах En los Ejercicios 63 y 64, a) representar en la calculadora f y 


g en una misma ventana, b) verificar algebraicamente que f y 
g representan la misma función, y c) ampliar cuanto sea ne- 
cesario hasta ver la gráfica como recta. ¿Qué ecuación pare- 
ce tener esa recta? (Nótese que los puntos en los que la fun- 
ción no es continua no son fáciles de ver al hacer zoom.) 


63 к ы а: 

RS бота; 

80) = х + Q3) 
х”=2х° + 2 

64. 70) =-— 


65. 


а) Esbozar la de f". 


b) Estimar, mediante esas gráficas, lím f(x) y lím f'(x). 


c) Explicar las respuestas del apartado b). 


66. 


67. 


68. 
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Eficiencia de un motor La eficiencia de un motor de 
combustión interna es 


1 
Eficiencia (%) = 100 E - а 
(01/03) 


donde v,/v, es el cociente entre el gas sin comprimir у 
el gas comprimido, y c es una constante positiva de- 
pendiente del diseño del motor. Calcular el límite de la 
eficiencia cuando el cociente de compresión tiende a 
infinito. 


Coste medio Un comercio tiene un coste C = 0,5x + 


+ 500 en la producción de x unidades. El coste medio 
por unidad es 


С = 


=10 


Hallar el límite de С cuando x tiende a infinito. 


Una recta con pendiente m pasa por el punto (0, 4). 

a) Expresar la distancia d del punto (3, 1) a esa recta 
como función de m. 

b) Representar la gráfica de la ecuación del apartado 
a) en una calculadora. А 

с) Calcular іт d(m) y lím 4 (т). Iterpretar los 


x>w 


resultados geométricamente. 


Un modelo matemático La tabla recoge los datos de 
temperatura que produce un cierto horno durante los 
dos primeros minutos. 


a) Usar regresión en la calculadora para obtener un mo- 
delo de la forma Т, = at? + bt + с para esos datos. 

b) Representar en la calculadora T}. 

c) Un modelo racional para esos datos viene dado por 


_ 2.468 + 1551 
2 0(50+) 


Representar este nuevo modelo. 
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d) Hallar T,(0) y T,(0). 
e) Hallar lím 7). 


f) Interpretar el resultado del apartado e) en el con- 
texto del problema. ¿Es posible realizar este tipo 
de análisis utilizando 7,? Explicar la respuesta. 


Un modelo matemático Los datos de la tabla dan el 
número N (en miles) de graduados superiores al final 
de cada década entre 1900 y 1990. (Fuente: U.S. De- 
partment of Education.) 


Año | 1900 | 1910 


Año | 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990 
A 

N 1.063 | 1.627 | 2.589 | 2,748 | 2.505 

PAPA PT 


Un modelo para ajustar esos datos viene dado por 


_ 68.436,82 + 4,731,821 
1.000 — 23,37+ + 0,1612 


donde г es el tiempo en años, соп г = 0 correspondiendo 

a 1990. 

a) Representar en la calculadora los datos y el mo- 
delo. 

b) Estimar, mediante ese modelo, el número de gra- 
duados en 1975. 

c) Aproximar el año en que el número de graduados 
fue máximo. 

d) Averiguar, utilizando derivación simbólica, el 
momento de máximo ritmo de crecimiento del nú- 
mero de graduados. 

e) ¿Por qué no debe usarse este modelo para predecir 
el número en años venideros? 


¿Verdadero o falso? Еп 105 Ejercicios 71 y 72, discutir si 
la afirmación propuesta es correcta. En caso contrario, expli- 
car la razón o exhibir un ejemplo que muestre su falsedad. 


71. 


72. 


73. 


Si f'(x) > 0 para todos los x reales, f crece sin cota. 
$1 (х) < О para todos los x reales, f decrece sin cota. 
Para pensar Esbozar la gráfica de una función de- 


rivable f que satisfaga los siguientes requisitos y tenga 
x = 2 como su único número crítico. 


74. 


75. 


Ро) < 0 para x< 2 
Оо) > О para x > 2 
lím fŒ) = Ит (х) =6 


х9 50 


Para pensar ¿Es posible encontrar una función cuya 
gráfica satisfaga las condiciones del Ejercicio 73 y no 
tenga ningún punto de inflexión? Razonar la respuesta. 


Demostrar que si p(x) = ах" + = + 4,Xx + ао Y 
qx) = bp X” +- + Бух + Боа, 55 0, Б, з 0), entonces 


0 л < т 


n=m 
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CONTENIDO = 
Resumen de las técnicas de análisis de gráficas = 


-1.200 


FIGURA 3.42 
Distintas ventanas de una misma gráfica, 
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3.6 
Análisis de gráficas 


Resumen de las técnicas de análisis de gráficas 


Es difícil exagerar la importancia de las gráficas en matemáticas. La introduc- 
ción, por Descartes, de la Geometría analítica contribuyó decisivamente al rá- 
pido avance del Cálculo en la mitad del siglo ХУП. En palabras de Lagrange, 
«Mientras Álgebra y Geometría hicieron su camino por separado, su avance 
fue lento y sus aplicaciones limitadas. Pero cuando se unieron, captaron una de 
otra vitalidad y frescura, marchando con paso decidido hacia la perfección». 

Hasta ahora, hemos investigado varios conceptos que resultan útiles al ana- 
lizar gráficas de funciones. 


* Intersecciones con los ejes (Sección Р.1) 
e Simetrías (Sección Р.1) 
* Dominio y recorrido (Sección P.3) 
* Continuidad (Sección 1.4) 
e Asíntotas verticales (Sección 1.5) 
* Derivabilidad (Sección 2.1) 
* Extremos relativos (Sección 3.1) 
e Concavidad (Sección 3.4) 
e Puntos de inflexión (Sección 3.4) 
• Asíntotas horizontales (Sección 3.5) 


Cuando se desea dibujar una gráfica, bien sea a mano o en la calculadora, 
debemos tener en cuenta que, normalmente, no podemos representar la gráfica 
entera. Muchas veces, la decisión de qué porción considerar es crucial. Por 
ejemplo, ¿cuál de las ventanas (pantallas) de la Figura 3.42 representa mejor la 
gráfica de 


FO) = x? + 251? + 74x — 20? 


A la vista de ambas, parece obvio que la segunda proporciona una visión más 
completa de la gráfica. Ahora bien, ¿podría una tercera revelar otras porciones 
interesantes de la gráfica? Para responder esta cuestión, es preciso recurrir al 
Cálculo, interpretando la primera y la segunda derivadas. He aquí una posible 
estrategia conducente a determinar la ventana adecuada. 


| Nota. Adviértase, en esta estrategia, la importancia del Álgebra (no sólo del Cálculo) 
a la hora de resolver las ecuaciones РО) = 0, Р(х) = 0, y f(x) = 0. 
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Mínimo 
relativo 


FIGURA 3.43 
Utilizando el Cálculo, se puede estar seguro de haber 
localizado todas las características de la gráfica. 


PARA MÁS INFORMACIÓN 
Véase el artículo «Graphs of 
Rational Functions for Computer 
Assisted Calculus» de Stan Byrd y 
Terry Walters, en The College 
Mathematics Journal, septiembre 
1991. 
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EJEMPLO 1 Análisis de la gráfica de una función racional 


26 - 9) 


Analizar la gráfica de f(x) = 4 


Solución: 


20x 
-20Gx? + 4) 
(х2 – 4)? 


Intersecciones соп el eje х: (3, 0), (3, 0) 


Primera derivada: f(x) = 


Segunda derivada: f(x) = 


m ; 9 
Intersección con el eje y: | 0, 3 


Asíntotas verticales: x = —2, x = 2 
Asíntota horizontal: y = 2 


Número crítico: x = 0 


\ 


Posibles puntos de inflexión: Ninguno 

Dominio: Todos los números reales excepto х = +2 
Simetría: Con respecto al eje y 

Intervalos prueba: (oo, -2), (-2, 0), (0, 2), (2, оо) 


La tabla muestra cómo usar los intervalos prueba con el fin de determinar 
varias características de la gráfica. La gráfica aparece en la Figura 3.43. 


Decreciente, cóncava hacia 


x= | No definido | No definido | No definido | Asíntota vertical 


a MIE A 


ЕТЕК 


No definido | No definido | Мо definido Asíntota vertical 


Ша [Б ее | 


Característica de la gráfica 


Еа cóncava hacia 
arriba 


Mínimo relativo 


Creciente, cóncava hacia 
arriba 


Creciente, cóncava hacia 
abajo 
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3 


FIGURA 3.44 
Si no se usa el Cálculo, pueden pasarse por alto 
características importantes de la gráfica, 


оо 
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44 sı Mínimo 
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; Máximo 
| relativo 


FIGURA 3,45 
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Conviene que el lector se asegure de que comprende todas las implicacio- 
nes en que se basa la elaboración de la tabla anterior. Gracias al Cálculo, pode- 
mos estar seguros de que esa gráfica no tiene más extremos relativos o puntos 
de inflexión que los indicados en la Figura 3.43. 

Sin recurrir al Cálculo es fácil obtener una visión incompleta de los rasgos 
característicos de la gráfica. Así, la Figura 3.44 muestra una vista de la 
gráfica de 


y 26 — 9 2%) 
EX = ух =21) 


De ella parece desprenderse que la gráfica de g viene a ser idéntica a la de fen 
la Figura 3.43. Sin embargo, las gráficas de esas dos funciones difieren nota- 
blemente. Ampliando la ventana de g se ven las diferencias. 


EJEMPLO 2 Análisis de la gráfica de una función racional 


Analizar la gráfica de 


xX- 2x+4 
Го) = 
Solución: 
-4 
Primera derivada: f(x) = ы 
Segunda derivada: f(x) 3 
u ivada: (0) = ———— 
i (х 2)3 


Intersecciones соп el eje х: No hay 

Intersección con el eje y: (0, -2) 

Asíntota vertical: x = 2 

Asíntotas horizontales: No hay 

Números críticos: x = 0, x = 4 

Posibles puntos de inflexión: Ninguno 

Dominio: Todos los números reales excepto x = 2 

Intervalos prueba: (—оо, 0), (0, 2), (2, 4), (4, оо) 

La tabla de la página siguiente muestra cómo usar los intervalos prueba con el 


fin de determinar varias características de la gráfica. La gráfica aparece en la 
Figura 3.45. 
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FIGURA 3.46 
Una asíntota oblicua. 


Aplicaciones de la derivada 


fœ) Го) | Fx) 


¡A 
Característica de la gráfica 


Creciente, cóncava hacia 


-0<x<0 + – . 
abajo 
x=0 -2 0 - Máximo relativo 
Decreciente, cóncava hacia 
0O<x<2 - - 


abajo 


No definido | No definido | No definido | Asíntota vertical 


Decreciente, cóncava hacia 
arriba 


Mínimo relativo 


Creciente, cóncava hacia 


4<x< о + + 
AAA A E) 


arriba 


Aunque la gráfica del Ejemplo 2 no tiene asíntotas horizontales, tiene una 
asíntota oblicua. Se dice que la gráfica de una función racional (sin factores 
comunes) tiene una asíntota oblicua si el grado del numerador excede en 1 al 
grado del denominador. Para hallar la asíntota oblicua, basta dividir los dos 
polinomios con el fin de reexpresar la función como suma de un polinomio de 
grado І y otra función racional. 


х2 – 2х +4 


E 


Reescribir efectuando la división 


у = х es una asíntota oblicua 


En la Figura 3.46 vemos que f se va aproximando a la asíntota oblicua 
cuando x tiende a -œ o a +оо. Represente en la calculadora las gráficas de f y 
de su asíntota oblicua para observar este hecho. 


EJEMPLO 3 Análisis de la gráfica de una función radical 


Analizar la gráfica de f(x) = 


Solución: 


бх 
(х? +2) 


Pa) = ( Fx) = 


x? + 2)3? 


La gráfica sólo tiene una intersección con los ejes: (0, 0). No tiene asíntotas 
verticales, pero sí dos horizontales: y = 1 por la derecha, y = —1 por la izquier- 
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Ý ió da. No tiene números críticos y un solo candidato a punto de inflexión en x=0. 
\ horizontal Su dominio son todos los números reales y su gráfica es simétrica respecto del 
s origen. El análisis de la gráfica se indica en la tabla y la gráfica se muestra en la 
Figura 3.47. 
Г =з ЕЕЕ ЕЕ 
ке дезе ыша быы ВЕЗАНО ТЕЗ fa) FO) FU) Característica de la gráfica 
3 -2 1 (00) > -y 
Puntod Creciente, cóncava hacia 
¡inflexión -0 <x<0 + + : 
| arriba 
at Ж сн HA) = 
Asíntota о 1 
horizontal | x=0 0 = 0 Punto de inflexión 
y=-] 2 
FIGURA 3.47 pde 
Creciente, cóncava hacia 
О<х< о + En | 
abajo 
| 
O 
y Máximo EJEMPLO 4 Análisis de la gráfica de una función radical 
4 relativo 
(0,0) Analizar la gráfica de f(x) = 2x5? — 5x43 
Plintó de Solución: 
inflexión 10 20 1/3 1) 
А А Xx ц 
ХО) = але" - 2) FO) = a 


La función corta a los ejes en (0, 0) y en (15°, 0). No hay asíntotas horizontales 
ni verticales. La función tiene dos puntos críticos (x=0 y x= 8) y dos posibles 
(8,16) puntos de inflexión (х= О ух = 1). Su dominio es toda la recta real. El análisis 
Mínimo relativo de la gráfica se muestra en la tabla adjunta y la gráfica en la Figura 3.48. 


FIGURA 3.48 


{өк “7 
Јо) и! Го) pi FO) Característica de la gráfica 


Creciente, cóncava hacia 
abajo 

а === d 
x=0 0 0 No definido | Máximo relativo 


O 8 A Е: | 


Decreciente, cóncava hacia 


<x<l - - : 
Ох abajo 
x=1 —3 - 0 Punto de inflexión 
10 
Decreciente, cóncava hacia _Ț 
1<х<8 - + 


arriba 
1х= 8 -16 0 + Mínimo relativo 


Creciente, cóncava hacia 
8 <х<о + + 


arriba 
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Punto de 


-10 7 inflexión 
07 (2,-16) 

| Punto de 
200. inflexión 
255 

0,27) 
730 7 Mínimo 


а) 


Dibujado con Derive 
b) 
FIGURA 3,49 


Una función polinómica de grado par tiene al menos 
un extremo relativo. 


Aplicaciones de la derivada 


EJEMPLO 5 Análisis de la gráfica de una función polinómica 


Analizar la gráfica de f(x) = х* — 12х° + 48x? — 64x 


Solución: Factorizando obtenemos 


РО) = х — 12x? + 48x? — 64x 
= x(x — 4)? 
A continuación, podemos ya realizar el análisis usando esta forma factorizada 
de f. 
Primera derivada: f(x) = 4(х — Dx — 4)? 
Segunda derivada: f(x) = 12(х — 4)(х — 2) 
Intersecciones con el eje x: (0, 0), (4, 0) 
Intersección con el eje y: (0, 0) 
Asíntotas verticales: No hay 
Asíntotas horizontales: No hay 
Números críticos: x= 1, х= 4 
Posibles puntos de inflexión: х= 2,х= 4 
Dominio: Todos los números reales 
Intervalos prueba: (—со, 1), (1, 2), (2, 4), (4, 00) 


El análisis de la gráfica se muestra en la tabla adjunta y la gráfica en la 
Figura 3.49a. El uso de Derive u otro programa informático similar (véase Figu- 
ra 3.49b puede ayudar a completar el análisis. 


fœ) Ро) FU) Característica de la gráfica 
L H үз 
Decreciente, cóncava hacia 
=0<x<l — + , 
arriba 
х= 1 -27 0 + Mínimo relativo 
| — 
Creciente, cóncava hacia 
l<x<2 + + ; 
arriba 
paa 1—— р _—— 
EZ -16 + 0 Punto de inflexión 
ali нЕ HE 
Creciente, cóncava hacia 
2<x<4 + - . 
abajo 
E 
x=4 0 0 0 Punto de inflexión 
= E 
Creciente, cóncava hacia 
4<х< © + + y 
arriba 


‚ inflexión 
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Dibujado соп Derive 
b) 


FIGURA 3.50 
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La función polinómica de grado cuatro del Ejemplo 5 tiene un mínimo 
relativo y no tiene máximos relativos. En general, una función polinómica 
de grado n presenta a lo sumo n — 1 extremos relativos y a lo sumo n — 2 
puntos de inflexión. Además, las de grado par tienen al menos un extremo 
relativo. 

Recordemos que, por el criterio del término dominante de la Sección P.3, el 
«comportamiento final» de la gráfica de una función polinómica viene deter- 
minado por su coeficiente dominante y por su grado. Así, por ejemplo, como el 
polinomio del Ejemplo 5 tiene coeficiente dominante positivo, su gráfica sube 
por la derecha. Y como su grado es par, también sube por la izquierda. 


EJEMPLO 6 Análisis de la gráfica de una función trigonométrica 


Analizar la gráfica de f(x) = 28 
1 + sen x 


Solución: Сото la función tiene período 2л, basta analizarla en el intervalo 


(1/2, 37/2) 


1 


Primera derivada: f'(x) = = 
1 + ѕеп x 


| a cos x 
Segunda derivada: f” (x) = (1 + sen x)? 


Período: 2л 
7 E л 
Intersección con el eje x: G o) 


Intersección con el eje y: (0, 1) 


» ; л 3л 
Asíntotas verticales: х = = эв х= з 


Asíntotas horizontales: No hay 


Números críticos: No hay 
А : 27 л 
Posibles puntos de inflexión: х = 5 


+ 4n 
2 


Dominio: Todos los números reales excepto x = 


лл п Зл 
Intervalos prueba: | ~, = |, { ~, — 
2 27 \2 2 


El análisis de la gráfica en el intervalo (–л/2, 37/2) se muestra en la tabla y la 
gráfica en la Figura 3.504. Comparar esta gráfica con la de la Figura 3.50b, 
obtenida usando Derive en la calculadora. 


T 
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Aplicaciones de la derivada 


fœ) 


No definido 


Ро) 


Fx) 


Característica de la gráfica 


No definido | No definido | Asíntota vertical 


Decreciente, cóncava hacia 


+ Е 
arriba 


0 – 0 Punto de inflexión 


No definido | No definido | No definido | Asíntota vertical 


Nota. А veces se puede aliviar el análisis de una función trigonométrica utilizando 
identidades trigonométricas. Así, la función del Ejemplo 6 se puede expresar como 


fa) cos x е х n 
х) = ———— = Ctgl – +- 
1 + sen х 5\2 4 


En esta forma, reconocemos la familiar gráfica de la cotangente que se ve en la Figu- 
ra 3.50. 


1. Emparejar cada función de la columna izquierda con la 
gráfica de su derivada en la columna derecha. 
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Para pensar Supongamos que f'(t) < 0 para todo t en 
el intervalo (2, 8). Explicar por qué f(3) > f(5). 

Para pensar Sabiendo que f'(x) = 3 para todo х y que 
FO) = 1, hallar /(6). 

Para pensar Supongamos que f(0)=3 y 2 < р(х) < 4 
todo х del intervalo [—5, 5]. Determinar el máximo y el 
mínimo valor posible de f(2). 

Razonamiento gráfico La gráfica de f viene dada en la 
figura adjunta. 


a) ¿En qué valores de x es f'(x) cero, positiva o ne- 
gativa? 

b) ¿En qué valores de x es f”(x) cero, positiva o ne- 
gativa? - 

с) ¿En qué intervalo es f’ creciente? 

d) ¿En qué valor de x es mínima f'(x)? Comparar el 
ritmo de cambio de fen ese valor de x con el de fen 
otros valores de x. Explicar el resultado. 


Investigación Consideremos la función 


3x" 


х* +1 


ҒО) = 


рага valores enteros no negativos de и. 

а) Discutir la relación entre el valor de п y la simetría 
de la gráfica. 

b) ¿Para qué valores de n es asíntota horizontal el 
eje x? 

c) ¿Para qué valores de п es asíntota horizontal la recta 
y = 3? 

d) ¿Cuál es la asíntota de la gráfica para n = 5? 

e) Representar fen la calculadora para cada valor de n 
indicado en la tabla y usar la gráfica para determi- 
nar el número M de extremos y el número N de 
puntos de inflexión. 


En los Ejercicios 7-24, utilizar dominio, recorrido, simetrías, 
asíntotas, intersecciones con los ejes, extremos relativos y 


233 


puntos de inflexión para analizar la gráfica de la función pro- 
puesta. Pueden verificarse los resultados en una calculadora. 


7. у= х? – 3х2 +3 
1 
8. A —3х + 2) 
9. у=2-х- x? 
1 
10. fœ з 8 1)? +2 


11. РО) = 3х3 – 9х +1 

12. fœ) = (х + Dx- 2)(х — 5) 

13. у= 3х4 + 455 

14. у= 3х – бх? 

15. р(х) = х — 4x? + 16x 

16. у(х) = х* – 8x? + 18x7 – 16х + 5 

17. у= х? – 5х 18. у= (х- 1)? 

19. у= |2x- 3] 20. у= |x? – бх + 5] 


21. y=x,/4 -x 22. у=х4/4 – x 


23. у= 3х2 – 2х 24. у= 3х? -x 


Ae Еп los Ejercicios 25-28, esbozar una gráfica de la función en 
el intervalo especificado y usar una calculadora para verifi- 
car el resultado. 


Función Intervalo 
1 
25. т о О< х < 2л 
1 
26. ЕРА О<х < 2л 
27. у= 2х -1 
А ВРІ 
2 2 
28. y=2x+ctgx O<x<a 


Fl En los Ejercicios 29-40, esbozar una gráfica de la función. 
Indicar las intersecciones con los ejes, los puntos de infle- 
xión y las asíntotas. Verificar los resultados con una calcula- 


dora. 
2 
29 = 30. = 
А х2 +3 И x +1 
1 x +1 
31. = -3 32, = 
з: К рж; 


Pu 


Pu 
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2 2 
Bee 34. fœ =Ë 
x — 1 x 
32 
35. а(0) =x +5 36. }(ху=х+— 
х* +1 х? 
х? + 1 x? 
37. у(х) = 38. Ро) =~ 
x x- | 
2 - 12 2x? ~ 5х + 5 
39. aa 6x + 40. y= x+ 


x-4 


En los Ejercicios 41-44, usar derivación simbólica para ana- 
lizar y representar la gráfica. Identificar los extremos relati- 
vos, puntos de inflexión y asíntotas. 


20x? 1 


х' +1 x 


41. РО) = 


: 1 1 
AE {= 4 x+ ,) 
x 
43. fa) = — 


4х 
44. FO) al E 
Vx + 15 
En los Ejercicios 45 y 46, representar la gráfica еп la calcula- 
dora. Usar esa gráfica para determinar si es posible que la 
gráfica cruce a su asíntota horizontal.¿Es posible que una 
gráfica de función cruce una asíntota vertical? Justificar la 
respuesta. 


45. f = LE р 46 
> х) = КЕЕ А 
xX- 4+5 


D 3х4 – 5х +3 

x) = — 

а ХА +1 
Redacción En los Ejercicios 47 y 48, representar la fun- 
ción en la calculadora. Explicar por qué no hay asíntota ver- 
tical, cuando a primera vista parece que la hay. 


6 – 2х х +х- 2 
47. Ax) = 48. р(х) = == 
3-х х- 1 


Redacción Еп los Ejercicios 49 y 50, representar la fun- 
ción en una calculadora y hallar su asíntota oblicua. Ampliar 
repetidamente con el zoom y describir cómo cambia la gráfi- 
ca en su apariencia. ¿Por qué sucede eso? 


x-3x-1 2x? ~ 8х— 15 
— 50. g0) = ————_— 


49. f(x) =- 
э. fœ x-2 x-5 


Para pensar En los Ejercicios 51-54, buscar una función 
cuya gráfica tenga las características requeridas (la solución 
no es única). 


51. Asíntota vertical: х = 5 
Asíntota horizontal: y = 0 


52. Asíntota vertical: x = —3 
Asíntota horizontal: No hay 


53. Asíntota vertical: x = 5 
Asíntota oblicua: y = 3x + 3 


54. Asíntota vertical: x = 0 
Asíntota oblicua: y = -x 


55. Razonamiento gráfico Consideremos la función 


ax 
Јо) = dni 


a) Sib # 0, ¿qué efecto tiene sobre la gráfica una 
modificación de а? Considerar los casos en que a 
es positiva o negativa. 

b) Sia # 0, ¿qué efecto tiene sobre la gráfica una 
modificación de b? 


Be 56. Sea Іа función 


1 
JO) = ах)? - (ах), а #0 


а) Determinar los cambios (si los hay) producidos en 
las intersecciones con los ejes, en los extremos y 
en la concavidad de la gráfica por un cambio del 
valor de a. 

b) Representar en unos mismos ejes la función para 
cuatro valores diferentes de a. 


Para pensar En los Ejercicios 57-62, usar la gráfica de f' o 
la de f”, para esbozar una gráfica de la función f. (Ayuda: 
Hay más de una solución correcta.) 


57. 
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59, 


61. 


Para pensar En los Ejercicios 63 y 64, se muestran, en 
unos mismos ejes, las gráficas de f, f” y f”. ¿Cuál es cuál? 


63. 
En los Ejercicios 71-74, usar la gráfica de f’ para esbozar las 
de f y f”. 
71. 

64. 


73. 


Dibujado con Maple 


Para pensar Еп los Ejercicios 65-70, fijar condiciones so- 
bre los coeficientes de 


Р) = ах? + Бх? + сх + 4 


(Sugerido por Bill Fox, Moberly Area Community College, 
de manera que la gráfica de f se parezca a la gráfica dada. Moberly, MO.) 
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CONTENIDO «= 
Problemas de aplicación de máximos y mínimos " 


FIGURA 3.51 
Caja abierta con base cuadrada: $ = д2 +4xh = 108, 


= 


Aplicaciones de la derivada 


3.7 
Problemas de optimización 


Problemas de aplicación de máximos y mínimos 


Una de las aplicaciones más frecuentes del Cálculo consiste en la determina- 
ción de valores máximos o mínimos. Téngase en cuenta cuántas veces habla- 
mos de máximo beneficio, mínimo coste, voltaje máximo, forma óptima, tama- 
ño mínimo, máxima resistencia o máxima distancia. Antes de entrar en la 
resolución de este tipo de problemas, veamos un ejemplo. 


EJEMPLO 1 Cálculo de un valor máximo 


Un fabricante desea diseñar una caja abierta con base cuadrada y un área de 
108 pulgadas cuadradas de superficie, como indica la Figura 3.51. ¿Qué di- 
mensiones producen la caja de máximo volumen? 


Solución: Como la base es cuadrada, el volumen de la caja viene dado por 
У = х2ћ Ecuación primaria 


(Esta ecuación se llama ecuación primaria porque da una fórmula para la 
magnitud que ha de ser optimizada.) El área de la caja es 


S = (área de la base) + (área de los cuatro lados) 


S = x? + 4xh = 108 Ecuación secundaria 


Como queremos optimizar V, la expresamos en función de una sola variable. 
A tal fin, podemos despejar h en la ecuación x? + 4xh = 108 en términos 
de x, obteniendo h = (108 — х2)/(4х). Sustituyendo en la ecuación primaria 
se obtiene 


у= x?h Función de dos variables 
{108 – х? 
= ур ——— Sustituir Л 
4х 
3 
= 27x — En Función de una variable 


Antes de hallar el valor de x que dará el máximo valor para V, hemos de deter- 
minar el dominio admisible. Es decir, ¿qué valores de x tienen sentido en este 
problema? Sabemos que V > 0. Y también que x ha de ser no negativo y el 
área de la base (A = х?) es a lo sumo 108. Por tanto, el dominio admisible es 
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0<x<./108 Dominio admisible 


Para maximizar V, buscamos sus números críticos. 


ау 3х? 
—=27-—=0 Igualar la derivada a cero 
dx 4 
3x? = 108 
х = +6 Números críticos 


Evaluando V en el número crítico (x = 6) que está en el dominio y en sus puntos 
terminales, vemos que У (0) = 0, V(6) = 108, y V(./ 108) = 0. Por consiguiente, 
V es máximo para x = 6 y las dimensiones de la саја, en ese caso, son (6 x 6 x 3) 
pulgadas. O 


En el Ejemplo 1 había infinitas cajas abiertas con 108 pulgadas cuadradas 
de área. Para empezar a resolver el problema, uno puede preguntarse qué forma 
parece ofrecer un volumen máximo. ¿Una caja muy alta, muy baja, casi cú- 
bica? 

Podríamos calcular, incluso, unos cuantos volúmenes de casos concretos, 
como en la Figura 3.52, para ver si intuimos cuál es la forma óptima. Es impor- 
tante no iniciar la resolución de un problema hasta que se tenga claro cuál es el 
problema. 


Volumen = 74 т Volumen = 92 Volumen = 103 2 


5х5 х4 5 


3 
4 Y 
4x Sy 


1 
3:38, 


Volumen = 108 Volumen = 88 


6x6x3 8x8x 17 


FIGURA 3.52 
¿Cómo sería la caja de volumen máximo? 


El Ejemplo 1 ilustra la estrategia a seguir en la resolución de problemas de 
valores máximos y mínimos. 
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| Nota. Al efectuar el paso 5, re- 
cuérdese que para hallar el valor 
máximo o mínimo de una función 
continua f en un intervalo cerrado, 
hay que comparar los valores de f 
en sus números críticos con sus va- 
lores en los puntos terminales del 
intervalo. 


FIGURA 3.53 
La magnitud a minimizar es la distancia: 


4= | - 0 +G- 


FIGURA 3.54 
La cantidad a minimizar es el área; 
A=(x+ 3)(у +2). 
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EJEMPLO 2 Cálculo de una distancia mínima 


¿Qué puntos de la gráfica de y = 4 — x? están más cerca del punto (0, 2)? 


Solución: La Figura 3.53 sugiere que hay dos puntos a distancia mínima del 
punto (0, 2). La distancia entre el punto (0, 2) y un punto (x, y) de la gráfica de 
y = 4 — х? viene dada рог 


а= (х - 07 + (у - 2)? 


Usando la ecuación secundaria y = 4 — x? podemos reescribir la primaria así: 


d= J2 И х2 — 2)°= {/х* — 3х°* +4 


Como 4 es mínima cuando la expresión que está bajo el radical es mínima, será 
suficiente hallar los números críticos de f(x) = х“ ~ 3x? + 4. Nótese que el 
dominio de f es toda la recta real. Derivando se obtiene 


РО) = 4х ~ бх = 2x(2x? - 3) = 0 


3 
х = 0, = Е 
2 2 


El criterio de la primera derivada asegura que еп х = O hay un máximo 
relativo, mientras que x =./3/2 y x = -./3/2 producen la mínima distancia. 
Por tanto, los puntos más cercanos son (./3/2, 5/2) у (-./32, 5/2). J 


EJEMPLO 3 Cálculo de un área mínima 


Una página rectangular ha de contener 24 pulgadas cuadradas de texto, con 
márgenes superior e inferior de 1,5 pulgadas y laterales de 1 pulgada (Figu- 
ra 3.54). ¿Qué dimensiones de la página requieren la mínima cantidad de papel? 
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FIGURA 3.55 
La magnitud a minimizar es la longitud. En е 
esbozo se ve que x puede variar entre 0 y 30. 
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Solución: El área A que debemos minimizar viene dada por 
А = (х + 3)(у + 2) Ecuación primaria 
El área ocupada por el texto es 
24 = xy Ecuación secundaria 


Despejando y = 24/x de aquí y sustituyendo en la ecuación primaria obtenemos 


24 72 
А = (х + (= + 2) = 30 + 2x + — Función de una variable 
X X 


Como x ha de ser positiva, sólo nos interesan los valores de A para x > 0. Con el 
fin de encontrar los números críticos, derivamos respecto de x. 


dA 72 
Tano ШЕ) s 
dx x? E 


Por tanto, los números críticos son x = +6. No hay que tener en cuenta x = —6 
porque está fuera del dominio admisible. El criterio de la primera derivada 
confirma que А es mínima para х = 6. En consecuencia, y = % = 4 y las dimen- 


siones de la página deben ser x + 3 = 9 pulgadas por y + 2 = 6 pulgadas. 


EJEMPLO 4 Cálculo de una longitud mínima 


Dos postes, de 12 y 28 pies de altura, distan 30 pies. Hay que conectarlos 
mediante un cable que esté atado en algún punto del suelo entre ellos. ¿En qué 
punto ha de amarrarse al suelo con el fin de utilizar la menor cantidad de cable 
que sea posible? 


Solución: Sea W la longitud a minimizar. A la vista de la Figura 3.55 podemos 
escribir 


W=y+z2z Ecuación primaria 
En este problema, en vez de despejar y en términos de z, o viceversa, podemos 
despejar ambas en términos de una tercera variable x (véase Figura 3.55). Por 


el teorema de Pitágoras, 


2 


у= 4/22 + 144 


(30 — x)? + 28? = 12 z= x? — 60x + 1.684 


х? + 122 = y 


Así pues, W viene dada рог 


W=y+z 


= x? + 1444 4/2 — 60x + 1.684, 0 <x < 30 
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FIGURA 3.56 
Puede verificarse el valor mínimo de W 
representando la gráfica en la calculadora. 


Aplicaciones de la derivada 


Derivando W respecto de x obtenemos 


dW _ x R х - 30 
dx ух + 144 4/2 – 60x + 1.684 


Haciendo dW/dx = 0, obtenemos 


х x-30 
+ = 
JA + 144 ./x? – 60x + 1.684 


x, /x? — 60x + 1.684 = (30 – х), / х2 + 144 


х2(х2 – 60x + 1.684) = (30 — 9%? + 144) 


x* — 60x? + 1.684x? = x* — 60x? + 1.044? — 8.640x + 129.600 
640x? + 8.640х — 129.600 = 0 


320(х — 9)(2х + 45) = 0 
х= 9, 22,5 


Сото х = -22,5 по está en el intervalo [0, 30] y 
W(0) = 53,04, W(9) = 50, y W(30) = 60,31 


concluimos que el cable ha de amarrarse a 9 pies del poste de 12 pies de altura, 


рт blemas de optimi ación pue- 
е Н 


En los cuatro ejemplos anteriores el valor extremo ocurría en un número 
crítico. Aunque es lo que sucede con frecuencia, recordemos que puede estar 
también en un punto terminal del intervalo, como confirma el Ejemplo 5. 


EJEMPLO 5 Un máximo en punto terminal 


Con cuatro pies de alambre se desean construir un círculo y un cuadrado, 
¿Cuánto alambre hay que emplear en cada figura para lograr que entre ambas 
encierren el área máxima posible? 


Sección 3.7 


Perímetro: 4x 


4 pies 


Circunferencia: 27rr 


FIGURA 3.57 
Deseamos maximizar el área: А = х2 + лг. 


| Nota. ¿Cuál sería la respuesta si 
el Ejemplo 5 preguntase por las di- 
mensiones necesarias para encerrar 
el área mínima posible? 
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Solución: El área total (Figura 3.57) viene dada por 
А = (área del cuadrado) + (área del círculo) 
А = х? + лг? Ecuación primaria 
Como la cantidad total de alambre es 4 pies, se tiene 
4 = (perímetro del cuadrado) + (circunferencia del círculo) 
4 = 4x + 2лг 
Así pues, г = 2(1 — х)/л, que sustituyendo en la ecuación primaria da 


2(1 – 2} 


A= sal 
л 


Кы ш. 
T 


paik 


= (п + 4)x? — 8x + 4] 


4 
El dominio admisible es O < x < 1, restringido por el perímetro del cuadrado. 
Puesto que 


dA 2(л + 4)х – 8 
dx T 


el único número crítico en (0, 1) es x= 4/(x + 4) = 0,56. Por tanto, usando 
А(0) = 1,273, A(0,56) ж 0,56, y AG)=1 


concluimos que el área máxima ocurre cuando x = 0, es decir, cuando todo el 
alambre se dedica a construir el círculo. C 


Revisemos las ecuaciones primarias utilizadas en los cinco ejemplos prece- 
dentes. Aunque muy simples, estos cinco ejemplos han llevado a ecuaciones 
complicadas: 


3 


у= 27-7 W = 4/02 + 144 + ./x?— 60х + 1.684 


1 
а= xf -3x2 +4 А = - (п + 4)? – 8x + 4] 
л 


2. 
AE 
Xx 


Cabe esperar que las aplicaciones realistas de la vida cotidiana lleven a ecua- 
ciones al menos tan complicadas como estas cinco. Recordemos que uno de los 
principales objetivos de este curso es precisamente enseñar a analizar ecuacio- 
nes de aspecto apabullante. 
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Ejercicios de la Sección 3.7 


Investigación numérica, gráfica y analítica Hallar 

dos números positivos cuya suma sea 100 y su produc- 

to el máximo posible. 

a) Completar analíticamente seis filas de una tabla 
como la adjunta, en la que se muestran dos filas. 


Primer | Segundo 
número x | número Producto P 
10 110 — 10 | 100110 — 10) = 1.000 
20 110-20 | 20(110 — 20) = 1.800 


b) Usar una calculadora para generar nuevas filas. 
Usando la tabla, estimar la solución. 

c) Expresar el producto P como función de x. 

d) Representar en la calculadora la función del apar- 
tado c) y estimar la solución a la vista de esa grá- 
fica. 

e) Hallar, por las técnicas del Cálculo, el número crí- 
tico de la función y encontrar entonces los dos nú- 
meros requeridos. 


En los Ejercicios 2-6, calcular dos números positivos que 
cumplan los requisitos indicados. 


2. 
3. 


Suma $ y producto máximo. 
Producto 192 y suma mínima. 


Producto 192 y la suma del primero más el triple del 
segundo mínima. 


El segundo número es el inverso del primero y la suma 
es mínima. 


La suma del primero más el doble del segundo es 100, 
y el producto máximo. 


En los Ejercicios 7 y 8, calcular la longitud y la anchura de 
un rectángulo con el perímetro dado y área máxima. 


7. 
8. 


Perímetro: 100 metros. 


Perímetro: P unidades. 


En los Ejercicios 9 y 10, calcular la longitud y la anchura de 
un rectángulo con el área dada y perímetro mínimo 


9. 
10. 


Área: 64 pies cuadrados. 


Área: A ст2. 


En los Ejercicios 11 y 12, hallar el punto de la gráfica que 
está más cerca del punto especificado. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


Función Intervalo 

fo=yx (4,0) 
8 1 

Ро) = х (2 2 


Reacción química Еп una reacción autocatalítica, el 
producto formado es catalizador de la reacción. Si О, 
es la cantidad de sustancia inicial y x la de catalizador 
formado, el ritmo de reacción es 


dQ 
di > kx(0o — х) 


¿Para qué valor de x es máximo el ritmo de la reacción? 


Control del tráfico Un cierto día, el flujo (número 
de automóviles por hora) de una carretera congestio- 
nada es 


PE 
22 + 0,020? 


donde v es la velocidad del tráfico en millas/h. ¿Qué 
velocidad hace máximo el flujo? 


Área Un ganadero desea vallar un prado rectangular 
adyacente a un río. El prado ha de tener 180.000 m? 
con el fin de proporcionar suficiente pasto al ganado. 
¿Qué dimensiones debe tener para que requiera la me- 
nor cantidad de valla posible, teniendo en cuenta que 
no hay que poner valla en el lado que da al río? 


Área Un granjero dispone de 200 metros de valla 
para cerrar dos corrales rectangulares adyacentes (véa- 
se figura). ¿Qué dimensiones harán que el área ence- 
rrada sea máxima? 


ге аео 


Volumen 
a) Comprobar que los sólidos de la figura tienen to- 
dos 150 de área superficial. 


19. 


аы 
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b) Calcular el volumen de cada uno de ellos. 

c) Determinar las dimensiones del sólido rectangular, 
con base cuadrada, de máximo volumen de entre 
todos los que tienen un área de 50. 


5 


Investigación numérica, gráfica y analítica Se de- 
sea construir una caja abierta de volumen máximo a 
partir de una pieza cuadrada de material de 24 cm de lado, 
cortando cuadrados iguales en las esquinas (véase figura). 
a) Completar analíticamente seis filas de una tabla 


como la adjunta, en la que se muestran dos filas. 
Usar la tabla para estimar el volumen máximo. 


Longitud 
Altura |y anchura Volumen 
1 24-21) | 1(24 – 2(1)]? = 484 
2 24 - 2(2) | 2124 ~ 2(2)]? = 800 


b) Expresar el volumen V como función de x. 

c) Usar el Cálculo para hallar el número crítico de 
esa función y su valor máximo. 

d) Representar en la calculadora esa función y verifi- 
car en la gráfica el volumen máximo. 


a 
ж 
& 
+ 
| 
МА 
ЕЧ 


Ext — 2 Эва 


а) Resolver el Ejercicio 18 para una pieza де s metros 
de lado. 

b) Si las dimensiones de la pieza cuadrada se doblan, 
¿cómo cambia el volumen? 


Investigación numérica, gráfica y analítica Una 
pista de entrenamiento está formada por un rectángulo 
y un semicírculo adosado a su lado inferior y otro al 
superior, con un perímetro total de 200 pies. 


21. 


22. 
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a) Dibujar un esquema del problema, denotando por 
x la longitud y por y la anchura del rectángulo. 

b) Completar analíticamente seis filas de una tabla 
como la adjunta, que muestra dos filas solamente. 
Usar la tabla para estimar el área máxima de la 
región rectangular. 


Longitud x| Anchura Área 


HE 


2 2 
10 (100 — 10) | (10)-(100 — 10) = 573 
л л E 


1.019 


2 2 
20 (100 — 20) | 20)-(100- 20) = 
л л 


— 


c) Expresar el área A en función de x. 

d) Usar el Cálculo para hallar el número crítico de 
esa función y su valor máximo. 

е) Representar en la calculadora esa función y verifi- 
car en la gráfica el área máxima. 


Área Se llama ventana de Norman а la formada por 
un semicírculo unido a una ventana rectangular ordi- 
naria (véase figura). Hallar las dimensiones de una 
ventana de Norman que tenga 16 pies de perímetro y 
área máxima. 


Área Un rectángulo está acotado por los ejes y por la 
gráfica de y = (6 — x)/2 (vése figura). ¿Qué longitud 
debe tener el rectángulo para que su área sea máxima? 


Longitud Un triángulo rectángulo está formado en el 
primer cuadrante por los ejes coordenados y por una 
recta que pasa por el punto (1, 2) (véase figura en la 
página siguiente). 
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24, 


25, 


26. 


27. 


28. 
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a) Expresar la longitud £ de la hipotenusa como fun- 
ción de x. 

b) Representarla en una calculadora con el fin de es- 
timar el mínimo de esa longitud. 

c) Calcular los vértices del triángulo de área mínima. 


Área Calcular las dimensiones del triángulo isósceles 
de mayor área que puede inscribirse en un círculo de 
radio 4 (véase figura). 


Área Un rectángulo está limitado por el eje x y por el 


semicírculo y =,/25 — х2. ¿Para qué longitud y an- 
chura del rectángulo se hace mínima su área? 


Área Calcular las dimensiones del mayor rectángulo 
inscrito en un semicírculo de radio r (véase Ejerci- 
cio 25). 


Área Hallar las dimensiones del trapecio de área má- 
xima inscrito en un semicírculo de radio r. 


Área Una página ha de contener 30 pulgadas cuadra- 
das de texto con márgenes de 1 pulgada por todas par- 
tes. ¿Qué dimensiones de la página requieren la míni- 
ma cantidad de papel? 


Investigación numérica, gráfica y analítica Se de- 

sea fabricar un cilindro circular recto con 22 pulgadas 

cúbicas de capacidad (unas 12 onzas de líquido). 

a) Completar analíticamente seis filas de una tabla 
como la adjunta, donde sólo se muestran dos filas. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


чэ емы с э UNO 
Radio r| Altura Área 
HH 
22 22 
0,2 =—=3 |2700, 2)| 02 + ——5 | = 220,3 
п(0,2) п(0,2) 
22 22 
0,4 ——3 |2л00, 4) 0,4 + —— | а 111,1 
п(0,4) п(0,4) 
Еа шоке ка" аа БЫЛОЕ эе му} 


b) Usarla calculadora gráfica para generar nuevas fi- 
las de la tabla y usar ésta para estimar el área míni- 
ma de la superficie. 

с) Expresar el área 5 de la superficie en función de r. 
d) Representar en la calculadora esa función y esti- 
mar, a la vista de la gráfica, el área mínima. 

e) Usar el Cálculo para hallar el número crítico de 
esa función y calcular las dimensiones que produ- 
cen área mínima. 


Área de la superficie Calcular las dimensiones del 
cilindro del Ejercicio 29 para que tenga un volumen de 
Vo unidades cúbicas. 


Volumen Un paquete enviado por correo puede tener 
un perímetro de la línea de trazos de 108 pulgadas 
(véase figura). Hallar las dimensiones que producen 
volumen máximo, supuesto que la sección es cuadrada. 


Volumen Repetir el Ejercicio 31 para un paquete ci- 
líndrico (ahora la sección es circular). 


Volumen Hallar el volumen máximo de un cono cir- 
cular recto inscrito en una esfera de radio r (véase figura). 


Volumen Calcular el volumen máximo de un cono 
circular recto inscrito en una esfera de radio r. 


Área de la superficie Se forma un sólido adosando 
dos hemisferios a las bases de un cilindro circular rec- 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


Ejercicios de la Sección 3.7 


to. El volumen total del sólido es de 12 cm?. Hallar el 
radio del cilindro que produce área mínima de la super- 
ficie del sólido. 


Coste Un depósito industrial, de la forma indicada en 
el Ejercicio 35, debe tener un volumen de 3.000 pies 
cúbicos. Si el coste de fabricación de los hemisferios 
es, por pie cuadrado, doble que el del lateral, calcular 
las dimensiones que minimizan su coste. 


Área La suma de los perímetros de un triángulo equi- 
látero y un cuadrado es 10. Hallar las dimensiones de 
ambos de manera que se obtenga un área total mínima. 


Área Se utilizan 20 pies de hilo para formar dos figu- 
ras. En cada uno de los casos siguientes, ¿qué cantidad 
de hilo debe invertirse en cada figura para lograr que el 
área encerrada por ambas sea máxima? 

a) Triángulo equilátero y cuadrado. 

b) Cuadrado y pentágono regular. 

c) Pentágono regular y exágono regular. 

d) Exágono regular y círculo. 

¿Qué se desprende de todo ello? (Ayuda: El área de 
un polígono regular con п lados de longitud x es 
A = (n/4)[ctg(r/n]x?.) 


Resistencia de una viga Una viga de madera tiene 
sección rectangular de altura A y anchura w (véase figu- 
ra). Su resistencia $ es directamente proporcional a la 
anchura y al cuadrado de la altura. ¿Cuáles son las di- 
mensiones de la viga más resistente que se puede cor- 
tar en un tronco de 24 pulgadas de diámetro? (Ayuda: 
5 = kh?w, donde k es la constante de proporcionalidad). 


Longitud mínima Dos fábricas están situadas en las 
coordenadas (—x, 0) y (х, 0) y su central de suministro 
de energía en el punto (0, h) (véase figura). Calcular el 
valor de y que hace mínima la longitud de la conduc- 
ción de energía a las dos fábricas. 


41. 
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Alcance de un proyectil El alcance R de un proyectil 
lanzado con velocidad inicial 0, y con un ángulo Ө res- 
pecto de la horizontal es 


_ рф sen 20 
8 


donde g es la aceleración de la gravedad. Calcular el 
ángulo 0 que produce alcance máximo. 


Flujo de tráfico El departamento de la policía de trá- 
fico debe determinar la velocidad límite que pemita un 
flujo máximo de automóviles por unidad de tiempo, 
teniendo en cuenta que, a más velocidad, más distancia 
de seguridad deben mantener entre ellos. Los datos ex- 
perimentales sobre la distancia de frenada d, en metros, 
para diversas velocidades v, en km/h, se recogen en la 
tabla. 


a) Convertir la velocidad a m/s. Usar regresión en la 
calculadora para ajustar a los datos un modelo del 
tipo d(s) = аз? + bs + с. 

b) Consideremos dos vehículos consecutivos de lon- 
gitud media 5,5 metros que viajan a la velocidad 
de seguridad. Sea T la diferencia, en segundos, en- 
tre los tiempos en que los dos pasan por un punto 
concreto de la carretera. Comprobar que esta dife- 
rencia de tiempos viene dada por 


d 5,5 
qe 55 
S S 


c) Representar en una calculadora la gráfica de la 
función T y estimar la velocidad s que minimiza 
ese tiempo entre vehículos. 

d) Determinar, usando el Cálculo, la velocidad que 
minimiza T. ¿Cuál es el valor mínimo de T? Ex- 
presar la velocidad requerida en km/h. 

e) Calcular la distancia óptima entre vehículos corres- 
pondiente a la velocidad hallada en el apartado d). 


Conjetura Consideremos las funciones f(x) = 4x? y 

8(x) = т5х* — 1х2 en el dominio [0, 4]. 

a) Representarlas en la calculadora en ese dominio. 

b) Expresar la distancia vertical entre ellas en fun- 
ción de x y hallar, con ayuda del Cálculo, el valor 
de x donde d es máxima. 

c) Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes a las 


gráficas de fy g en ese número crítico del apartado 
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44. 


45. 


46. 


47. 


48. 
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b). Representar las rectas tangentes. ¿Cuál es la 
relación entre las rectas? 

а) Enunciar una conjetura acerca de la relación entre 
las rectas tangentes a dos gráficas en el valor de x 
donde la distancia vertical entre ellas es máxima y 
demostrarla. 


Iluminación Una lámpara está situada sobre el cen- 
tro de una mesa circular de diámetro 4 pies (véase figu- 
ra). Hallar la altura й para la cual la iluminación / en el 
perímetro de la mesa es máxima si / = k (sen 0)/s?, 
donde k es una constante. 


а 4 pj ES A 


Питїпасїбп La iluminación de una lámpara es di- 
rectamente proprocional a su intensidad e inversamen- 
te proporcional al cuadrado de la distancia a la lámpa- 
ra. Dos lámparas de intensidades /,, 7, están separadas 
una distancia d. ¿Qué punto del segmento que las une 
tiene iluminación mínima? 


Tiempo mínimo Un hombre está en un bote a 2 mi- 
llas del punto más cercano de la costa y desea ir al 
punto О de la figura, 3 millas costa abajo y 1 milla 
tierra adentro. Puede remar a 2 millas/h y caminar a 
4 millas/h. ¿Hacia qué punto de la costa debe dirigirse 
con el fin de llegar a О en el menor tiempo posible? 


Tiempo mínimo  Rehacer el ejercicio anterior supo- 
niendo que el hombre puede navegar a v, millas/h y 
caminar a v, millas/h. Demostrar que si Ө, y 0, deno- 
tan los ángulos de la figura, nuestro hombre alcanzará 
el punto О en tiempo mínimo cuando 


sen 0, _ sen 0, 


01 0 


Tiempo mínimo Cuando las ondas luminosas, уіа- 
jando por un medio transparente, llegan a la superficie 


49. 


50. 


de otro medio transparente, cambian de dirección. Este 
cambio de dirección se llama refracción y viene des- 
crito por la ley de la refracción de Snell. 


sen 0, _ sen 0, 


01 02 


donde 0, y 0, denotan los ángulos de la figura y v,, v, las 
velocidades de la luz en los dos medios. Demostrar que 
este problema es equivalente al Ejercicio 47 y que la luz 
viaja de Р a О siguiendo la trayectoria de tiempo mínimo. 


Medio 1 


Esbozar la gráfica de f(x) = 2 — 2 sen x en el intervalo 

[0, 7/2]. 

a) Calcular la distancia del origen a cada una de las 
intersecciones con los ejes. 

b) Expresar la distancia d del origen a un punto de la 
gráfica de fcomo función de x. Usar la calculadora 
para representar d y hallar la distancia mínima. 

с) Calcular, con ayuda de la calculadora, el valor de x 
que minimiza la función d en ese intervalo. ¿Cuál 
es la distancia mínima? 

(Sugerido por Tim Chapell, Penn Valley Commu- 
nity College, Kansas City, MO.) 


Fuerza mínima El componente de la figura se ha di- 
señado con el fin de deslizar un bloque de peso W a lo 
largo de la mesa hasta el vertedero. El bloque sufre una 
fuerza de rozamiento proporcional a su peso aparente. 
Sea k la constante de proporcionalidad. Calcular la 
fuerza mínima F necesaria para deslizar el bloque y el 
valor correspondiente de 0. (Ayuda: F cos 0 es la fuerza 
en la dirección de movimiento, y F sen 0 la fuerza que 
tiende a levantar el bloque. Por tanto, el peso aparente 
del bloque es W — F sen б). 


51. 
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Volumen El sector de la figura, cortado con ángulo 
central д en un círculo de 12 pulgadas de radio, se utili- 
za, uniendo sus lados, para formar un cono. Hallar qué 
0 produce un cono de máximo volumen. 


Investigación numérica, gráfica y analítica Las sec- 

ciones de un canal de riego son trapecios isósceles con 

tres lados de 8 pies de longitud (véase figura). Determi- 

nar el ángulo de elevación 0 tal que el área de la sec- 

ción es máxima, siguiendo estos pasos: 

a) Completar analíticamente seis filas de una tabla 
como la adjunta, en la que se muestran dos filas. 


Base 1 Base 2 Altura 


8 8 + 16 cos 10° | 8 sen 10° 


8 8 + 16 cos 20° | 8 sen 20° 


b) Generar, con ayuda de la calculadora, nuevas filas 
y estimar el área máxima de la sección. 

с) Expresar el área A de la sección en función de 0. 

d) Usar técnicas del Cálculo para hallar el número 
crítico de esa función y el ángulo que da máxima 
área. 

e) Representar en la calculadora esa función y verifi- 
car el valor máximo del área. 


Investigación numérica, gráfica y analítica Un 
muro de 2 m está situado a 7 m de un silo. Una cinta 
transportadora de grano ha de llegar desde el suelo has- 
ta lo alto del silo (véase figura). Completar lo que sigue 
con el fin de hallar la longitud mínima posible de la 
cinta. 
a) Completar analíticamente seis filas de una tabla 
como la adjunta, en la que se muestran dos filas. 
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== 
| L, L, L +L, 
—— E 
2 1 
0,1 де 27,1 
| веп (0,1) cos (0,1) 
— + 1 
2 7 
0,2 0D) (02) д 17,2 
sen (0, cos (0, 
L— 


b) Generar, con ayuda de la calculadora, nuevas filas 
y estimar la longitud mínima de la cinta. 

c) Expresar la longitud L de la sección en función 
de 0. 

d) Representar en la calculadora esa función y esti- 
mar, a la vista de la gráfica, la longitud mínima. 
Comparar con la estimación del apartado b). 

e) Usar el Cálculo para hallar el número crítico de 
esa función y el ángulo que proporciona la longi- 
tud mínima de cinta. 

f) Determinar la altura del silo para la que la cinta 
requerida tiene longitud mínima. 


шиш 
EA AAA 


7 m — py 


54. Rozamiento La eficiencia E de un cierto tornillo vie- 


ne dada por 


_!8 $0 -utg 9) 
u+tgo 


donde y es el coeficiente de rozamiento al deslizamien- 
to y pel ángulo que forma el plano de inclinación de la 
hélice del tornillo con un plano perpendicular a su eje. 
Hallar el valor de ф que consigue la máxima eficiencia 
para и = 0,1. 


Е 


55. Redacción La figura muestra un rectángulo, un círcu- 


lo y un semicírculo inscritos en un triángulo limitado por 
los ejes y por la recta que une (3, 0) con (0, 4). Hallar las 
dimensiones de cada una de esas figuras de manera que 
su área sea máxima. Discutir si el Cálculo resulta efi- 
caz en la resolución del problema. Explicar la respuesta. 
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a) 


qe e 


E Ере 


(ху. Хб) 


FIGURA 3.58 
La intersección de la recta tangente 
aproxima el cero de f. 


Aplicaciones de la derivada 


3.8 
El método de Newton 


El método de Newton 


Vamos a presentar ahora una técnica que permite aproximar los ceros de una 
función. Se llama método de Newton y utiliza las rectas tangentes para aproxi- 
mar la gráfica de la función cerca de sus x-intersecciones. 

Para ver cómo funciona el método de Newton, sea f una función continua 
en [a, b] y derivable en (a, b). Si f(a) y f(b) tienen signos opuestos, el teorema 
del valor intermedio asegura la existencia de al menos un cero en el intervalo 
(a, b). Supongamos que estimamos su posición en 


х= х; Primera estimación 


como indica la Figura 3.584. El método de Newton se basa en que la gráfica de f 
y la recta tangente en (x,, f(x,)) cruzan ambas el eje x aproximadamente por el 
mismo punto. Como es muy fácil calcular la x-intersección de la recta tangente, 
podemos usarla como segunda estimación (usualmente mejor que la primera) 
para el cero de f. La recta tangente pasa por el punto (x,, f(x,)) con pendiente 
f'(x). En forma punto-pendiente la ecuación de esa recta tangente es, por tanto, 
у-о) = PRA x) 
y =P (e) — x) +f) 

Haciendo y = 0, y despejando x da 


Хб) 
ҮЕ 
Ро) 
Así pues, de la primera estimación x, hemos pasado а una nueva estimación 
f(x) 
Ху; 
Fx) 
Podemos mejorar x, y calcular una tercera estimación 
х3 =Х fx) 
PRAT 
Ро) 


La aplicación repetida de este proceso constituye el método de Newton. 


x= Segunda estimación (véase Figura 3.58b) 


Tercera estimación 


Sección 3.8 


EL MÉTODO DE NEWTON 


Isaac Newton describió por vez primera 
el método que lleva su nombre en su li- 
bro Method of fluxions, escrito en 1671, 
aunque no publicado hasta 1736. Entre- 
tanto, en 1690, Joseph Raphson (1648- 
1715) publicó un artículo que exponía un 
método muy similar. Por esta razón se 
cita hoy con frecuencia este método 
como método de Newton-Raphson. 


‚ мш Рага muchas funciones, 
unas pocas Hteraciones del método 
de Newton son suficientes para 
conseguir errores de aproximación 
muy pequeños, como ilustra el 
Ejemplo 1. 


Л) = 2 


FIGURA 3.59 
La primera iteración en el método de Newton. 


Дх) = Rtt 2 | 


FIGURA 3.60 

Después de tres iteraciones del método de Newton 
el cero de f queda ya aproximado con 

la precisión requerida, 
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EJEMPLO 1 Aplicación del método de Newton 


Calcular tres iteraciones del método de Newton para aproximar un cero de 


fœ) =x? — 2. Usar x, = 1 como estimación inicial. 


Solución: Como f'(x) = 2x, el proceso de iteración viene dado en este caso por 


2 
_ Го) тА Хи T 2 
Xati Xa Fæ) = х, 2y 
С TOH 2 


п 


La tabla muestra los cálculos de las tres iteraciones. 


З x fa) Fæ /@„) e Fi.) 
S n) F(x,) 
1 1,000000 —1,000000 2,000000 —0,500000 1.500000 
ВЕ: 
2 1,500000 0,250000 3.000000 0,083333 1,416667 
3 1416667 | 0,006945 | 2,833334 E 0,002451 1.414216 
4 | 1,414216 


Claro está que los dos ceros de esta función son conocidos, +,/2. Con seis 
cifras decimales es y? = 1,414214. Así pues, con tan sólo tres iteraciones del 
método de Newton hemos obtenido una aproximación que difiere en menos de 
0,000002 de la solución exacta. La Figura 3.59 muestra la primera iteración de 
este ejercicio. 


EJEMPLO 2 Aplicación del método de Newton 


Usar el método de Newton para aproximar los ceros de 
fOO = 2х%+х®—х +1 


Continuar las iteraciones hasta que dos aproximaciones sucesivas difieran en 
menos de 0,0001. 


Solución: Comenzamos esbozando la gráfica de f en la Figura 3.60. En ella 
observamos que la función tiene un único cero, que está cerca de x = —1,2. 
A continuación, derivamos f y escribimos la fórmula de iteración 


FG) 2х2 + 1? – Xy +1 
== 
Fay >” бх2 + 2х, – 1 


Xa+1 = х, 


Los cálculos se presentan en la tabla siguiente. 
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: (Xmax-Xmin) 
¿1>1I i 
:Disp "INITIAL GUESS" 
¿Tnput X o. 
:Lbł 1 sa Ez 
¿X-Y1/nDeriv(Y1,X, 
X,D)>R- і 

:T£ abs (X-R) <abs (X/ 
1E10).. 

¿Goto 2 

:R>X 

:I+1—>I 

:Goto 1 

:Lb1:2 

¿Disp "ROOT=",R 
¡Disp "ITER=",I 


1 00>D : 


i FIGURA 3.62 
El método de Newton no converge para 
cualquier valor de x distinto del cero real de f. 


Aplicaciones de la derivada 


| fa) ECA 
n х, fu) Fu) ло үй 
1 —1,20000 0,18400 5,24000 0,03511 -1,23511 


AAN A ы PA 


2 -1,23511 | 0,00771 5,68276 0,00136 -1,23375 

3 -1,23375 0,00001 5,66533 0,00000 -1,23375 
Е EE 

4 -1,23375 


Como las dos aproximaciones sucesivas difieren ya en menos de 0,0001, pode- 
mos dar como estimación final del cero —1,23375. 


Cuando, como sucede en los Ejemplos 1 y 2, las aproximaciones tienden 
hacia un valor límite, se dice que la sucesión ху, ху, х3, >, x, "+ converge. Ade- 
más, si el límite es c se puede demostrar que с es necesariamente un cero de f. 

El método de Newton no siempre da una sucesión convergente. La Figu- 
ra 3.61 sugiere una situación en la que puede suceder esto. Como el método de 
Newton exige dividir por f'(x,), es claro que fallará cuando esa derivada sea 
nula para cualquier x, de la sucesión. Este problema se puede soslayar cam- 
biando el x, inicial. Otra situación en la que el método de Newton falla se 
ilustra en el próximo ejemplo. 


FIGURA 3.61 
El método de Newton no converge si '(x,) =0. 


EJEMPLO 3 Un caso en el que el método de Newton falla 


Usando х, = 0,1, probar que el método de Newton no converge рага f(x) = х!'. 


1 7 Я 22 
Solución: Сото f'(x) = е la fórmula de iteración es: 


FO) _ Ж? 


Xn ЕТ у п 1 п 
X 
n Lyg 13 
3 


Xn+1 = 


La tabla, que indica los cálculos, y la Figura 3.62 permiten ver que x, continúa 
creciendo en magnitud al hacer n > œ y que, por tanto, el límite de la sucesión 
no existe. 


Sección 3,8 


(1811-1832) 


Análisis y Álgebra proyectaron una 
influencia extraordinaria. 
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7 AEA) Је) 
5 = A м го) | де) 
{т a п Жан п 
1 0,10000 0,46416 1,54720 0,30000 —0,20000 
m = =] 
2 —0,20000 —0,58480 0,97467 —0,60000 0,40000 
==] 
3 0,40000 0,73681 0,61401 1,20000 —0,80000 
== 
4 —0,80000 -0,92832 0,38680 —2,40000 -1,60000 
ES 
Nota. Еп el Ejemplo 3 la estimación 0,1 inicial no lleva a una sucesión convergente. 


Inténtese ver que también falla el método de Newton para otras elecciones del Xx, Inicial 
(distintas del cero exacto). 


Puede demostrarse que una condición suficiente para asegurar la convergencia 
del método de Newton a un cero de f es que 


Ло) ЈО) Ё 
LFO 


Condición de convergencia 


en un intervalo abierto que contenga al cero. Así, en el Ejemplo 1 este criterio 
da Р(х) =x? — 2, f(x) = 25, (х) = 2, y 


Ро) F w) 
O 


Ejemplo 1 


(х2 – Ka _ Е 1 


4x? К 


2 x 


En el intervalo (1, 3), esta cantidad es menor que 1, luego la convergencia del 
método de Newton queda garantizada..Por otra parte, en el Ejemplo 3 se tiene 


FO = ES) 23 AE) = —ёх 5/3, y 


(2/97 5/3) 
(19) 43) 


FO FU) 
L'o? 


=2 


Ejemplo 3 


que no es menor que | para ningún valor de x, luego el método de Newton no 
converge. 


Soluciones algebraicas de ecuaciones polinómicas 
Los ceros de funciones como 
fo=x-2x-x+2 


pueden hallarse por técnicas algebraicas, tales como la factorización. Los ceros 
de otras, como 


fo=xX=x+1 
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Aplicaciones de la derivada 


no se pueden hallar por métodos algebraicos elementales. Esta función particu- 
lar tiene sólo un cero real, y usando técnicas algebraicas avanzadas se puede 


ver que es 
Bi Бре де “han 
КЕ К: JBB NE + С 
6 6 


Como la solución exacta está expresada en términos de raíces cuadradas у 
cúbicas, se llama una solución por radicales. 


| №8. Intentar aproximar el cero real de f(x) = x? = x + 1 y comparar el resultado 
obtenido con la solución exacta que acabamos de dar. 


La determinación de soluciones por radicales de ecuaciones polinómicas es 
uno de los problemas fundamentales del Álgebra. El primer resultado de esta 
clase fue la fórmula cuadrática, conocida al menos en tiempos de Babilonia. La 
fórmula general para los ceros de una función cúbica fue descubierta mucho 
más tarde. En el siglo ХУІ, el matemático italiano Girolamo Cardano publicó 
un método para hallar soluciones por radicales para las ecuaciones de grados 
tres y cuatro. En los 300 años que siguieron, el problema de hallar una fórmula 
para la ecuación general de grado cinco permaneció abierto. Finalmente, en el 
siglo XIX, el problema fue resuelto por dos jóvenes matemáticos. Niels Henrik 
Abel, noruego, y Evariste Galois, francés, demostraron que no es posible resol- 
ver una ecuación polinómica general de grado cinco (o superior) por radicales. 
Claro está que se pueden resolver ciertas ecuaciones especiales, como х? - 1=0, 
pero Abel y Galois probaron que no existe solución general por radicales. 


Ejercicios de la Sección 3.8 


En los Ejercicios 1-4, completar dos iteraciones del método 
de Newton para la función, utilizando la estimación inicial 
que se indica. 


1. fa) =12-2, x=17 2. Рб) = 3x? -2, x=1 


0 4. fQ =tgx, хү=0,1 

œ En los Ejercicios 5-12, aproximar los ceros de la función. 
Usar el método de Newton, continuando el proceso hasta que 
dos aproximaciones sucesivas difieran en menos de 0,001. 
Hallar entonces el cero con una calculadora gráfica y compa- 
rar los resultados. 


5. fo=x+x-1 6. р(х) = кх 1 


"7. Јо) = ЗА = Па 8. Го) = х? +3 
9. Рх) = х? - 3,902 + 4,79x – 1,881 


10. р) = 101? - 11 


11. f(x) = х + ѕеп (x + 1) 


12. fœ) = х? — cos x 


En los Ejercicios 13-16, aproximar, mediante el método de 
Newton, el valor de x correspondiente al punto o puntos de 
intersección de las dos gráficas. Continuar el proceso hasta 
que dos aproximaciones sucesivas difieran en menos de 
0,001. [Ayuda: Tomar A(x) = f(x) — g(x).] 


13. fœ) = 25+ 1 14. р) =3- х 


200) = 110? + 1) 


go) = ух + 4 


Ejercicios de la Sección 3.8 


=x 16. рх) =a? 


х) = 0х g(x) = COS x 


ә 


эл 
2 


Punto fijo Еп los Ejercicios 17 y 18, aproximar cl punto 
fijo de la función con dos cifras decimales. [Un punto fijo xo 
de una función f cs un valor de x para el cual f(xp) = хо] 


17. f(x) = cosx 18. f(x) = сех, O<axa<x 


> 19. Redacción Сопѕійёгеѕе la función f(x) = x° – 31? +3. 

а) Representarla en la calculadora. 

b) Usar el método de Newton con x, = | como esti- 
mación inicial. 

c) Repetir b) utilizando ху = 4 y observar que el re- 
sultado es diferente. 

d) Para entender por qué, esbozar las rectas tangentes 
a la gráfica de fen los puntos (1, fO) у (1. fD) 
Hallar la x-intersección de cada recta tangente y 
compararlas con la primera iteración del método 
de Newton usando las respectivas estimaciones 
iniciales. 

e) Redactar un breve párrafo resumiendo cómo fun- 
ciona el método de Newton. Usar los resultados de 
este ejercicio para describir la importancia de una 
buena selección para la estimación inicial. 

20. Redacción Repetir el Ejercicio 18 para f(1) = sen x 


con las estimaciones iniciales x, = 1,8 y x; =3. 


En los Ejercicios 21-24, aplicar el método de Newton con la 
estimación inicial indicada y explicar por qué falla el método. 


ба + бх ~ 1, xa =1 


to 
un 
чы 


24. 


En los Ejercicios 25 y 26, usar el método de Newton рага 
obtener una regla general para aproximar el radical propuesto. 


w 
„л 
Ш 


ya |Ayuda: Considerar f(x) = x7 — a.] 
26. x= ya |Ayuda: Considerar f(x) = x" = a.] 


En los Ejercicios 27-30, usar los resultados generales de los 
Ejercicios 25 y 26 para aproximar los radicales indicados 
con tres cifras decimales. 


E 28.5 
29. +6 30. 315 


31. Usar el método de Newton para probar que la ecuación 


2 Ge, 9 Е 
Ap E Y (2 — ax,) 
sirve para aproximar l/a six, es una estimación inicial 
del inverso de с. Nótese que este método de aproxima- 
ción de inversos usa sólo las operaciones de producto y 
resta. JAvuda: Considerar f00 = (1/x) — q.) 
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32. Usando el resultado del ejercicio anterior, aproximar л 
con tres decimales aplicando el método de Newton a la 
función dada. 


) E b) l 
а) — == 
3 11 
En los Ejercicios 33 y 34, aproximar л con tres decimales 


usando el método de Newton y la función propuesta. 


33. f(x)=1 + cosx 34. р(х) = вх 


En los Ejercicios 35 у 36, aproximar el número crítico de fen 
el intervalo [0, л]. Esbozar la gráfica de f, indicando sus ex- 
tremos. 
35. f(x) =x cosx 36. Р(х) = х sen х 
En los ејесісіоѕ 37-40, repasamos varios problemas tipo de 


las secciones previas. En cada caso, aplicar el método de 
Newton para aproximar la solución. 


37. Distancia mínima Hallar el punto de la gráfica de 
РО) = 4 — х? más cercano al punto (1, 0). 


38. Distancia mínima Hallar el punto de la gráfica de 
f(x) = х? más cercano al punto (4, —3). 


39. Tiempo mínimo Un hombre está en un bote a 2 mi- 
llas del punto más cercano de la costa y desea ir al 
punto О de la figura, 3 millas costa abajo y 1 milla 
tierra adentro. Puede remar a 2 millas/h y caminar a 
4 millas/h. ¿Hacia qué punto de la costa debe dirigirse 
con el fin de llegar a Q en el menor tiempo posible? 


40. Medicina La concentración de un fármaco en la san- 
gre t horas después de ser inyectado por vía intramus- 
cular viene dada рог С = (31? + )/(50 + 17). ¿Cuándo es 
máxima la concentración? 


41. Costes de publicidad Una empresa que fabrica mag- 
netófonos portátiles estima que el beneficio producido 
por la venta de un modelo particular es 


P =-76x? + 4.830x? – 320.000, 0 <x < 60 


donde P es el beneficio en dólares y x el gasto en publici- 
dad en decenas de miles de dólares (véase figura). De 
acuerdo con ese modelo, hallar el menor de los dos costes 
publicitarios que producen un beneficio P = $2,500.000. 


Beneficio 
(en millones de dólares) 


10 20 30 40 50 60 


Gastos en publicidad 
(en cientos de miles de dólares) 


42. Potencia de un motor El par producido рог un motor 
de automóvil viene aproximado por el modelo 


T =0,808x? — 17,974x? + 71,248x + 110 843, 
1<х5<5 
donde Т es el par еп libras-pies у х la velocidad del 
motor en revoluciones por minuto (véase figura). 


Aproximar las dos velocidades que producen un par 
T = 170 libras-pies. 


T 


Par (en libras-pies) 


12345 


Velocidad del motor 
(en miles de rpm) 


¿Verdadero o falso? Еп los Ejercicios 43-46, decidir si la 
afirmación es correcta. Si no lo es, explicar la razón o dar un 
ejemplo que muestre su falsedad. 


43. Los ceros de f(x) = p(x)/g(x) coinciden con los de р(х). 


44. Silos coeficientes de una función polinómica son todos 
positivos, el polinomio no tiene ceros positivos. 


45. Si f(x) es un polinomio cúbico tal que f'(x) nunca se 
anula, cualquier estimación inicial en el método de 
Newton hace que éste converja al cero de f. 


46. Las raíces de 


Fx) =0. 


En los Ejercicios 47 y 48, escribir un programa de ordenador 
para hallar los ceros de una función mediante el método de 
Newton. Aproximar los ceros con tres cifras decimales. La res- 
puesta debe ser una tabla con los siguientes encabezamientos. 


Fr) Fa) 
X, 


г) "Ор 


fœ) = 0 coinciden con las raíces de 


п, х, ЈО), PY» 


48. р(х) = 4/4 -x sen (х – 2) 
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Diferenciales = 
Propagación del error = 
Cálculo de diferenciales = 


Recta tangente 


FIGURA 3.63 
Aproximación de f mediante la recta 
tangente en el punto (0, 1). 


| №а Debe quedar claro que la 
aproximación lineal depende del 
punto de tangencia. En un punto di- 
ferente de la gráfica de f(x) = 1 + 
+ sen x, se obtendría una aproxima- 
ción diferente mediante la recta 
tangente. 
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3.9 
Diferenciales 


Aproximaciones lineales 


El método de Newton (Sección 3.8) es un ejemplo del uso de la recta tangente 
para aproximar la gráfica. En esta sección estudiaremos otras situaciones en las 
que la gráfica de una función puede ser aproximada por medio de rectas. 

Para empezar, consideremos una función f derivable en с. La ecuación de 
su recta tangente en el punto (c, f(c)) es 


y = fc) =f Ox- с) 
y =/(с) + fox- с) 
Como c es constante, y es una función lineal de x. Además, restringiendo x a 
valores suficientemente cercanos a c, los valores de y pueden utilizarse como 


aproximaciones (hasta la precisión requerida) de los valores de la función f. En 
otras palabras, cuando x > с, el límite de y es f(x). 


EJEMPLO 1 Aproximación por la recta tangente 


Aproximar, mediante la recta tangente, la función 
F0)=1+sen х Función original 


en el punto (0, 1). A continuación, elaborar una tabla para comparar los valores y 
de la función lineal con los de f(x) en un intervalo abierto que contenga a x = 0. 


Solución: La derivada de f es 
f(x) = cos х Primera derivada 
luego la ecuación de la recta tangente a la gráfica de fen el punto (0, 1) es 


у-—/(0) = /'(0)(х — 0) 
у-1= (06 - 0) 


у= 1+х Aproximación рог la recta tangente 


La tabla compara los valores y dados por la aproximación lineal con los de f(x), 
cerca de х = 0. Nótese que cuanto más cerca está x de 0, mejor es la aproxima- 
ción. Esto queda confirmado por la Figura 3.63. 


ааа Te 
f(x) = 1 + sen х |0,521 | 0,9002 | 0,9900002 Е 1,0099998 


0,01 


{ 


бшш 
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FIGURA 3.64 
Vies pequeño, Ас = fet Ao o) 


viene dado aproximadamente por (Ах, 


Aplicaciones de la derivada 


Diferenciales 
Cuando se usa la recta tangente a f en el punto (с, f(c)) 
у= о) + (с)(х — e) Recta tangente en (e. fe) 


como aproximación de la gráfica de f, la cantidad х — с se llama el cambio en x, 
y se denota por Ax (Figura 3.64). Cuando Ах es pequeño, el cambio en y (deno- 
tado Ау) se puede aproximar como sigue. 
Av =flc + Ax) – f(e) Cambio aproximado de y 
х FAx 
En tales aproximaciones, la cantidad Ах se suele denotar por dx y se llama dife- 


rencial de х. La expresión f(x)dx se denota por dy y se llama diferencial de y. 


DEFINICIÓN DE DIFERENCIALES 


Sea y = f(x) una función derivable en un intervalo abierto que contiene a x. 
La diferencial de x (denotada dx) es cualquier número real no nulo. La 
diferencial de y (denotada dy) es 


dy = f'(x)dx 


En muchas aplicaciones, la diferencial de y se puede utilizar como aproxi- 
mación del cambio en у. Es decir, 


Ay = dy o Ау ж fluodr 


EJEMPLO 2 Comparación de Ау con dy 


Sea у = х2. Calcular dy para x= Гу dx = 0,01. Comparar ese valor con Ау para 
= | у Ax=0,0L 


Solución: Como у = fla) = л”, es f(x) = 2k y la diferencial dy viene dada por 
А = Ѓ (х) Diferencial de а 
=/(1)(0,01) 
= 2(0,01) 
= 0.02 


Ahora bien, usando Ах = 0,01, el incremento en y es 


Ау = fix + Ax) = fa) Incremento en y 
= (1,010) = fL) 
= (Кор 
= 0,0201 
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Ar 
| de 
FIGURA 3.65 
El cambio cn у, Ау, viene dado aproximadamente 


por la diferencial de y. dv, 


FIGURA 3.66 


Bofa de cojinete con un radio medido 


coi error no superior a 0.01 pulgadas. 
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La Figura 3,65 muestra la comparación gcométrica entre dy y Ay. Intente com- 
parar los valores de dy y Ay. Comprobará que los valores son tanto más próxi- 
mos cuanto más cerca de O está dx (o Ax). 


Propagación del error 


Los físicos y los ingenieros tienden a usar dv como aproximación de Ay de un 
modo muy libre. Tal sucede en la práctica al estimar errores propagados a 
partir de los cometidos por los aparatos de medida. Por ejemplo, si x denota el 
valor medido de una variable y x + Ах representa el valor exacto, entonces Ах 
es el error de medida. Finalmente, si el valor medido de x es utilizado en el 
cálculo de algún otro valor f(x), la diferencia entre f(x + Ax) y f(x) es el error 
propagado. 


Error de Error 
medida propagado 


XAO fa) = Av 


ÚS o a 


Valor Valor 
exacto medido 


EJEMPLO 3 Estimación del error 


La medida del radio de una bola de cojinete resulta ser 0,7 pulgadas (véase 
Figura 3.66). Si ese aparato de medida comete un error no superior a 0.01 
pulgadas, estimar el error propagado en el volumen de la bola, 


Solución: La fórmula para el volumen de una bola es Y = Far. donde res el 
radio. Así pues, podemos escribir 


ғ= 07 Radio medido 


0,01 < Ar < 0,01 Posible error 


Para aproximar el crror propagado en el volumen, derivamos V, con lo que se 
obtiene dV/dr = Алг? y escribimos 
AV = dV Aproximar AV por dY 
= årròdr 


= 47(0.7)2(+0.01) Sustituir лу dr 


$ 


+0.06158 


Por tanto, el volumen tiene un error propagado de unas 0.06 pulgadas cúbicas. 


ү 
LJ 
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El error propagado en el Ejemplo 3, ¿es grande o pequeño? La respuesta se 
expresa mejor en términos relativos, comparando dV con V. La razón 


dV  4ar?dr 
Ll == —— Razón de dV a V 
V 4 3 
zar 
3 
3dr 
ES Simplificar 
F 
_ (+0,01) Sustituir 4 
= ——(+U, titi 
07 ustituir dr y r 
2 +0,0429 


se Пата el error relativo. El correspondiente error porcentual (o porcentaje 
de error) viene a ser 4,29 por 100. 


Cálculo de diferenciales 


Todas y cada una de las reglas de derivación estudiadas en el Capítulo 2 admi- 
ten una traducción en términos de diferenciales. Así, si u y v son funciones 
derivables de x, por la definición de los diferenciales tenemos du = и'ах y dv = 
= v'dx. Por tanto, se puede escribir la regla del producto en forma diferencial 
como sigue. 


d 
d [uv] = —[uvldx Diferencial de uv 
dx 


= [uv + vu'ldx Regla del producto 


= uv dx + vu'dx 


=u dv +v du 


EJEMPLO 4 Cálculo de diferenciales 


Función Derivada Diferencial 


d 
2 кыы dy = 2x dx 
dx 


а) y=x 
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Función Derivada Diferencial 
dy 
b) у = 2 ѕепх — = 2 cosx dy = 2 cos х dx 
ах 
dy 
с) у= хсоѕх de 7х Sen х + cos х dy = (=x sen х + cos x)dx 
X 
1 dy 1 ах 
d =- -— = => dy = —— П 
) Y x dx x? К х? 


La notación del Ejemplo 4 es la notación de Leibniz para las derivadas y 
diferenciales, llamada así en honor del matemático alemán Gottfried Wilhelm 
Leibniz. La belleza de esta notación se debe a que proporciona una forma muy 
simple de recordar varias fórmulas importantes del Cálculo, gracias a que da la 
impresión de que se deducen mediante sencillas manipulaciones algebraicas de las 
diferenciales. A título de ejemplo, la regla de la cadena en notación de Leibniz, 


aparece como obviamente válida por cancelación de las du. Aunque este razo- 
namiento es incorrecto, la notación ayuda a recordar la regla de la cadena. 


EJEMPLO 5 Diferencial de una función compuesta 


y = f(x) = sen 3x Función original 
Р(х) = 3 cos Зх Aplicar la regla de la cadena 
dy = }'(х)(ах) = 3 cos Зх dx Forma diferencial 
О 
EJEMPLO 6 Diferencial de una función compuesta 
у= р(х) = (х2 + 11? Función original 
Р) = Leg + 1)7 (2x) = E Aplicar la regla de la cadena 
2 Jx + 1 
ау = f'(x)Xdx) = 2222 ах Forma diferencial 
yx? + 1 
О 


Las diferenciales se pueden utilizar рага aproximar valores de las funcio- 
nes. A tal fin, para una función y = f(x) usamos la fórmula 


| Ја + Ax) а Ро) + dy = ғо) + f Godx | 


que se deduce de la aproximación Лу = FA + Ах) – f(x) ~ dy. La clave en el 
uso de esa fórmula reside en elegir un valor de x que haga sencillos los cálcu- 
los, como ilustra el Ejemplo 7. 
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Ejercicios de la Sección 3.9 


Aplicaciones de la derivada 


EJEMPLO 7 Aproximación de valores de funciones 


Aproximar, usando diferenciales, /16,5 
ч -A . la . . 
Solución: Tomando f(x) = {/ х, podemos escribir 


1 
fix + Ах) x f&a) + Gdx = /х + dx 
М 2\/х 


Ahora, haciendo х = 16 y dx = 0,5 obtenemos la aproximación 


| 

4+ 

+ 
Так 
оз — 
NA 
AS 
әт = 
н, 


4+ = 
16 


4,0625 


| 


г Noa. El uso de las diferenciales con el fin de aproximar valores de funciones ha 
perdido vigencia con la disponibilidad de calculadoras. En una calculadora podemos 
ver inmediatamente que 


y 16,5 = 4,0620 


lo que, de paso, da una idea de la precisión del método diferencial en el Ejemplo 7. 


En los Ejercicios 1-6, hallar la ecuación de la recta tangente Función Intervalo 
Ta la gráfica de f en el punto indicado. Usar aproximación | ии 
lineal para completar la tabla. Го) =” (2. 32) 
| 4. Р) = \/х (2, 4/2) 
х 1.9 | 1,99 2 2,01 2,1 5. f(x) = sen х (2, sen 2) 
fix) | | l 6. f(x) = соѕес х (2. соѕес 2) 
f | 
898 р 
Tia) | | | En los Ejercicios 7-10, evaluar y comparar Ау y dy. 
РЕБ E | 
7. у= x=1 Ах = dx = 0,1 
Función Intertalo S І 
тес сисе = Щщ Е 8. = 1-20 х= 0) Ax = da = 01 
L Jusa (24) 9. y=xi+l v=-1 Ax=dx=001 
А (2. 1/4) 10. к= 20+ 1 х= 2 Ах = фу = 0.01 
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En los Ejercicios 11-20, calcular la diferencial dy de la fun- 
ción dada. 


17. 


19. 


21. 


22. 


24. 


25. 


26. 


27. 


у= 307-4 12... у= 2х? 
x+l 14 ecd 
= -—— © y= JX — 
Ше TEN 
paag ШЕК; О зБ. 
À 16. у= /x+— 
yx 
sec? x 
y== 18. y=xsenx 
| 
1 блх — 1 
у= = соз = 20. y=x-tg x 
3 2 
Área La medida del lado de un cuadrado da 12 pulga- 


das, con una cota de error de 1/64 de pulgada. Aproxi- 
mar, mediante diferenciales, la cota de error propagado 
al calcular el área del cuadrado. 


Área Las medidas de la base y de la altura de un rec- 
tángulo han dado 36 cm y 50 cm, con una cota de error 
en las medidas de 0,25 ст. Aproximar, usando diferen- 
ciales, la cota de error propagado al calcular su área. 


Área La medida del radio de la base de un tronco da 
14 pulgadas, con una cota de error de 1/4 de pulgada. 
Aproximar, mediante diferenciales, la cota de error 
propagado al calcular el área de la base de ese tronco. 


Volumen y área superficial La medida de la arista de 
un cubo da 12 pulgadas, con una cota de error de 
0.03 pulgadas. Aproximar, mediante diferenciales, la 
cota de error propagado al calcular 

a) el volumen del cubo, 

b) el área del cubo. 


Área La medida del lado de un cuadrado ha dado 

15 cm, con cota de error de 0,05 cm. 

a) Aproximar el porcentaje de error en el cálculo de 
su árca. 

b) Estimar el máximo error porcentual admisible en 
la medida del lado para que el error cometido al 
calcular el área no supere el 2,5 por 100. 


Circunferencia La medida de la circunferencia de un 

círculo ha dado 56 cm, con cota de error de 1,2 cm. 

а) Aproximar el porcentaje de error en el cálculo del 
área del círculo. 

b) Estimar el máximo error porcentual admisible en 
la medida de la circunferencia para que el error 
cometido al calcular el área no supere el 3 por 100. 


Volumen y área superficial El radio de una esfera se 
ha medido en 6 pulgadas, con cota de error de 0,02 
pulgadas, Usar diferenciales para aproximar el máximo 


28. 
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error posible cometido al calcular a) el volumen de la 
esfera, b) el área de la esfera, y с) los errores relativos 
en los apartados a) y b). 


Beneficio El beneficio de una empresa es 
1 
P = (500x — x?) — (e = 77х + 3000) 


Aproximar el cambio y el porcentaje de cambio de 
los beneficios al cambiar la producción de x= 115 а 
x= 120 unidades. 


En los Ejercicios 29 y 30, el grosor de la capa es 0,2 cm. Usar 
diferenciales para estimar el volumen de la capa. 


29. 


30. 


31. 


Capa cilíndrica de altura 40 cm y radio 5 ст. 


0,2 cm 
N 
H 


Capa esférica de radio 100 cm. 


0,2 cm 


5 100 cm =: 


Péndulo El período de un péndulo viene dado por 


L 
r=a | 
8 


donde la longitud L se mide en pies, g es la aceleración 

de la gravedad y Tel tiempo en segundos. Supongamos 

que el péndulo, a causa de la temperatura, ha aumenta- 

do su longitud en un 0,5 por 100. 

a) Hallar el cambio porcentual aproximado en el pe- 
ríodo. 

b) Usando el resultado de a), calcular el error aproxi- 
mado de este reloj de péndulo en un día. 
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32. 


33. 


Кы 
л 


38. 
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Péndulo Supongamos que se usa un péndulo para 
medir la aceleración de la gravedad en un punto de la 
superficie terrestre. Usar la fórmula 


L 
ге |, 
8 


para aproximar el porcentaje de error en el valor de g si 
el período T se logra determinar con un error no supe- 
rior al 0,1 por 100 respecto de su valor exacto. 


Ley de Ohm Una corriente de 7 amperios pasa por 
una resistencia de R ohmios. La ley de Ohm establece 
que el voltaje Е aplicado a la resistencia es 


E = IR 


Si el voltaje es constante, probar que la magnitud del 
error relativo en R causado por un cambio en / es igual 
a la magnitud del error relativo en /. 


Medio ambiente El coste en dólares de la supresión 
del p% de la polución del humo que expulsa una cen- 
tral térmica es 


C= 80.000p 
100 -p 


0<p< 100 


Usar diferenciales para aproximar el crecimiento en 
costes si el gobierno exige a la empresa que elimine un 
2 por 100 más de polución, si p era antes a) 40 por 100 
y b) 75 por 100. 


Medida de triángulos Un cateto de un triángulo rec- 

tángulo mide 9,5 pulgadas y el ángulo opuesto 26°45, 

con un error no superior a 15”. 

a) Aproximar el porcentaje de error al calcular la lon- 
gitud de la hipotenusa. 

b) Estimar el error permisible en la medida del ángu- 
lo para que el error en el cálculo de la longitud de 
la hipotenusa no pase del 2 por 100. 


Área Estimar el porcentaje de error en el cálculo del 
área del triángulo del Ejercicio 35. 


Movimiento de un proyectil El recorrido R de un 


proyectil es 


р 
3 


|5 


R= (sen 20) 


N 


donde г, es la velocidad inicial en pies/s y 0 el ángulo de 
elevación. Si vo = 2.200 pies/s y 0 se cambia de 10° a 11”, 
usar diferenciales para estimar el cambio en el recorrido. 


Agrimensura Un agrimensor está a 50 pies de la base 
de un árbol y mide el ángulo de elevación como 71,5”. 


¿Con qué precisión ha de medir el ángulo para que el 
porcentaje de error en el cálculo de la altura del árbol 
sea menor que el 6 por 100? 


En los Ejercicios 39-42, usar diferenciales para aproximar el 
valor de la función. Comparar la respuesta con la calculadora. 


39. ./99,4 40. 2/28 


41. 4/624 42. 


Redacción Еп los Ejercicios 43-46, explicar en unas líneas 
por qué la aproximación es válida. 


44. ./4,02 


45. sec 0,03 = 1 + 0(0,03) 46. 


(2,99)? 


43. 0,994 = 1 – 4(0,01) 


№ 


1 
2 + (0,02 
zí ) 


) 


tg 0,05 = 0 + (0.05) 


¿Verdadero o falso? En los Ejercicios 47-50, discutir si la 
afirmación es correcta. En caso contrario, explicar la razón o 
exhibir un ejemplo que muestre su falsedad. 


47. Siy=x +c, entonces dy = dx. 
48. Si у= ax + b, entonces Лу/Ах = dy/dx. 
49. Si y es derivable, entonces lím (Ay — dy) = 0. 
Ax->0 
50. Si y=f(x), fes creciente y derivable, y Ax > 0, enton- 
ces Ау > dy. 


51. Razonamiento gráfico El área de un cuadrado de 
lado x es А(х) = х2. 
a) Calcular dA y AA en términos de x y Ах. 
b) Usar la figura para identificar la región cuya área 


es dA. 
c) Usar la figura para identificar la región cuya área 
es АА — 4А. 


ке у- > 


52. Demostrar que si y = f(x) es una función derivable, en- 
tonces 


Ay = dy = Ax 


donde £ > 0 cuando Ах > 0. 
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Aplicaciones a la economía y al comercio 


En la Sección 2.6 aprendimos que la situación más frecuente en que se miden 
cambios es respecto al tiempo. Ahora analizaremos algunos ritmos de cambio 
relevantes en Economía que no se miden respecto al tiempo. Así, los econo- 
mistas denominan beneficio marginal, ingreso marginal y coste marginal a los 
ritmos de cambio de los beneficios, de los ingresos y de los costes con respecto 
al número de unidades producidas o vendidas. 


Ingreso 
marginal 


1 unidad 


Ingreso adicional 
por una unidad 


FIGURA 3.67 
Una función de ingresos. 


En este resumen, nótese que los marginales se pueden utilizar para estimar el 
ingreso, beneficio o coste asociado a la producción o venta de una unidad adicio- 
nal. Esto se ilustra gráficamente para el ingreso marginal en la Figura 3.67. 
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Beneficio (en dólares) 


Р (51, 536,53) 


10 20 30 40 50 
Número de unidades 


FIGURA 3.68 
El beneficio marginal es el beneficio extra por 
la venta de una unidad adicional. 
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EJEMPLO 1 Los marginales como aproximaciones 


Un empresario determina que el beneficio en la venta de x unidades de cierto 
artículo viene dado por P = 0,0002х° + 10x. 


a) Calcular el beneficio marginal para una producción de 50 unidades. 
b) Compararlo con el aumento real de beneficios obtenido al pasar de 
producir 50 a 51 unidades (véase Figura 3.68). 


Solución: 
a) El beneficio marginal viene dado por 


dP 
— = 0,0006x? + 10 
dx 


Cuando x = 50, el beneficio marginal es 


dP 3 
FR - = (0,0006)(50) + 10 = $11,50 Beneficio marginal 
X 


b) Para х = 50 y 51, los beneficios reales son 


P = (0,0002)(50°) + 10(50) = 25 + 500 = $525,00 
Р = (0,0002)(51°) + 10(51) = 26,53 + 510 = $536,53 


Por tanto, el beneficio adicional al pasar la producción de 50 a 51 
unidades es 


536,53 — 525,00 = $11,53 Beneficio extra por una unidad 


La función de beneficios del Ejemplo 1 es inusual, por cuanto sigue cre- 
ciendo siempre que el número de unidades vendidas aumente. En la práctica, es 
más frecuente encontrar situaciones en las que sólo bajando el precio por uni- 
dad es posible aumentar las ventas. Tales reducciones de precio acaban provo- 
cando la caída de los beneficios. El número x de unidades que los clientes están 
deseando adquirir a un precio dado p por unidad se conoce como la función de 
(la) demanda 


p= F(x) Función de demanda 


EJEMPLO 2 Una función de demanda 


Un comerciante vende 2.000 unidades mensuales a $10 cada unidad. Se predi- 
ce que las ventas mensuales crecerán 250 unidades por cada $0,25 de reduc- 
ción en el precio. Hallar la función de demanda correspondiente a esta pre- 
dicción. 


Precio (en dólares) 


Precio (en dólares) 
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1.000 2.000 3.000 4.000 5.000 
Número de unidades 


FIGURA 3.69 
Una función de demanda p. 


х 
20.000 40.000 60.000 
Número de unidades 
FIGURA 3.70 
Al bajar el precio se venden más hamburguesas. 
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Solución: Como está previsto que x aumente en 250 unidades cada vez que se 
baje en $0,25 el precio, la situación queda descrita por la ecuación 


10-p 
= 2.000 + 250] —— | = 12.000 — 1.0007 
( 0,25 ) ds 
es decir, 


p=12- т х > 2.000 Función de demanda 


La gráfica de esta función de demanda está recogida en la Figura 3.69. 


EJEMPLO 3 Cálculo del ingreso marginal 


Un restaurante de comida rápida calcula que la demanda mensual de hambur- 
guesas es 


_ 60.000 — х 
© 20.000 


Hallar el crecimiento del ingreso marginal (ingreso por hamburguesa) para 
unas ventas mensuales de 20.000 unidades (véase Figura 3.70). 


Solución: Como los ingresos totales vienen dados por R = xp, se tiene 


(60.000x — х2) 


60.000 — x 1 
R=xp=x = 
20.000 20.000 


y el ingreso marginal es 


ак _ 1 
—— = ———— (60.000 ~ 2x) 
dx 20.000 


Para x = 20.000, el ingreso marginal es 


ак _ 1 20.000 
—— = ————[60.000 ~ 2(20.000)] = = = $l/unidad О 
ах 20.000 20.000 


| Nota. Га función demanda del Ejemplo 3 es típica, en el sentido de que a un bajo 
precio corresponde una fuerte demanda, como muestra la Figura 3.70. 
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Beneficio (еп dólares) 


Número de unidades 


FIGURA 3.71 

El máximo beneficio corresponde al punto donde el 
beneficio marginal es 0, Cuando se venden más de 
24.000 hamburguesas, el beneficio marginal es 
negativo (un aumento de la producción más allá de 
este nivel producirá una reducción de beneficios, en 
lugar de un aumento de beneficios). 
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EJEMPLO 4 Cálculo del beneficio marginal 
Puesto que en el Ejemplo 3 el coste de producción de x hamburguesas es 
С = 5.000 + 0,56x 


hallar el beneficio total y el beneficio marginal para 20.000, 24.000 y 30.000 
unidades. 


Solución: Al ser Р = R — С, podemos usar la función de ingresos del Ejemplo 3 
para ver que 


1 
P = ————(60.000х — х2) — 5.000 — 0,56x 
20.000 


2 


= 2,44х 2 —^—— - 5.000 
20.000 


Así pues, el beneficio marginal es 


dP 
одын 
dx 10.000 


La tabla muestra los beneficios total y marginal para cada una de las tres de- 
mandas especificadas. 


$23.800 


24.000 30.000 


Beneficio $24.768 | $23.200 | 


Beneficio marginal $0,44 —$0,56 


EJEMPLO 5 Cálculo del beneficio máximo 


En la comercialización de un producto se ha comprobado que la demanda vie- 
ne dada por 


50 
p = == Función de demanda 
E 


El coste de producción de x unidades es С = 0,5x + 500. Calcular el precio por 
unidad para el que se consigue un beneficio máximo (véase Figura 3.72). 


Solución: А la vista de la función de costes dada, es 


P=R-C=xp ~ (0,5х + 500) Ecuación primaria 
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1 2 з 4 5 
Número de unidades (en millares) 


FIGURA 3,72 


{ | dR а 
El máximo beneficio se logra cuando — = —. 
de dx 


Coste por unidad (en dólares) 


1.000 2.000 3.000 4.000 
Número de unidades 


FIGURA 3.73 


4 ; ; dC 
El mínimo coste medio se consigue cuando k =. 
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Sustituyendo la expresión dada por p obtenemos 


— (0,5х + 500) = 50, /x ~ 0,5х — 500 


50 

Р = (> 

К 

Igualando a cero el beneficio marginal 


dP 25 
= 2 0,5 = 0 


ах х/х 


vemos que х = 2.500. De ello podemos concluir que el beneficio máximo suce- 
de cuando el precio es 


50 50 
pole Č = $1,00 O 


/2.500 50 


| Nota. Para hallar el beneficio máximo en el Ejemplo 5, hemos derivado la función de 
beneficios, Р = R — С, y hemos igualado dP/dx a cero. De esta ecuación 


se sigue que el máximo beneficio ocurre cuando el ingreso marginal es igual al coste 
marginal, tal como indica la Figura 3.72. 


EJEMPLO 6 Minimizando el coste medio 


Una empresa estima que el coste, en dólares, de producción de x unidades de 
cierto producto es С = 800 + 0,04x + 0,0002x?. Calcular el nivel de producción 
que hace mínimo el coste medio por unidad. 

Solución: Sustituyendo С de la ecuación dada se obtiene 


= 80 0 ^ 
C= С _ O + 0,04x + 0,0002х S 800. 0,04 + 0,0002x 
х 


X X 


Haciendo la derivada dC dx igual a cero resulta 


dC 800 
Z 2 + 0,0002 = 0 
dx х 
800 
2 0.0002 = 4.000.000 => х = 2.000 unidades 


(Véase Figura 3.73.) O 


268 Capítulo 3 Aplicaciones de la derivada 


Ejercicios de la Sección 3.10 


1. Para pensar La figura muestra el coste С de produc- En los Ejercicios 11-14, calcular el precio unitario que pro- 
ción de x unidades de un producto. duce un beneficio P máximo. 
a) ¿Cómo se llama C(0)? 
b) Esbozar la gráfica de la función coste marginal. Función de coste Función de demanda 
c) ¿Tiene esa función algún extremo? Si lo tiene, 
describir su significado en términos de Economía. 11. C=100 + 30x p=90-x 
12. C = 2.400х + 5.200 p = 6.000 — 0,4x? 
x 
13. C = 4.000 — 40x + 0,02x? p = 50 – — 
100 
14. C=35x+2,/x — 1 p=40-,./x- 1 


Coste medio En los Ejercicios 15 y 16, usar la función de 
costes para calcular el valor de x en el que el coste medio es 


mínimo. Para tal valor de x, mostrar que el coste marginal y 
2. Para pensar Та figura muestra el coste С y los ingre- el coste medio son iguales. 


sos R de producción y venta de x unidades de un pro- 
ducto. 15. 
a) Esbozar la gráfica de la función ingreso marginal. 


b) Esbozar la gráfica de la función de beneficios. 17. 
Aproximar la posición del valor de x en el que el 
beneficio es máximo. 18. 


С 


Be 19, 


En los Ejercicios 3-6, calcular el número x de unidades que 
proporciona unos ingresos máximos. 


3. R=900x – х? 4. R=600x? — 0,02х° 


1.000.000x 


E A 6. R=30x2% – 2х 
0,02x? + 1.800 


C=2x? + 5x + 18 16. С= х? ~ бх? + 13х 


Probar que el coste medio es mínimo en el valor de х 
para el cual el coste medio es igual al coste marginal. 


Beneficio máximo El beneficio de cierta empresa es 
1 
P = 230 + 20s — 55 


donde s es la cantidad (en cientos de dólares) gastada 
en publicidad. ¿Qué valor de s hace máximo el bene- 
ficio? 


Investigación numérica, gráfica y analítica El coste 
por unidad para la producción de un modelo de radio es 
$60. El fabricante cobra $90 por unidad para pedidos 
que no superen las 100 unidades. Con el fin de incenti- 
var grandes pedidos, reduce el precio en $0,15 por cada 
unidad que pase de 100 (por ejemplo, las cobraría a $87 
si el pedido fuese de 120). 
a) Completar analíticamente seis filas de una tabla 
como la adjunta, en la que sólo se muestran dos filas. 


Precio Beneficio 


En los Ejercicios 7-10, hallar el número x de unidades para el А 
cual el coste medio por unidad es mínimo. 102 
7. C=0,125x? + 20x + 5.000 104 


8. C= 0,001x? – 5x + 250 


9. C= 3.000х — x?,/300 — x 


2 2х3 — x? + 5.000x 


10. C 5 
х? + 2.500 


90 — 2(0,15) 102190 — 2(0,15)] — 102(60) = 3.029,40 
90 — 4(0,15) 104[90 — 4(0,15)] – 104(60) = 3.057,60 


b) Usando la calculadora, generar nuevas filas y usar 
la tabla para estimar el beneficio máximo. 

c) Expresar el beneficio P en función de x. 

d) Hallar, usando el Cálculo, el número crítico de la 
función y la orden de pedido requerida. 


Ejercicios de la Sección 3.10 


e) Representar la función en la calculadora e identifi- 
car el beneficio máximo en la gráfica. 


20. Beneficio máximo Una agencia inmobiliaria dispone 
de 50 apartamentos. Cuando los alquila a $720 por 
mes, están todos ocupados. Pero, en promedio, por 
cada $40 de aumento en el alquiler, se produce una 
vacante. Cada apartamento alquilado exige una inver- 
sión mensual de $48 para su limpieza y mantenimiento. 
¿Qué alquiler producirá un beneficio máximo? 


Coste mínimo En los Ejercicios 21 y 22, hallar la veloci- 
dad v, en millas/h, que minimiza los costes en un trayecto de 
110 millas. El coste del combustible por hora es С dólares у 
el conductor cobra W dólares la hora. (Se supone que no hay 
más costes.) 


2 2 


E dae 
500 


21. Coste del fuel: C = — 
600 


Conductor: W = $5 Conductor: W = $7,50 

23. Coste mínimo Una central de energía está a un lado 
de un río de 1/2 milla de anchura, y una fábrica se en- 
cuentra situada 6 millas aguas abajo, al otro lado del 
río. El tendido de líneas cuesta $12 por pie en tierra y 
$16 por pie bajo el agua. Hallar el tendido más econó- 
mico desde la central hasta la fábrica. 


24. Coste mínimo Una plataforma petrolífera está 2 km 
mar adentro y la refinería 4 km costa abajo. Si el coste 
del metro de oleoducto es doble en el mar que en tierra 
firme, ¿qué trayecto debe tener el oleoducto para mini- 
mizar costes? 


Coste mínimo En los Ejercicios 25-28, considérese un cen- 
tro de distribución de combustible situado en el origen de un 
sistema de coordenadas rectangulares (unidades en millas, 
véanse figuras). El centro surte a tres fábricas con coordena- 
das (4, 1), (5, 6) y (10, 3). Una carretera sale del centro si- 
guiendo la recta y = mx, y otras desde ésta hacia las fábricas. 
El objetivo es hallar un m que haga mínima la longitud de las 
carreteras secundarias, 


25. Minimizar la suma de los cuadrados de las longitudes 
de las carreteras verticales 


S, = (4m- 1)? + (5m — 6)? + (10m – 3)? 


Hallar la ecuación de la carretera principal por este méto- 
do y determinar la suma de longitudes de las secundarias. 


Minimizar la suma de los valores absolutos de las lon- 
gitudes de las carreteras secundarias verticales 


S, = Ат – Ц + |5m – 6| + 10m — 3] 


28. 


29. 


30. 
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Hallar la ecuación de la carretera principal por este mé- 
todo y determinar la suma de longitudes de las secun- 
darias. (Ayuda: Representar en la calculadora la gráfica 
de 5, y aproximar el número crítico requerido.) 


оо 


ROO 
кы O E E 


Minimizar la suma de distancias perpendiculares 
(véanse Ejercicios 75-81 de la Sección P.2) desde la 
carretera principal a las fábricas, dada por 


_|йт- 1 | [Sm – 6| |l0m — 3| 


КЕ aN a л 


Hallar la ecuación de la carretera principal por este 
método y determinar la suma de longitudes de las se- 
cundarias. (Ayuda: Representar en la calculadora la 
gráfica de S, y aproximar el número crítico requerido.) 


y 
А 
87 
A ү! (5, б) joa 
44 
24 (10,3) 
H 


| 
И 
| 
| 


Redacción Explicar por escrito cuál de los métodos 
de los Ejercicios 25-27 es más sencillo de aplicar y cuál 
logra con más eficacia el objetivo de minimizar costes. 


Beneficio máximo Supongamos que el capital depo- 
sitado en un banco es proporcional al cuadrado de la 
tasa de interés abonada por la entidad, y que el banco 
puede reinvertir ese dinero al 12 por 100. Calcular la 
tasa de interés que produce beneficios máximos para el 
banco. (Usar la fórmula del interés simple.) 


Ingresos máximos Cuando un comerciante vende un 
cierto producto a $25 la unidad, vende 800 unidades 
semanales. Después de aumentar el precio en $5, las 
ventas caen a 775 unidades semanales. Suponiendo que 
la función de demanda es lineal, calcular el precio que 
hará máximos los ingresos totales. 
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A 3], 


33. 


A 35, 
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Coste mínimo El coste С de pedido y transporte de 
las componentes utilizadas en la fabricación de cierto 
producto es 


200 х 
С = 100| — + > 1<х 
xX х + 30 


donde С se mide en miles de dólares у х es el tamaño 
del pedido en cientos. Calcular el tamaño x que mini- 
miza el coste. (Ayuda: Usar el método de Newton o una 
calculadora.) 


Coste medio Una empresa calcula que el coste en dó- 
lares de producción de x unidades de un producto es 


C = 800 + 0,4x + 0,02x? + 0,0001x? 


Hallar el nivel de producción que hace mínimo el coste 
medio por unidad. (Ayuda: Usar el método de Newton 
o una calculadora.) 


Ingresos Los ingresos R de una compañía por la ven- 
ta de x unidades es 


R = 900x — 0,11? 


Usar diferenciales para aproximar el cambio en los in- 
gresos cuando las ventas crecen de x = 3.000 a x= 3.001 
unidades. 


Beneficios Los beneficios Р de una compañía por la 
venta de x unidades vienen dados por 


1 
Р = (500x — x°) — (зе - 77х + 3000) 


Usar diferenciales para aproximar el cambio y el cam- 
bio porcentual de los beneficios cuando la producción 
cambia de x = 175 a x = 180 unidades. 


Investigación analítica y gráfica Un fabricante de 
fertilizantes estima que las ventas siguen el esquema 


2л(1 — 60) 
F = 100.000< 1 + sen | ———— 
365 


donde F se mide en libras y el tiempo геп días, con / = 1 

correspondiendo al 1 de enero. 

a) Usar el Cálculo para determinar el día de máxima 
venta de fertilizante. 

b) Representar la función en la calculadora y estimar 
el día de mínima venta. 


Un modelo matemático La tabla muestra la distribu- 
ción mensual de gasolina G en miles de millones de 
galones en EE.UU. el año 1994, El tiempo + se repre- 
senta en meses, de 1 a 12. (Fuente: Federal Highway 
Electronic Bulletin Board.) 


t 1 2; 3 4 5 6 
э из ЕЕ 
G | 8,91 | 9,18 | 9,79 | 9,83 | 10,37 | 10,16 
A PS „М 
t 7 8 9 10 11 12 
Карр; Тий че трт тетет; 
G |10,37 | 10,81 | 10,03 } 9,97 | 9,85 | 9,51 
== 


Un modelo para esos datos es 
лі 
G = 9,90 — 0,64 cos E - ов?) 


a) Representar еп la calculadora los datos y el modelo. 

b) Aproximar, mediante ese modelo, el mes de máxi- 
ma venta. 

c) ¿Qué factor del modelo provoca la variación tem- 
poral de las ventas? ¿Qué parte del modelo da las 
ventas medias mensuales? 

d) Si el Ministerio de Energía añade un término 0,02 ғ 
al modelo, ¿qué significaría ese término? Con este 
nuevo modelo, estimar el máximo consumo men- 
sual en el año 2000. 


Ingresos de los ferrocarriles Los ingresos anuales 
(en millones de dólares) de la Union Pacific en los años 
1985-1994 siguen el modelo 


R = 4,1% — 193,515 + 2,941,747 ~ 19.294,71 + 52.012 


donde т = 0 corresponde a 1980. (Fuente: Union Paci- 

fic Corporation.) 

a) ¿En cuál de esos años fueron menores los ingre- 
sos? 

b) ¿En qué año fueron máximos? 

c) Calcular el montante de los ingresos en esos dos 
años. 

d) Confirmar los resultados en la calculadora. 


Un modelo matemático Un departamento de ventas 
ha registrado las ventas trimestrales $ (en miles de dó- 
lares en la tabla) de un producto nuevo durante dos 
años. 


a) Representar los datos en la calculadora. 

b) Ajustar un modelo 5 = a + bt + с sen ft a esos 
datos. (Ayuda: Empezar hallando $. A continua- 
ción, usar la calculadora para hallar a + bt. Final- 
mente, estimar c.) 


Ejercicios de repaso del Capítulo 3 


c) Representar el modelo en la calculadora y hacer 
los retoques necesarios para lograr el mejor ajuste. 
Usar el modelo para predecir las ventas trimestra- 
les máximas en el año 2000. 


d) 
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a) ¿Cuánto debe gastar la empresa en publicidad con 
el fin de conseguir los máximos beneficios? 

b) Hallar el punto de disminución de ingresos (que es 
el punto en el que el ritmo de crecimiento de la 
función de beneficios comienza a caer). 


39. Para pensar Emparejar cada gráfica con la función 
Pear üna fancion de demanda, de е La respuesta relativa de los consumidores а un cambio еп el 
gresos, de costes o de beneficios. Justificar la elección. я - | | Ged. 
precio de un bien de consumo se llama la elasticidad de pre- 
a) b) cios de la demanda. Si p = f(x) es una función de demanda 
40.000 40.000 derivable, la elasticidad de precios de la demanda es 
30.000 30.000 - 
20.000 20.000 po р/х 
10.000 10.000 dp/dx 
2.000 8.000 2.000 8000 Рага un precio dado, si |y| < 1, se dice que la demanda es 
с) d) inelástica, y si [n| > 1, se dice que es elástica. 
40.000 40.000 Elasticidad En los Ejercicios 41-44, calcular y para la fun- 
ОО 30.000 - ción de demanda еп el valor de x que se especifica. La de- 
20.000 20,000 manda, en ese valor de x, ¿es elástica, inelástica o ni lo uno 
10.000 10.000 : 
ni lo otro? 
2.000 8.000 2.000 8.000 
| ў PoS | 41. p=400- 3x 42. р= 5 – 0,03х 
40. Disminución de ingresos Los beneficios Р (en miles 
2 а х= 20 х= 100 
de dólares) de una empresa cuyos gastos еп publicidad 
ascienden a s miles de dólares vienen dados por 43. p = 400 – 0,5x? 44 _ 500 
Si x+2 
1 a = 
P=-==s + 652 + 400 XEAN е. 
10 
Ejercicios de repaso del Capítulo 3 
1. Para pensar Enunciar la definición de número críti- 6 En los Ejercicios 3 y 4, localizar los extremos absolutos de la 
со y representar una función f que presente los diversos función en el intervalo cerrado. Representar en la calculado- 
tipos de números críticos. ra la función para confirmar los resultados. 
2. Sea funa función impar, continua derivable y con los 


valores indicados en la tabla. 


a) Hallar f(4). 

b) Determinar f(-3). 

c) Representar los puntos y esbozar una posible grá- 
fica de f en el intervalo [-6, 6]. ¿Cuál es el menor 
número de puntos críticos en ese intervalo? Justifi- 
car la respuesta. 

¿Existe al menos un número c en el intervalo 
(—6, 6) tal que f'(c) = -1? ¿Por qué? 

e) ¿Es posible que no exista Иш Р(х)? Explicar la 


respuesta. 
¿Es necesario que exista f'(x) en x = 2? ¿Por qué? 


Р 


3. р(х) = 2х + 5 cosx, [0, 2л] 


4. Ро) = [0, 2] 


х 
JFL 


5. Para pensar Consideremos la función 
а) Representarla y verificar que /(1) = f(7). 
b) Nótese que f'(x) no se anula en ningún punto de 
[1, 7]. Explicar por qué esto no contradice al teore- 
ma de Rolle. 


6. Para pensar ¿Es aplicable el teorema del valor medio 
a la función f(x) = 1/x? en el intervalo [-2, 1]? ¿Por qué? 


En los Ejercicios 7-10, hallar el punto (o puntos, en su caso) 
cuya existencia asegura el teorema del valor medio para el 
intervalo especificado. 


Do 
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1 


7. fœ =x 8. fœ =- 
х 
1<х<8 і<х< 4 
9. Јо) =x- cos х 10. Ро) = ух = 2х 
T T 
-= SxXSZ 0Sx< 4 
2 2 


11. Para la función f(x) = Ax? + Bx + C, determinar el 
valor c que anuncia el teorema del valor medio en el 
intervalo [x,, x3]. 


12. Comprobar el resultado del Ejercicio 11 para la fun- 
ción f(x) = 2x? — Зх + 1 en el intervalo [0, 4]. 


En los Ejercicios 13-16, hallar los números críticos (si los 
hay) y los intervalos abiertos en los cuales la función es cre- 
ciente o decreciente. 


13. fœ) =- Dx 3) 
14. о(х) = (х+ 1) 


15. Aæ) = xx- 3) 
16. f(x) = sen х + cos х, O<x<2r 
En los Ejercicios 17 y 18, usar el criterio de la primera deri- 


vada para hallar los extremos relativos y verificar los resulta- 
dos en la calculadora. 


17 кй = 115 81 
у 74 


A O o4 
2 2 


En los Ejercicios 19 y 20, hallar los puntos de inflexión de la 
función propuesta. 


19. f(x)=x + cos х 20. fx) = (х + 2DUx – 4) 


О<х < 2л 


En los Ejercicios 21-24, calcular el límite. 


та - 
21. == 22. lím — 
х= ж. 3х?° +5 x>% ЭХ” +5 
5 cos x 3x 
23. 1 24. lím 
x>x X хә о x? + 2 


En los Ejercicios 25-28, hallar las asíntotas horizontales y 
verticales, y verificar los resultados mediante una gráfica en 
la calculadora. 


2x +3 5x? 
26. g(x)= 


25. h(x) = 
0) x-4 х2 +2 


Зх 


JA 


27. f(x) = - 20) 27. fœ) = 


e En los Ejercicios 29-32, representar la función en la calcula- 


dora. Usar la gráfica para aproximar los extremos relativos y 
las asíntotas. 


243 
29. р(х) =x + — 
x 
30. р(х) = k? - 3x? + 2x] 


x-1 
1 + 3х? 


31. ғо) = 


2 
32. ео) === 4 cos x + сов 2х 


En los Ejercicios 33-50, estudiar dominio, recorrido, sime- 
trías, asíntotas, intersecciones con los ejes, extremos relati- 
vos y puntos de inflexión para lograr una gráfica fiel de la 
función. 


33. р(х) = 4х- х? 34. р(х) = 4х? ~ х“ 


35. Р(х) = х,/16 — х? 36. 


37. РО) = (х – 1)(х – 3)2 38. 


Ро) = (Хх? – 4)? 

Јо) = (х – 3)(х + 2)? 
39. ро) = х!'З(х + 3)? 

40. у(х) = (х 2) (х + 1)? 


х+1 Җ. 2x 
41. О) = ауу 
x-i l+x 
43 sa 44 = 
. д Ыар а JOOST 


4 1 
45. р(х) = х +х+ 46. Р(х) =x +- 
х x 


47. fœ =k- 9] 48. f(x) = |х Ц+ |х 3] 


49. р(х) = х + cos х, О< х < 2л 


1 
50. f(x) = —(2 sen nx — sen 2лх), 
л 


51. Distancia mínima А media noche, el barco A está 
a 100 km al este del barco В. El barco A navega a 
12 km/h y el B a 10 km/h. ¿A qué hora se encontra- 
rán a distancia mínima uno de otro? ¿Cuál es esa dis- 
tancia? 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


Ejercicios de repaso del Capítulo 3 


Área máxima Calcular las dimensiones del rectángu- 
lo de lados paralelos a los ejes y de área máxima que 
puede inscribirse en la elipse dada por 


Xx y 
— + 
144 16 


Longitud mínima Consideremos los triángulos rec- 
tángulos en el primer cuadrante con catetos en los ejes 
coordenados y con hipotenusa que pasa por el punto 
(1, 8). Hallar los vértices que hacen mínima la longitud 
de la hipotenusa. 


Longitud mínima Hay que reforzar un muro con una 
viga que debe pasar por encima de una valla paralela de 
5 pies de altura situada a 4 pies del muro. Calcular ła 
longitud mínima de esa viga. 


Área máxima Tres lados de un trapecio tienen la 
misma longitud s. De todos los trapecios con esa condi- 
ción, probar que el de área máxima tiene su cuarto lado 
de longitud 2s. 


Área máxima Probar que el área máxima de un rec- 
tángulo inscrito en un triángulo es la mitad de la del 
triángulo. 


Longitud máxima Calcular la longitud de la tubería 
más larga que se puede transportar por dos pasillos en 
ángulo recto, de anchuras 4 y 6 pies. (No usar trigono- 
metría.) 


Longitud máxima Rehacer el Ejercicio 57 con pasi- 
llos de anchuras a y b. 


Longitud máxima Dos pasillos, de 6 y 9 pies de an- 
chura se encuentran en ángulo recto. Hallar la máxima 
longitud de una viga que pueda pasar por él. [Ayuda.: Si 
L es la longitud de la viga, probar que 


L = 6 cosec 0 + 9 cosec G - 0) 


donde Ө es el ángulo entre la viga y el pasillo más estre- 
cho. ] 


Longitud máxima Rehacer el Ejercicio 59 con pasi- 
llos de anchuras a y b. Probar que el resultado es el 
mismo que en el Ejercicio 58. 


Movimiento armónico La altura de un objeto atado a 
un muelle viene dada por la ecuación armónica 


Pa 69, 


1 
y=- cos 127 – — sen 127 
кд; 4 


donde y se mide en pulgadas у геп segundos. 
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a) Calcular su altura y velocidad cuando 1 = 1/8 se- 
gundos. 

b) Probar que el máximo desplazamiento del objeto 
es 5/12 pulgadas. 

c) Hallar el período P de y. Calcular, asimismo, la 
frecuencia f (número de oscilaciones por segundo) 
si = 1/Р. 


62. Redacción La ecuación general que describe la altura 
de un objeto oscilante atado a un muelle es 


k k 
у= А ѕеп j—t+Bcos |-t 
т т 


donde k es la constante del muelle у т la masa del 
objeto. 
a) Probar que su desplazamiento máximo es 


JA? + В? 


b) Probar que oscila con una frecuencia 


f 1 k 

2л Nym 
c) ¿Cómo cambia la frecuencia si el valor de k crece? 
d) ¿Cómo cambia la frecuencia si la masa m crece? 


££ En los Ejercicios 63 y 64, usar el método de Newton para 


aproximar los ceros reales de la función con tres decimales. 

Verificar los resultados en la calculadora. 

63. fœ) =x- 3x- 1 

64. р(х) = х? + 2х + 1 

En los Ejercicios 65 y 66, usar el método de Newton рага 

aproximar, con tres decimales, el valor x del punto de inter- 

sección de las ecuaciones. Verificar los resultados con la cal- 

culadora. 

65. у= х* 
y=x+3 


66. у = sen nx 


y=1-x 


En los Ejercicios 67 y 68, hallar la diferencial dy. 


68. у= 4/36 – х? 


Un modelo matemático Los gastos en defensa (en 
miles de millones de dólares) entre 1970 y 1995 vienen 
expuestos en la tabla de la página siguiente, con el 
tiempo £ medido en años y г = 0 correspondiendo a 
1970. (Fuente: U.S. Office of Management and Budget.) 


67. у= х(1 – cos х) 
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76,7 | 79,3 | 86,5 


134,0 |157,5 


5 |227,4 |252,7 273,4 |282,0 |290,4 |303,61299,3 


t 21 22 | 23 24 | 25 


5 {273,3 |298,4|291,1 |281,6|271,6 


a) Usar regresión en la calculadora para ajustar a los 
datos un modelo de la forma 5 =at? + bt? + ct + d. 

b) Representar en ella los datos y el modelo. 

c) Según el modelo, ¿en qué momento de ese perío- 
do es máximo el gasto? 

d) Según el modelo, ¿cuándo están creciendo a ritmo 
más rápido? 


Un modelo matemático Las importaciones de petró- 
leo 7 (en miles de millones de dólares) entre 1980 y 
1994, соп г = 0 correspondiendo а 1980, se recogen en 
la tabla adjunta. 


І (77,6 175,6 | 59,4 | 52,3 | 55,9 

t 5 6 7 8 9 
a 

I | 49,6 | 34,1 | 41,5 | 38,8 | 49,1 


t 10 11 12 13 14 


T [60,5 | 50,1 | 50,4 | 49,7 


a) Usar regresión en la calculadora para ajustar a los 
datos un modelo de la forma 


Т=аша® + Ыы? + с? +ай+е 


b) Representar en ella los datos у el modelo. 


71. 


72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


77. 


c) Según el modelo, ¿cuándo es mínima la importa- 
ción de petróleo dentro de ese período? 

d) Según el modelo, ¿cuándo está decreciendo el 
gasto de importación a ritmo más rápido? 


Volumen y área superficial El diámetro de una esfe- 
ra se ha medido como 18 cm, con un error no superior a 
0,05 cm. Usar la diferencial para aproximar el posible 
error propagado y el porcentaje de error en el cálculo 
de su área y de su volumen. 


Función de demanda Sea una función de demanda 
75 l 
= = -x 
p 4 


Si x pasa de 7 a 8, calcular y comparar los valores de 
Ap y dp. 


Beneficios Calcular el beneficio máximo si la 
ecuación de la demanda es р = 36 – 4x y el coste total 
5 С = 2х2 +6 


Beneficios 
rias es 


El coste de producción de x unidades dia- 


1 
C= А + 62x + 125 
y el precio por unidad es 
75 | 
= 73=——ж 
2 3 


a) ¿Qué producción diaria hace máximo el beneficio? 
b) ¿Cuál hace mínimo el coste medio? 
c) Estudiar la elasticidad de la demanda. 


Ingresos Para grupos de 80 o más, una empresa de 
autobuses aplica el precio por persona de acuerdo con 
la fórmula 

Precio = $8,00 — $0,05(n — 80), п > 80 
¿Qué número de pasajeros producirá los máximos in- 
gresos para la empresa? 


Coste El coste de combustible para una locomotora 
es proporcional a la potencia 3 de la velocidad (53/2) y 
para una velocidad de 25 millas/h es de $50 por hora. 
Hallar la velocidad que minimiza el coste por milla. 


Coste de inventario El coste de inventario depende 
de los costes de pedido y de almacenaje de acuerdo con 
la fórmula 


Ejercicios de repaso del Capítulo 3 


Determinar el tamaño de la orden de pedido que mini- 
miza el coste, supuesto que las ventas se producen a 
ritmo constante, Q es el número de unidades vendidas 
al año, r el coste anual de almacenaje de una unidad, 
s el coste de pedido y x el número de unidades por 
pedido. 


78. Impuestos Las ecuaciones de demanda y de coste de 
cierto producto son p = 600 — 3x y C=0,3x? + бх + 600, 
donde p es el precio por unidad, x el número de unida- 
des, y С el coste de producción de x unidades. Si t es 
el impuesto por unidad, el beneficio al producir x uni- 
dades es Р = xp — С ~ xt. Hallar el beneficio máximo 
para 


а) ї=5, b) т=10, у с) 1= 20 


79. Hallar el máximo y el mínimo en la gráfica de 
x? + 4y? ~ 2x — 1бу+13=0 


a) sin usar el Cálculo, 
b) usando el Cálculo. 


80. Sea f(x) = х", para valores enteros positivos de n. 
a) ¿Para qué valores de n tiene un mínimo relativo en 
el origen? 
b) ¿Para qué valores de n tiene un punto de inflexión 
en el origen? 


¿Verdadero o falso? En los Ejercicios 81 y 82, decidir si la 
afirmación propuesta es correcta. Si no lo es, explicar la ra- 
zón o dar un ejemplo que muestre su falsedad. 


81. Sic es un número crítico de f, entonces f tiene un extre- 
mo relativo en x = с. 


82. Una función y = f(x) puede tener a lo sumo una asíntota 
horizontal. 


83. Redacción El titular de un periódico afirma que «El 
ritmo de crecimiento del déficit público está decrecien- 
do». ¿Qué implica esto acerca del déficit como función 
del tiempo? 


^ 84, Un modelo matemático La tabla recoge las ventas 
anuales 5 de un producto durante 7 años, con f= 1 co- 
rrespondiendo a 1991. 


TP PPE 


S | 54 | 6,9 | 11,5 | 15,5 | 19,0 | 22,0 | 23,6 


a) 


b) 
c) 


d) 


Ritmo de cambio 
(en pies por dia) 
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Usar regresión en la calculadora para ajustar a esos 
datos un modelo del tipo 5 = at? + bt? + ct + d. 
Representar en ella los datos y el modelo. 
Estimar, mediante el Cálculo, el tiempo геп el que 
las ventas crecieron al ritmo máximo. 

¿Es fiable ese modelo para predecir ventas futu- 
ras? ¿Por qué? 


Día (0 <=>-12:01 14 abril) 


MOTIVACIÓN DEL CAPÍTULO 


El ciclo del motor rotatorio de cuatro tiempos 


A tapa la salida, B comienza su compresión y C está 
terminando su expansión. 


Á gira para permitir admisión, B continúa en compre- 
sión y C inicia el escape. 


Se produce la explosión en B, A sigue en admisión y 
C continúa permitiendo la expulsión por el escape. 


A está terminando la admisión, B inicia la expansión 
y C casi ha finalizado su escape. 
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El motor rotatorio de Wankel y el área 


Debe su nombre a Felix Wankel, quien desarrolló sus principios básicos en la 
década de los años cincuenta y constituye una alternativa al motor de pistón 
usual en los automóviles. Muchos fabricantes, incluidos Mercedes-Benz, Ci- 
tróen y Ford, han experimentado con él, pero con diferencia su máxima im- 
plantación la han conseguido en los vehículos Mazda, cuyo modelo de motor 
rotatorio es el RX-7. 

El motor de Wankel tiene varias ventajas sobre el de pistón. Su tamaño y su 
peso son la mitad que el equivalente en potencia en la versión con pistón. 
Frente a las 97 partes móviles de éstos, el de Wankel sólo tiene tres partes 
móviles importantes. Como resultado, el motor de Wankel requiere menores 
costes laborales y materiales, así como menor consumo interno de energía. 

Aunque hay muchos posibles diseños para un motor rotatorio, el más común 
consta de una cavidad con dos lóbulos que contiene un rotor de tres lados. El 
tamaño del rotor, respecto del de la cavidad, es crítico en la determinación del 
factor de compresión y, en consecuencia, de la eficiencia del motor. 


CUESTIONES 


1. La región de la figura de abajo está acotada superiormente por la gráfi- 
ca de 


FG) =-2,/3+./16 - (х - 2)? 


e inferiormente por el eje x. Describir diversas maneras de aproximar el 
área de esa región. Elegir una de ellas y usarla para estimar dicha área. 
¿Cuánta precisión se espera de esta estimación? 


2. Una vez estimada aproximadamente el área, pensar alguna forma de mejo- 
rar la aproximación obtenida. La nueva técnica, ¿permitiría lograr aproxi- 
maciones arbitrariamente precisas? Explicar la respuesta. 


3. Usar la aproximación para estimar el área del «triángulo» curvado que se 
muestra en la figura. 


Escala: 1 


El motor rotatorio de Wankel tiene la forma de un triángulo equilátero algo curvado. El área de este «triángulo» es utilizada por los 
ingenieros para optimizar el tamaño de la cámara de combustión. 
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CONTENIDO * 

Primitivas = 

Notación para las primitivas = 

Reglas básicas de integración = 

Condiciones iniciales y soluciones particulares = 


Integración 


4.1 
Primitivas e integración indefinida 


Primitivas 
Supongamos que se nos pide encontrar una función F cuya derivada sea 


fE) = 3х° 


Por lo que sabemos de derivación, probablemente diríamos que 
3 d 3 2 
F(x) = х ya que — [x*] = Зх 
dx 


La función F es una primitiva (o antiderivada) de f. En general, una función F 
es una primitiva (o antiderivada) de f en un intervalo / si F(x) = f(x) para 
todo x en /. 

Decimos que F es una primitiva de f y no que es la primitiva de f. La razón 
es que, por ejemplo, 


Е (х) = х?, Ех) = x — 5, y Е.(х) = х? +97 


son, todas ellas, primitivas de f(x) = 3x?. De hecho, para cualquier valor de la 
constante С, F(x) = x? + С es primitiva de f. 
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Sección 4.1 
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Demostración: En una dirección, la demostración es obvia. En efecto, si С(х) = 
= F(x) + С, Е'(х) = Дх) у С es constante, entonces 


GO Гео) + С] = 1) +0 =/б) 


Para demostrar la otra implicación, definimos 
Н(х) = С(х) — Е(х) 


Si Н no es constante en el intervalo 7, deben existir a y b (a < Б) en 1 tales que 
H(a) + H(b). Además, por ser H derivable en (a, b), del teorema del valor 
medio podemos deducir que existe algún c en (a, b) para el cual 


uo НФ Ha) 
b-a 

Como H(b) + H(a), se sigue que H'(c) % 0. Sin embargo, de С'(с) = F'(c) se 

deduce que Н'(с) = G(c) — F(c) = 0, en contradicción con H (с) + 0. Por 

consiguiente, concluimos que H(x) es una constante, digamos C. Por tanto, 

G(x) — F(x) = С, o sea G(x) = F(x) + С. a 


Según el Teorema 4.1 se pueden representar todas las primitivas de una 
función añadiendo una constante a una primitiva concreta conocida. Así, una 
vez sabido que D,[x?] = 2x la familia de todas las primitivas de f(x) = 2x viene 
dada por 


С(х) = х2 + С Familia de todas las primitivas de f(x) = 


donde C es una constante, llamada constante de integración. La familia 
de лсо representada рог G se llama la primitiva general de f, y G(x) = 
= х? + C es la solución general de la ecuación diferencial 


С'(х) = 2х Ecuación diferencial 


Una ecuación diferencial en x e y es иа ecuación que involucra a x, a y y a 
derivadas de y. Por ejemplo, y’ = 3x 0 y'= х? + 1 son ecuaciones diferenciales. 


EJEMPLO 1 Resolviendo una ecuación diferencial 


Hallar la solución general de la ecuación diferencial у’ = 2. 


Solución: Para empezar, hemos de hallar una función cuya derivada sea 2. Es 
válida 


у= 2х 
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FIGURA 4.1 
Funciones de la forma у = 2x + С. 


Integración 


Ahora, el Teorema 4.1 nos permite saber que la solución general de la ecuación 
diferencial propuesta es 


y=2x+C 


Las gráficas de varias funciones de la forma y = 2x + С se muestran en la 
Figura 4.1. O 


Notación para las primitivas 


Al resolver una ecuación diferencial de la forma 


dy _ 
Дх =f(x) 


conviene expresarla en la forma equivalente 


dy = f(x) dx 


La operación de hallar todas las soluciones de esta ecuación se llama integra- 
ción indefinida o antiderivación, y se denota por un signo integral f. La solu- 
ción general se denota por 


Variable de Constante de 
integración integración 


y= Гуо ах = Е(х) + С 


La expresión f f(x) dx se lee «la integral indefinida de f con respecto a x». Así 
pues, la diferencial dx sirve para identificar x como la variable de integración. 

En este libro, siempre que escribimos | ДО) dx = F(x) + С queremos signi- 
ficar que F es una primitiva de f en un intervalo. 


Reglas básicas de integración 


La naturaleza inversa de la integración y la derivación puede verificarse susti- 
tuyendo f por F’ en la definición de integral indefinida, con lo que se obtiene 


[ro dx= Е(х) + С La integración es la «inversa» de la derivación 


Además, si | f(x) dx = F(x) + C, entonces 


d 
T fœ ах |= Ро) La derivación es la «inversa» de la integración 


Estas dos ecuaciones permiten obtener fórmulas de integración directamente 
de las fórmulas de derivación, como muestra el siguiente resumen. 
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| Nota. Nótese que la regla de las potencias para la integración tiene la restricción 
n + —1. La evaluación de | 1/x dx deberá esperar hasta la entrada en escena de la 
función logaritmo natural en el Capítulo 5. 


EJEMPLO 2 Aplicación de las reglas básicas de integración 


Describir las primitivas de 3x. 


Solución: 3x dx = 3 | x dx Regla del múltiplo constante 
=3]| x! dx Reescribir (x = х1) 
2 . 
= 3 э +C Regla de las potencias (и = 1) 
3 E 
=-x +C Simplificar O 


2 
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Integración 


Al evaluar integrales indefinidas, la aplicación estricta de las reglas básicas 
de integración tiende a producir complicadas constantes de integración. Así, en 
el Ejemplo 2 podríamos haber escrito 


Газ [ха 
= 3 Т 
Б 


3 
= 52 + 3С 
2 


Sin embargo, уа que С representa una constante arbitraria, es no sólo embara- 
zoso sino innecesario escribir 3С como constante de integración y optamos por 
la forma más simple 3 x? + C. 

En el Ejemplo 2 vemos que el proceso de integración es similar al de deri- 
vación. 


EJEMPLO 3 Reescribir antes de integrar 


Integral original Reescribir Integrar Simplificar 
1 z х? 1 
а) [а С ео ene 
ae 2 
b) x dx х1? dx — +C =? + С 
3/2 3 
с) E sen x dx of senxdx  2(—-cosx)+C -2cosx+C O 


Recordemos que se puede comprobar si una primitiva es correcta sin más 
que derivarla. Así, en el Ejemplo 3b, соп el fin de saber si 31%? + C es primiti- 
va correcta, basta derivarla, obteniendo 


ns 


Las reglas básicas de integración antes expuestas permiten integrar cual- 
quier función polinómica, como ilustra el Ejemplo 4. 


EJEMPLO 4 Integración de funciones polinómicas 


a) [а= fia 


=x+C 
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b) [urna [cars [2 as 
2 


=% +C, 4204 с, 


+ 2х+С С=С, +С, 


La segunda línea suele omitirse. 


5 3 2 
4 _ 5y? dx=3 Eo 2% РА 
с) [е 5х + х) dx (5) (5 + > +C 


х +1 х 1 
ах = —= + — | dx Reescribir como dos fracciones 
yx ух yx 


= [е + х7 12 dx Reexpresar con exponentes racionales 
x3/2 1/2 

=- + — +C Integrar 
3/2 1/2 
2 3/2 1/2 : 

Е: 2х1? +С Simplificar [1 


| Nota. Al integrar cocientes, no deben integrarse separadamente numerador y denomi- 
nador. Eso es tan incorrecto en integración como lo era en derivación. Así, el Ejemplo 5 
deja bien claro que 


rs 2 C+D d 


A TER 


EJEMPLO 6 Reescribir antes de integrar 


sen x 1 sen x я 
3 dx = dx Reescribir como un producto 
Cos” x COS x COS x 


= E Xx tg x dx Reexpresar usando identidades trigonométricas 


Ш 


sec x+ С Integrar O 


284 Capítulo 4 


foto 


FIGURA 42 
La solución particular que satisface la condición 
inicial F(2) = 4es Е) = -х-2. 


FIGURA 4,3 
La solución particular que satisface la condición 
inicial F(1) = 0 es F(x) = -(1/х) + 1,x>0. 


Integración 


Condiciones iniciales y soluciones particulares 


Ya hemos visto que la ecuación y = f f(x) dx tiene muchas soluciones, que 
difieren unas de otras en una constante. Eso quiere decir que las gráficas de dos 
primitivas de f son traslación vertical una de otra. Así, la Figura 4.2 muestra 
varias primitivas 

у= [ar —1)ах=х?—-х+ С Solución general 
para varios valores enteros de C. Cada una de estas primitivas es solución de la 
ecuación diferencial 
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3х2 — 1 
- = 3 


En muchas aplicaciones de Іа integración se nos da suficiente información 
para determinar una solución particular. Para ello basta el valor de y = F(x) en 
un valor de x. (Esta información se llama una condición inicial.) Por ejemplo, 
en la Figura 4.2 sólo una de las curvas pasa por el punto (2, 4). Para determinar 


esa curva se utiliza la siguiente información. 


Е(х) = х? -х+ С 
Е(2) = 4 


Solución general 


Condición inicial 


Usando la condición inicial en la solución general podemos hallar que 
F(2)=8-2+C=4, lo cual implica que С = —2. Por tanto, obtenemos 


Е(х) = х -х- 2 


Solución particular 


EJEMPLO 7 Cálculo de una solución particular 
Hallar la solución general de 
г 1 
Fx) = Z * >0 
х 


у la solución particular que satisface la condición inicial F(1) = 0. 


Solución: Para hallar la solución general integramos: 
1 
F(x) = Е) ах 
х 
= | dx 
-1 
= 263 +C 
-1 
1 
=--+C Solución general 


Sección 4.1 


t=5 


\ 
ЕЕЕ = Р 
2 3 4005 


FIGURA 4.4 
Posición de la bola en el instante г, 
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Usando la condición inicial F(1) = 0, podemos hallar С de esta manera: 
1 
F()=-7+C=0 C=1 
En consecuencia, la solución particular es (Figura 4.3) 
1 
Е(х) = -- +1, x>0 Solución particular О 
х 


Hasta ahora, en esta sección hemos usado х como variable de integración. 
En las aplicaciones es conveniente, con frecuencia, usar una variable diferente. 
En el próximo ejemplo, la variable de integración es el tiempo t. 


EJEMPLO 8 Un problema de movimiento vertical 


Se lanza una bola hacia arriba con una velocidad inicial de 64 pies/s desde una 
altura inicial de 80 pies (Figura 4.4). 


a) Escribir la función posición que expresa la altura s en función del tiempo г. 


e 


b) ¿Cuándo llega la bola al suelo? 


Solución: 
а) Ѕеаг= 0 el instante inicial. Las dos condiciones iniciales dadas afirman que 
s(0) = 80 La altura inicial es 80 pies 


5'(0) = 64 La velocidad inicial es 64 pies/s 


Tomando -32 pies/s? como valor de la aceleración de la gravedad, te- 
nemos 


s"(1) = -32 


s (1) = fro dt = Е dt = -32t + С, 


Usando la velocidad inicial obtenemos s'(0) = 64 = -32(0) + C,, lo cual 
implica que С, = 64. Integrando ahora s'(f), vemos que 


5(0) = [so dt = Гез + 64) dt = -16r + 64t + С, 


y usando la altura inicial 
s(0) = 80 = –16(02) + 64(0) + C, 
de donde se sigue que C, = 80. Por tanto, la función posición es 


s(t) = —161? + 64t + 80 
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| Nota. En el Ejemplo 8 la función 
posición tiene la forma 


s(£) = 5012 + Vot + So, 
donde g = –32, ро es la velocidad 


inicial y sy la altura inicial (véase 
Sección 2.2). 


Integración 


b) Podemos hallar el momento de impacto en el suelo igualando a cero la 
función posición del apartado anterior. 


s(t) = 16 + 641 + 80 = 0 


-16(t + 1)( – 5) = 0 


Сото г ha de ser positivo, concluimos que la bola Пера al suelo 5 segun- 
dos después de haber sido lanzada. O 


El Ejemplo 8 enseña cómo usar el Cálculo para resolver problemas en los 
que la aceleración viene determinada por una fuerza gravitatoria. Una estrate- 
gia análoga sirve para analizar otros problemas de movimiento rectilíneo (hori- 
zontal o vertical) en los que la aceleración (o deceleración) es el resultado de 
alguna otra fuerza, como ocurre en los Ejercicios 67-76. 

Antes de hacer los ejercicios, tenga bien en cuenta que uno de los pasos 
más importantes en la integración consiste en reexpresar el integrando en una 
forma que se adapte a las reglas básicas. Con el fin de ilustrar más este aspecto, 


adjuntamos algunos ejemplos adicionales. 


Integral original 
2 
5 dx 
E 


[e + 1 dt 


[o – 4) dx 


Ejercicios de la Sección 4.1 


En los Ejercicios 1-4, verificar la igualdad probando que la 
derivada del miembro de la derecha coincide con el integran- 
do del de la izquierda. 


Reescribir 


|с 


| 
| 
| 


(+212 +1) di 


(x + 3х7 2) dx 


(x43 - 4х3) ах 


Integrar 


1/2 
2(^—\|+с 
1/2 


Simplificar 
4х\'? + С 

1 2 

— +2 +t+C 
5 3 


1 3 
—х°?——+С 
2 x 


4/3 


3. ЕТЕ 3 4+ С 


202 + 3 
ах = б е 


С 


3yx 


7/3 4/3 3 
Аа -а(5 с STC 


En los Ejercicios 5-10, completar la tabla utilizando los 
ejemplos previos a los ejercicios como modelos. 


Ejercicios de la Sección 4.1 


Integral original 


5. [5 ах 


1 
6. |> dx 
1 


7. | —=dx 
X/x 


Reescribir Integrar Simplificar 


8. ES + 3) dx 
1 
9, [5 ах 
2х3 


10. | Б 
(2х)? 


En los Ejercicios 11-14, hallar la solución general de la ecua- 
ción diferencial y comprobar el resultado por derivación. 


d d 
п. 2-32 12. ЖЕ ы 
й d8 
d d 
1з. Уш зз 14. 7ана 
& ах 


En los Ejercicios 15-30, evaluar la integral indefinida y veri- 
ficar el resultado por derivación. 


15. ferda 16. [еза 


18. е8 
2,./x 
19. [yea 20. [nar 


17. fesas 1) dx 


| 1 
21. a 22. [5а 
2+х+1 2+1 
NA 24, E — de 
yx 4 


25. E + 1)(3х — 2) dx 


27. | y dy 28. | (1+ 302 de 


29. [е 30. [з dt 


En los Ejercicios 31-38, evaluar la integral trigonométrica y 
comprobar el resultado por derivación. 


26. [е - 1? dt 
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31. fe sen x + 3 cosx)dx 32. fe — sen £) dt 
33. fa — соѕес / сір f)dt 34, fe + sec? 0) 40 
35. [6 0 – sen 0) do 36. [е y (tg y — sec у) dy 


38. [a 
1 - sen? x 


En los Ejercicios 39 y 40, esbozar las gráficas de la función 
80) = (х) + C para C=-2,C=0 y С = З sobre unos mismos 
ejes coordenados. 


37. [~ у+ 1) ау 


39. у(х) = cosx 40. у(х) = yx 


En los Ejercicios 41-44, se da la gráfica de la derivada de una 
función. Esbozar las gráficas de dos funciones que tengan 
esa derivada (hay más de una respuesta correcta). 


41. 


43. 


En los Ejercicios 45-48, hallar la ecuación para y, dada su 
derivada y el punto que se indica sobre la curva. 


d d 
45. Hoi 46. =2x- 1) 
di Я. 
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Capítulo 4 Integración 
d d 1 
— = COS x 48 a x>0 
dx х 


№ Campos de direcciones Еп los Ejercicios 49 y 50, se dan 
una ecuación diferencial, un punto y un campo de direccio- 
nes. Un campo de direcciones consta de segmentos rectos, 
con pendientes fijadas por la ecuación diferencial, que ofre- 
cen una visualización de sus soluciones. a) Esbozar dos solu- 
ciones aproximadas de la ecuación sobre el campo de direc- 
ciones, una de las cuales pase por el punto especificado. b) 


Hallar, por integración, la solución particular de la ecuación 


diferencial y representarla en la calculadora. Comparar el re- 
sultado con los esbozos del apartado a). 


dy 1 d 
A Б0р аура) 
ах 2 ах 
y y 
+ 
6+ 5} 
| . 
a а р 
| К и е х 
афр фене фенов фса Х 4 y 
o | 
| | 
т hi 
44 54 


En los Ejercicios 51-54, resolver la ecuación diferencial. 


51. 
52. 
53. 
54, 


55, 


FS = 2,/'@2) = 5, /@) = 10 

ГО) = х2, }'(0) = 6, }(0) = 3 

РО) = х 202, р) = 2, } (0) = 0 

РО) = sen х, (0) = 1, 300) = 6 

Crecimiento de un árbol Un vivero suele vender los 


árboles tras 6 años de crecimiento. El ritmo de creci- 
miento en esos 6 años viene dado por 


dh 
—=1,5t+5 
dt 


donde t es el tiempo en años y h la altura en cm. En el 
momento de plantarlos, miden 12 cm (en т = 0). 

a) Calcular su altura tras t años. 

b) ¿Qué altura tienen en el momento de ser vendidos? 


56. 


Crecimiento de una población El ritmo de creci- 
miento dP/dt de una población de bacterias es propor- 
cional a la raíz cuadrada de г, donde Р es el tamaño 
de la población y ѓ el tiempo en días (0 < £ < 10). 
Esto es, 


dP 
ae 


El tamaño inicial de la población es 500. Tras un día, 
ha crecido hasta 600. Estimar la población a los 7 días. 


Movimiento vertical En los Ejercicios 57-60, despreciar la 
resistencia del aire y tomar alt) = —32 pies/s? como acelera- 
ción de la gravedad. 


57. 


58. 


59. 


60. 


Movimiento vertical 


Se lanza una bola verticalmente hacia arriba desde el 
suelo con una velocidad inicial de 60 pies/s. ¿Qué altu- 
ra alcanza? 


Probar que la altura alcanzada por un objeto lanzado 
verticalmente hacia arriba desde una altura de sọ pies, 
con velocidad inicial vo pies/s, viene dada por la fun- 
ción 


Р) = -162 + vot + so 


¿Con qué velocidad inicial ha de lanzarse un objeto 
hacia arriba, desde el suelo, para que alcance lo más 
alto del monumento a Washington, que mide 550 pies? 


Desde un globo, que asciende a 16 pies/s, se suelta un 
saco de arena cuando el globo está a 64 pies de altura. 
a) Cuántos segundos tarda el saco en llegar al suelo? 
b) ¿Con qué velocidad impacta en el suelo? 


En los Ejercicios 61-64, tomar 


a(t) = -32 pies/s? como aceleración de la gravedad y despre- 
ciar la resistencia del aire. 


61. 


62. 


63. 


64. 


Probar que la altura de un objeto lanzado hacia arriba 
desde una altura de sọ metros sobre el nivel del suelo y 
con velocidad inicial v, m/s, viene dada por 


FO =-4,98 + vot + So 


El Gran Cañón tiene 1.600 m de máxima profundidad. 
Se deja caer una piedra desde encima de ese punto. 
Expresar la altura de la piedra en función del tiempo t 
(en segundos). ¿Cuánto tardará la piedra en llegar al 
suelo? 


Una pelota se lanza hacia arriba, desde el suelo, con 
velocidad inicial de 10 m/s. Calcular su máxima altura. 


¿Con qué velocidad inicial hay que lanzar un objeto 
hacia urriba, desde el suelo, para que llegue a una altura 
máxima de 200 m? 


65. 


66. 


Ejercicios de la Sección 4.1 


Gravedad lunar En la Luna, la aceleración de la gra- 
vedad es —1,6 m/s?. Se deja caer una piedra desde cier- 
ta altura y tarda 20 segundos en llegar al suelo de la 
Luna, ¿Desde qué altura ha caído? ¿Con qué velocidad 
ha impactado en el suelo? 


Velocidad de escape La velocidad mínima requerida 
para que un objeto lanzado desde la Tierra escape de la 
atracción gravitatoria de ésta se obtiene como solución 


de la ecuación 
1 
E du = -GM [5 dy 
y 


donde v es la velocidad, y la distancia al centro de la 
Tierra, G la constante de la gravitación y M la masa de 
la Tierra. 

Demostrar que v e y están relacionados por la ecua- 


ción 
т (у 11 
v? = vő + 2GM| - – — 
у К 


donde v es la velocidad inicial del objeto y R el radio 
de la Tierra. 


Movimiento rectilíneo En los Ejercicios 67-70, considerar 
una partícula que se mueve a lo largo del eje x. Su posición 
en el instante г viene dada por x(t), su velocidad por x'(£) y su 
aceleración por x”(t). 


67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


x)= -62+9-2, 0<1t<5 

a) Hallar la velocidad y la aceleración de la partícula. 

b) Hallar los intervalos abiertos de г en que la partícu- 
la se mueve hacia la derecha. 

c) Calcular la velocidad de la partícula cuando su 
aceleración es cero. 


Repetir el Ejercicio 67 con la función posición 


x(1) = (1-1) -3?, 0<1t<5 


Una partícula se mueve por el eje x con velocidad 
v(t) = ТАА t > 0. En el instante г = 1 su posición es 
x = 4. Hallar la aceleración y la función posición de 
esta partícula, 


Una partícula, inicialmente en reposo, se mueve por 
el eje x de manera tal que su aceleración en t > 0 es 
a(t) = cos t. En el instante г = 0 su posición es x = 3. 
a) Calcular su velocidad y su función posición. 

b) ¿En qué instante г está en reposo? 


Aceleración Un automóvil tarda 13 segundos en ace- 
lerar de 25 km/h a 80 km/h. Suponiendo aceleración 
constante, calcular: 

a) La aceleración en m/s?. 

b) La distancia que recorre en esos 13 segundos. 


72. 


73. 


74. 


75. 
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Deceleración Un automóvil viaja a 45 millas/h y se 

detiene en un stop, con deceleración constante, 132 pies 

más allá del punto en que actuaron los frenos. 

a) ¿Cuánto había recorrido en el momento en que su 
velocidad se había reducido a 30 millas/h? 

b) ¿Cuánto había recorrido en el momento en que su 
velocidad se había reducido a 15 millas/h? 

с) Dibujar la recta real entre 0 y 132 y representar en 
ella los puntos hallados en a) y b). ¿Qué conclu- 
sión puede extraerse? 


Aceleración Cuando un semáforo se pone verde, un 

automóvil arranca con aceleración constante de 6 pies/s?. 

En el mismo momento un camión, que lleva velocidad 

constante de 30 pies/s, le adelanta. 

a) ¿A qué distancia adelantará el automóvil al ca- 
mión? 

b) ¿Qué velocidad llevará el automóvil en ese ins- 
tante? 


Para pensar Dos automóviles, que parten del reposo, 
aceleran en 30 segundos hasta 65 millas/h. La figura 
muestra la velocidad de cada uno de ellos. ¿Están uno 
junto al otro al final de esos 30 segundos? Explicar la 
respuesta. 


И 
+ E |} Automóvil 2 
gE o | 
¡el 
SE 407 
5 20- Automóvil 1 


Tiempo (en segundos) 


Aceleración Un avión cargado parte del reposo con 
aceleración constante. Para despegar necesita 0,7 mi- 
llas de pista y una velocidad de 160 millas/h. ¿Qué ace- 
leración necesita? 


Separación entre aviones Dos aviones están en la 
misma dirección de aterrizaje y, de acuerdo con las 
normas de la FAA, han de mantener 3 millas de separa- 
ción. El avión A está a 10 millas del punto de aterrizaje 
y va decreciendo su velocidad desde 150 millas/h hasta 
la velocidad de aterrizaje, que es 100 millas/h. El B 
está a 17 millas del punto de aterrizaje y va bajando su 
velocidad desde 250 millas/h hasta su velocidad de ate- 
rrizaje, que es 115 millas/h. 

a) Suponiendo que los dos tienen deceleraciones 
constantes, hallar las funciones posición respecti- 
vas, 5; y $2, de A y В. Denotemos por t = 0 el 
instante en que los aviones están a 10 y 17 millas 
de distancia del aeropuerto. 

b) Representar esas funciones en la calculadora. 
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c) Hallar una fórmula para la distancia d entre los 
dos aviones como función del tiempo т. Represen- 
tar деп la calculadora. ¿Es 4< 3 en algún momen- 
to anterior al aterrizaje de A? En caso afirmativo, 
hallar ese instante. 

d) Silos aviones no guardan la distancia exigida, de- 
terminar cuánto tendría que reducir B su velocidad 
de 250 millas/h para cumplir los requisitos de la 
FAA. 


Coste marginal Еп los Ejercicios 77 y 78, hallar la función 
de coste y el coste medio para el coste marginal dado (coste 
cuando x = 0). 


Coste marginal Coste fijo 
dC 
77. —=2x-12 $50 
dx 
d 4 
в. £- Ух +10 $2.300 


En los Ejercicios 79 y 80, hallar las funciones de ingresos y 
de demanda para el ingreso marginal que se especifica. 


dR dR 
79. — = 100 ~ 5x 80. — = 100 ~ бх — 2x? 
dx dx 


¿Verdadero o falso? En los Ejercicios 81-84, decidir si la 
afirmación es correcta. Si no lo es, explicar la razón o exhibir 
un ejemplo que demuestre su falsedad. 


81. Toda primitiva de un polinomio de grado n es un poli- 
nomio de grado n + 1. 


82. Si р(х) es una función polinómica, p tiene exactamente 
una primitiva cuya gráfica pasa por el origen. 


83. Si F(x) y G(x) son primitivas de f(x), entonces 
F(x) = С(х) + С. 


84. 51 f'(x) = gŒ) entonces fg) dx = f(x) + С. 


85. Para pensar Usar la gráfica de f' dada en la figura 
con el fin de responder estas cuestiones, supuesto que 
РОО) = —4. Explicar las respuestas. 


86. 


87. 


88. 


а) Aproximar la pendiente de f en x = 4. 

b) ¿Es posible que f(2) = -1? 

c) ¿Es (5) – f(4) > 0? 

d) Estimar el valor de x en el que fes máxima. 

e) Aproximar los intervalos еп que la gráfica de f es 
cóncava hacia arriba o cóncava hacia abajo. Esti- 
mar las coordenadas x de los puntos de inflexión. 

J) Aproximar la coordenada x del mínimo de f(x). 

g) Esbozar la gráfica de f. 


Para pensar Las gráficas de f y de f' pasan por el 
origen. Usar la gráfica de f” que se muestra en la figura 
para esbozar las de f y f’. 


f 


ИШ: 
тае 
4 2 2 4 
-24 
-4+4 


Aceleración Galileo Galilei (1564-1642) estableció 
la siguiente proposición relativa a la caída de objetos: 
El tiempo en el que un cuerpo uniformemente acelera- 
do recorre una distancia cualquiera es igual al tiempo 
que tardaría ese mismo objeto viajando a una velocidad 
uniforme cuyo valor fuese la media de la velocidad ini- 
cial y final del objeto acelerado. Utilizar las técnicas de 
esta sección para probarla. 


Sean s(x) y c(x) dos funciones tales que s'(x) = c(x) y 
с'(х) = —s(x) para todo x. Si 5(0) = 0 y c(0) = 1, demos- 
trar que [5(х)]? + [с0)]? = 1. 
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CONTENIDO « 

Notación sigma = 

Área * 

Área de una región plana = 
Sumas inferiores y superiores = 
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42 
Área 


Notación sigma 


En la sección anterior hemos estudiado la antiderivación. En esta sección in- 
vestigaremos un problema citado en la Sección 1.1, en el cálculo del área de 
una región en el plano. A primera vista, parece que esos dos conceptos no 
tengan relación alguna. No obstante, descubriremos en la Sección 4.4 que están 
íntimamente ligados por el importantísimo teorema fundamental del Cálculo. 

Empezamos introduciendo una notación concisa para las sumas, que se de- 
nomina notación sigma debido a que utiliza la letra griega 2, la sigma mayús- 
cula. 


PARA MÁS INFORMACIÓN 
Para una interpretación geométrica 
de las fórmulas de suma, véase el 


n п 
artículo «Looking at У Ку Y 
k=1 k=l 
Geometrically», de Eric Hegblom 
en Mathematics Teacher, octubre 
1993. 


| Nota. Los límites inferior у superior де la suma han de ser constantes respecto del 
índice de suma. Sin embargo, el límite inferior no tiene por qué ser 1. Cualquier entero 
menor о igual que el límite superior es lícito. 


EJEMPLO 1 Utilización de la notación sigma 


6 
а Y i=1+24+3+4+5+6 


i=1 


5 
b) У (+1) =1+2+3+4+5+6 


i=1 


р 
с) Уј =32 +42 +52 +62 + 72 
j=3 
S 1 2 1 2 1 2 1 2 
d) Y -(+D=-(12+D+-Q%+1)+ +-(0241) 
п n n n 


k=1 


e) Y fO) Ax =f) Ах + /(х„) Ах + + f) Ax 


i=1 


Observemos, de a) y b), que una misma suma se puede representar de maneras 
diferentes mediante la notación sigma. П 


Aunque se puede usar cualquier variable como índice de suma, se suelen 
usar і, j y К. En el Ejemplo 1, el índice de suma no aparece en la suma desarro- 
Пааа. 
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10 0,65000 
100 0,51500 
1.000 0,50150 
10.000 0,50015 
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Integración 


Las siguientes propiedades se deducen usando las leyes asociativa y con- 
mutativa de la suma y la distributiva de la suma respecto de la multiplicación. 
(En la primera propiedad, k es una constante.) 


1. Y а= к Y a, 
i=1 i=1 


N 
M 
су 

H 
D 

li 
м 
2 

H 
м 
„5 


El próximo teorema, cuya demostración se expone en el apéndice, resume 
varias fórmulas útiles de suma de potencias. 


EJEMPLO 2 Evaluación de una suma 


п > 1 
Calcular УХ f i para n = 10, 100, 1.000 y 10.000. 
n 


і= 1] 


Solución: Aplicando el Teorema 4.2 vemos que 


И 


п г n 
i+l х 
у 5 5 у, (+1) Sacamos fuera de la suma el factor constante 1/n? 
і=1 


п п 


1 п п 
== ($ i+ у, 1 Escribir como dos sumas 
n”N=1 і=1 
1 | п(и +1) . 
косе ==] Aplicar el Teorema 4.2 
n 2 
1 Ги? + Зп 
=p? 2 
n+3 { 
= Simplificar 
2n 


Ahora ya podemos evaluar la suma sustituyendo los valores de n deseados, 
como muestra la tabla del margen. o 


En la tabla las sumas parecen tender a un límite cuando n crece. Aunque la 
discusión de los límites en el infinito de la Sección 3.5 era aplicable a una 
variable x, donde x puede tomar cualquier valor real, muchos de los resultados 


Sección 4.2 


FIGURA 4,5 
Rectángulo: А = bh. 


FIGURA 4.6 
Triángulo: A = $bh. 
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mantienen su validez para límites que afectan a la variable n, restringida a 
tomar valores enteros positivos. Así, para el límite de (n + 3)/2n cuando n 
tiende a infinito, se puede escribir 


ит +З}! 
n>% 2n 72 


Агеа 


En la geometría euclídea, Іа región plana más simple es el rectángulo. Aunque 
suele decirse que la fórmula para el área del rectángulo es A = bh (Figura 4.5), 
es más apropiado decir que eso es la definición del área del rectángulo. 

De esa definición se pueden deducir fórmulas para las áreas de otras regio- 
nes planas. Así, para determinar la de un triángulo, formamos un rectángulo de 
área doble (Figura 4.6). Y una vez que sabemos hallar la del triángulo, el área 
de los polígonos se calcula dividiéndolos en triángulos (Figura 4.7). 


Paralelogramo Hexágono Polígono 


FIGURA 47 


Calcular las áreas de regiones no poligonales es mucho más difícil. Los 
antiguos griegos fueron capaces de encontrar fórmulas para algunas regiones 
generales, acotadas por cónicas, mediante el método de exhaución. La descrip- 
ción más precisa de ese método se debe a Arquímedes. Esencialmente es un 
proceso de límite en el que el área se encierra entre polígonos, unos inscritos y 
otros circunscritos a la región en cuestión. 

Por ejemplo, en la Figura 4.8 el círculo se aproxima por polígonos inscrito 
y circunscrito de n lados. Para cada valor de n, el área del polígono inscrito es 
menor que la del círculo y la del circunscrito es mayor que la del círculo. Más 
aún, al crecer n las áreas de los polígonos se acercan más y más a la de la región 
circular, 


FIGURA 4,8 
El método de exhaución para hallar el área del círculo. 
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PARA MÁS INFORMACIÓN 
Un desarrollo alternativo de la 
fórmula para el área de un círculo 
puede verse en el artículo «Proof 
Without Words: Area of a Disk is 
лЁ?»,‚ de Russell Jay Hendel, en 
Mathematics Magazine, junio 
1990. 


a) El área de la región parabólica es mayor 
que el área de los rectángulos 


жн X 


2 4 a & 
5 5 E 5 5 


b) El área de la región parabólica es menor 
que el área de los rectángulos 


FIGURA 4.9 


Integración 


En los restantes ejemplos de esta sección usaremos un proceso análogo al de 
Arquímedes para calcular el área de regiones planas. 


Area de una región plana 


Comenzamos investigando el problema general del cálculo de áreas de regio- 
nes en el plano con un ejemplo concreto. 


EJEMPLO 3  Aproximando el área de una región plana 


Usar los cinco rectángulos de la Figura 4.9a y b para hallar dos aproximaciones 
del área de la región acotada por la gráfica de 


Р) =—-х? +5 
y el eje x, entrex=0yx=2, 


Solución: 


a) Los puntos terminales de la derecha en los cinco intervalos son 21, donde 
{ = 1, 2, 3, 4, 5. La anchura de cada rectángulo es 2, y la altura puede 
obtenerse evaluando f en el punto terminal derecho de cada intervalo. 


з] И НЕ Мез] 
ИИ 


Evaluar fen los puntos terminales de la derecha de estos intervalos 


La suma de las áreas de los cinco rectángulos es 


Altura Anchura 


A ria 
2 2i\ /2 2 2147 2 162 
= |1 | = —|— | +5 | | = — = 6,48 
200-216) (= 
Como cada rectángulo está dentro de la región parabólica, concluimos que 
el área de ésta es mayor que 6,48. 


b) Los puntos terminales de la izquierda en los cinco intervalos son 4(i— 1), 
donde і = 1, 2, 3, 4, 5. La anchura de cada rectángulo es 2 y la altura puede 
obtenerse evaluando f en el punto terminal izquierdo de cada intervalo. 


Altura Anchura 
AAA сә 


ADO 65 Ona 


Como la región parabólica está contenida en la unión de los cinco rectán- 
gulos, concluimos que su área es menor que 8,08. 
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FIGURA 4.10 
La región bajo una curva. 


FIGURA 4.11 


El intervalo [a, b] se divide en л subintervalos de 
(b-a) 


longitud Ах = 
п 
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Combinando ambos resultados, deducimos que 


6,48 < Área de la región < 8,08. Г] 


| Nota, Tomando más rectángulos se van obteniendo aproximaciones cada vez más 
precisas del área de la región. Así, tomando 25 rectángulos, de anchura Ж cada uno de 
ellos, se llega a la conclusión de que 


7,17 < Área de la región < 7,49 


Sumas inferiores y superiores 


El proceso utilizado en el Ejemplo 3 admite la siguiente generalización. Consi- 
deremos una región plana acotada superiormente por la gráfica de una función 
y = f(x), continua, no negativa, como en la Figura 4.10. La región está limitada 
por abajo por el eje x y lateralmente por las rectas verticales x = a y x = b. 

Para aproximar su área comenzamos dividiendo el intervalo [a, bl enn 
subintervalos, cada uno de longitud Ах = (b — a)/n, como indica la Figura 4.11. 
Sus puntos terminales son 


а= Xo Х| х X, =b 


n 


г ~ == ннн 
а + О(Ах) <a + 1(Ах) < а + 2(Ах) <--- < а + n(Ax) 


y r Y б 


Por ser f continua, el teorema de los valores extremos asegura la existencia de 
un mínimo y de un máximo de f(x) en cada subintervalo. 


f(m;) = valor mínimo de f(x) en el ¿-ésimo subintervalo 


ДОМ,) = valor máximo de f(x) en el i-ésimo subintervalo 


A continuación, definimos un rectángulo inscrito dentro de la ¡-ésima subre- 
gión, de altura £(m,), у un rectángulo circunscrito que se extiende fuera de 
esa ¡-ésima subregión, de altura f(M,). Para cada i, el área del rectángulo ins- 
crito es menor o igual que el área del circunscrito. 


Área del rectángulo 
inscrito 


) =f(m,) Ax < F(M,) Ах = a del ea 


circunscrito 


La suma de las áreas de los rectángulos inscritos se llama una suma inferior, y 
la suma de las áreas de los rectángulos circunscritos se llama una suma supe- 
rior. 


п 
Suma inferior = s(n) = X f(m) Ax Área de rectángulos inscritos 
i=1 


n 
Suma superior = $(п) = у FM) Ах Área de rectángulos сїгсипзсгїїоз 
i=1 
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Rectángulos circunscritos 
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Vemos en la Figura 4.12 que la suma inferior 5(л) es menor o igual que la suma 
superior S(n). Además, el área de la región está comprendida entre esas dos 
sumas. 


s(n) < (Área de la región) < S(n) 


Á 
| 
| 
| 
| 


El área de los rectángulos Área de la región El área de los rectángulos 

inscritos es menor que el circunscritos es mayor 

área de la región que el área de la región 
FIGURA 4.12 


EJEMPLO 4 Cálculo de las sumas inferiores y superiores 


Calcular las sumas inferiores y superiores para la región limitada por la gráfica 
de f(x) = x? y el eje x, entrex=0yx=2. 


Solución: En primer lugar, partimos [O, 2] en п subintervalos, cada uno de lon- 
gitud 


b-a 2=0. 2 
n n n 


La Figura 4.13 muestra sus puntos terminales y varios rectángulos inscritos y 
circunscritos. Como fes creciente en [0, 2], en cada subintervalo el valor míni- 
mo de f ocurre en el punto terminal de la izquierda y el máximo en el de la 


derecha. 
Puntos terminales izquierdos Puntos terminales derechos 
2\ 2(1-1 2\ 2i 
m=0+ 6- (2) м=0+1(2)-2 
п п п п 


Usando los de la izquierda, obtenemos la suma inferior 


«у= Уу Жш) дее >, [2—9 218) 


i=1 i=1 


л. 


FIGURA 4,13 299. (5) (221+ 1) 
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_ 8 ЕП РЕЛ п(п + 1) 
д3 6 2 е 


i=1 


il 
Ms 
PEA TAN: 
z| oœ 
UA 

ye 


_ 8 Гао + Оп + 1) 
ИРЕ 6 


4 
= 3,3 (2л* + Зп? +n) 
8 4 4 
E ч ET 
3 n 3 


El Ejemplo 4 ilustra algunos hechos importantes relativos a las sumas infe- 


riores y superiores. En primer lugar, nótese que para cualquier valor de n la 
suma inferior es menor o igual que la superior. 


8 6 4 8,4 4 
п Зп? 3 n Зп? 


s(n) = 


= Sín) 


En segundo lugar, la diferencia entre ellas disminuye conforme n crece. De 


hecho, si аш el límite n — со, tanto las sumas inferiores como las supe- 
riores tienden a $. 


84 4 8 
т 5(п) = lím |[———+ | Límite de las sumas inferiores 
пэ \З n 3n 3 
y (8.4 4N 8 
lím S(n)= lím {= + + И к= Límite de las sumas superiores 
пә 00 пә 13 п 3п 3 


El teorema siguiente muestra que la equivalencia de los límites (cuando 
n > 00) de las sumas inferiores y superiores no es mera coincidencia. Sucede 
así para toda función continua y no negativa en un intervalo cerrado la, b]. La 
demostración queda para cursos más avanzados. 
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TEOREMA 43 LÍMIT 


lí зби) = lím Y j 


иэ об RO 


а i 


FIGURA 4.14 
La longitud del ¿ésimo subintervalo es 
Arh- 


FIGURA 4.15 
El área de la región limitada por la gráfica 
de f.elejex,x=0yx=1es 4 


Ya que se llega al mismo límite con el valor mínimo que con el valor máximo, 
el teorema del encaje (Teorema 1.8) permite concluir que la elección de x en el 
i-ésimo subintervalo no afecta al límite. Eso significa que tenemos libertad 
absoluta para elegir un valor arbitrario de x en cada subintervalo, lo cual se 
aprovecha en la próxima definición del área de una región del plano. 


: DEFINICIÓN DEL ÁREA DE UMA REGIÓN PLANA 


EJEMPLO 5 Cálculo del área usando la definición 


Hallar el área de la región limitada рог la gráfica de f(x) = х? 
rectas verticales x = 0 y x = 1 (véase Figura 4.15). 


, el eje x y las 


Solución: Antes de nada, observemos que f es continua y no negativa en [0, 1]. 
A continuación, partimos [0, 1] en и subintervalos, cada uno de longitud 
Ax = 1/n. De acuerdo con la definición de área, podemos elegir cualquier valor 
de x en el ¡-ésimo subintervalo. En este caso, conviene tomar los puntos termi- 
nales derechos (с; = йл). 


Sección 4.2 


FIGURA 4.16 
El área de la región limitada por la gráfica de f, 
elejexx=lyx=2es3. 
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$ n n 5\3 1 
Area = lím У f(c) Ах= lím У (2) (2) 
пэ ¡1 п х 1 V п 


l 
ЕЕ 


Así pues, el área de la región es 1. 


EJEMPLO 6 Cálculo del área usando la definición 


Hallar el área de la región limitada por la gráfica de f(x) = 4 — x?, el eje x y las 
rectas verticales x= 1 ух = 2 (véase Figura 4.16). 


Solución: La función f es continua y no negativa en [1, 2], luego procedemos ya 
a partir el intervalo en л subintervalos, cada uno de longitud Ax = 1/л. Esco- 
giendo ahora los puntos terminales de la derecha, с; = 1 + (i/n) de cada subin- 
tervalo, obtenemos: 


р п п 5\2 1 
Área = lím Y f(c) Ах= lím Y [ 2 ( + г) |6 
n>a ¡71 пә ‚| п п 


Así pues, el área de la región es 3. О 


El último ejemplo considera una región limitada por el eje y, no por el eje x. 


EJEMPLO 7 Una región limitada por el eje y 


Calcular el área de la región limitada por la gráfica de f(y) = y? y por el eje y, 
para 0 < y < 1, como muestra la Figura 4.17. 
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Solución: Cuando fes una función continua y no negativa de y, se puede utilizar 
todavía el mismo procedimiento de los Ejemplos 5 y 6. Empezamos partiendo 
el intervalo [0, 1] en п subintervalos de la misma longitud Ay = 1/n. Entonces, 


usando los puntos terminales de la derecha, c; = іп, obtenemos 


А y n n AR 1 
Área = lím Y f(c) Ay= Ит Y (2) (7) 
пэ ¿24 n>% ¡27 VI n 
(1,1) 
mita 
= im — 1 
n> оо п? А 


п(п + 1)(2п + 1) 
m _—————є——— 


п 00 бп? 
EE лу қ 1 1 1 
= lím |+ +5 
пэ о 13 2n бп 
FIGURA 4.17 
El área de la región limitada por la gráfica = І 
de Ду) = y? y por el eje y, entre y= 0еу= 181, 3 


En consecuencia, el área de la región es +. 


Ejercicios de la Sección 4.2 


№ En los Ejercicios 1-6, hallar la suma. Comprobar el resultado 2 2 1 21 2n 21/2 
con la calculadora. 12. |1- т Я Е > 1 a 
5 5 2 2 
L Y Qi+l 2 У (k+ 1)(k-3) 13. El +?) E в El К >) 18 
1 k=2 n п п п 
4 1 5 1 5 J 
las a y. DO O [=з 
¿E k2 +1 рше 14. (5 1+ з + + Ж 1 E 
4 4 
5. Ус 6. з [@ — 1)? + (i + 19] М En los Ejercicios 15-20, usar las propiedades de la notación 
E B sigma y fórmulas de suma para calcular el valor de la suma. 
En los Ejercicios 7-14, usar notación sigma para expresar la Comprobar el resultado con la calculadora. 
suma. 20 15 
' 7 j 15. Y 2i 16. Y (0-3) 
is] i=1 
+ A t 
30D 3(2) 36) 3(9) 20 10 
E Ў р Е 17. Y (-1? 18. У (2-1) 
> - i=1 i=1 
+ + + 
l+1 1+2 1+3 1 + 15 15 10 
| Я А 19. Y (i-1? 20. У 2+1) 
9. 12-1 +3 |+ [202.3 |... |2/-)+3 үз | qe 
8 8 8 , 
бә En los Ejercicios 21 y 22, hallar la suma con la calculadora y 
1 2 2 2 4 2 
10. [ Е (3) | + |. Ze 2 | фаш E - (3) | usar entonces las propiedades de la notación sigma para veri- 
4 4 4 ficar el resultado. 


11. 


м 


С) E a Ў (E) Ea a9 2i; y (i? + 3) 22. y (i3 — 25) 


i=l i=1 
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En los Ejercicios 23-28, calcular el límite de s(n) cuando 39. Razonamiento numérico Consideremos un triángulo 
п => 00. de área 2, limitado por las gráficas de y = x, y = 0 y 
х=2. 
23. sín)= (Ear + Зи? + п) а) Esbozar esa región triangular. 
3n b) Dividir el intervalo [0, 2] en n subintervalos igua- 
4 les y probar que sus puntos terminales son 
24, 5(п) = НЕ += + 2) 
E 0<1 E 1 2 a 
5 mA | К e e e 
© sn) = — | ———— 
n* 4 
Л f 2 2 
64| п(п + 1)(2п + 1) c) Probar que s(n)= Y |a- 00-1 
26. 5(п)=—; Кае п п 
п 6 
18 | n(n + 1) d) Prob S(n) y (2 2 
robar que S(n) = Е 
27. СЕЧІ 3 | q ici Е п 


31 


28. s(n ус 


n(n + 1) e) 
2 


Еп los Ejercicios 29-34, hallar una fórmula para la suma de л 
términos. Con esa fórmula, calcular el límite cuando п > оо. 


” 16í A fi /2 
29. lím > чы 30. lím ) | 
2 
пэр A эр| XA JAN Р) 


i 


Completar la tabla 


n 5 10 50 100 


s(n) 


э 


Demostrar que lím (п) = lím S(n) = 


n> со пэ ох) 


к] ч 2i 
- 2 2 
31. lm X 560-1) 32. lm У, ( $ z 2) 40. Razonamiento numérico Consideremos un trapecio 
de área 4, limitado por las gráficas de y =x, y =0,x=1 


п . 2 п 2{ 3 2 B 
33. lím У {1ї+-}{2} 34. lím Y (14%) (£ yx=3. Я 
"© i=1 NANN n> iz] nj \n а) Esbozar su gráfica. 


n> 00 ЕТИ п? пэ ¡=1 


b) 

En los Ejercicios 35-38, usar sumas inferiores y superiores 

para estimar el área de la región tomando el número de 

subintervalos indicado (todos de igual longitud). 

35. у=\/х 36. y= x+] 
c) 
d) 
e) 
Р 


Dividir [1, 3] еп n subintervalos de igual longitud 
y probar que sus puntos terminales son 


1<1+1|-]<--<l+(a- D[-]<1+n|-= 
n n n 
E f 2\2 
Probar que s(n) = Y E + (= 222) 
i=} n n 
2 {2 2 
Probar que S(n) = 2 E + ¡88 


Completar la tabla 


Demostrar que lím s(n) = lím S(n) = 4 


пэ о пә о 


En los Ejercicios 41-48, usar límites para hallar el área de la 
región acotada por la gráfica de la función y el eje x en el 
intervalo que se indica. Dibujar la región. 
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Función Intervalo 

41. v=-2x+43 [0, 1] 

42. у=3х-4 [2, 5] 

43. y=x +2 TO, 1] 

44. y=1-x [—1, 1] 

45. у=27-х?° [1, 3] 

46. у= 2х- х? [0, 1] 

А7. у= х? - х) [-1, 1] 

48. у= х2 - хў [—1, 0] 


En los Ejercicios 49 y 50, usar límites para hallar el área de 
la región acotada por la gráfica de la función y el eje y en el 
v-Intervalo que se indica. Dibujar la región. 


49. fu) = 30, 0 <у< 2 50. (у) = у, 0 <у<3 


En los Ejercicios 51-54, usar la regla del punto medio 
2 de Xi +X 
Área = Y д) Ах 
і=1 


con л = 4 рага aproximar el área de la región limitada por la 
gráfica de la función y el eje x en el intervalo indicado. 


Función Intervalo 
51. рб) = 2+3 [0, 2] 
52. у(х) = х? + 4х [0, 4] 


53. р(х) = 1р х 


54. у(х) = Ѕеп х 


4 Escribir un programa que permita aplicar Іа regla del punto 


medio para calcular áreas, supuesta f positiva y subinterva- 
los de igual longitud. En los Ejercicios 55-58, usar ese pro- 
grama para aproximar el área entre la función y el eje x sobre 
el intervalo indicado, y completar la tabla. 


п 


Area aproximada 


Función Intervalo 
55. fœ) = {/х [0, 4] 

Р 8 
56. fa) = [2. 6] 

x + 1 
TX 

57. fa) =tg =) [1, 3] 

| = 
58. f(x) = соз ү/х [0, 2] 


Pu 59, 


Razonamiento gráfico Consideremos la región limi- 
tada por las gráficas de 


| 8x 
Jœ) =—— 
Хх +1 


х= 0, х= 4 е у = 0 (véase figura). 


a) Rehacer y completar la figura indicando y som- 
breando los rectángulos inferiores para n = 4, Ha- 
llar esa suma inferior. 

b) Rehacer y completar la figura indicando y som- 
breando los rectángulos superiores para n = 4. Ha- 
Паг esa suma superior. 

с)  Rehacer y completar la figura sombreando los rec- 
tángulos cuyas alturas vienen dadas por los valo- 
res de la función en el punto medio de cada subin- 
tervalo, para n = 4. Calcular esa suma aplicando la 
regla del punto medio. 

d) Verificar las siguientes fórmulas para aproximar 
el área de la región usando n subintervalos de 
igual longitud. 


: ; n | 4 4 
Suma inferior: (п) = Y f [a -1) г (2) 
п {п 


ї= 1 


| “ [4/4 
Suma superior: $(п) = Y f С 18 
n |\п 


i=l 


Regla del a 41/4 
punto medio: М(и) = y (С а ЧӨ 
i=1 2jn |\n 


e) Con ayuda de las fórmulas anteriores y de una cal- 
culadora, completar la tabla. 


n 4 8 20 100 | 200 
s(n) 

S(n) е 
Mín) FS | 


Jf) Explicar por qué, como mostrará la tabla, (н) cre- 
ce y S(n) decrece. 


Completar, con la calculadora, la tabla de la página si- 
guiente para aproximar el área de la región acotada por 


las gráficas de f(x) = Ух, x=0,x=8ey=0, 


Ejercicios de la Sección 4.2 


n 4 8 20 100 200 
— — H—- LL 
s(n) 
E гаа аво — 
5(п) 
а — Е. 
М(п) 


Aproximación Еп los Ejercicios 61 y 62, determinar qué 
valor aproxima mejor el área acotada por la gráfica y el eje x 
en el intervalo indicado. (Tomar la decisión teniendo en 
cuenta un esbozo de la región, no efectuando cálculos.) 


61. 00) =4- 2°, [0,2] 
а) —2 b) 6 с) 10 d) 3 е) 8 


TX 
62. f(x) = sen ү [0, 4] 


а) 3 b) 1 с) -2 а) 8 е) 6 
¿Verdadero o falso? Еп los Ejercicios 63 y 64, decidir si la 
afirmación es correcta. Si no lo es, explicar la razón o dar un 
ejemplo que lo ponga de manifiesto. 


63. La suma de los primeros n enteros positivos es 
n(n + 1)/2. 


64. Si fes continua y no negativa en [a, b], los límites 
cuando п => œ de sus sumas inferiores (л) y superio- 
res S(n) existen y son iguales. 


65, Método de Montecarlo El programa adjunto aproxi- 
ma el área de la región limitada por una gráfica monó- 
tona y por el eje x, entre x= а y x= b. Correr el progra- 
ma con a = 0 y b= л/2 para varios valores de М2. 
Explicar por qué el método de Montecarlo funciona co- 
rrectamente. (Adaptación del programa de James M. 
Sonyers, «Approximation of Area Under a Curve», 
MATHEMATICS TEACHER 77, núm. 2 (febrero 
1984). Copyright O 1984 del National Council of Tea- 
chers of Mathematics. Copiado con permiso.) 


10 DEF ЕМЕ (X)=SIN(X) 

20 A=0 

30 B=1.570796 

40 PRINT "Input Number of Random Points" 

50 INPUT N2 

60 N1 = 0 

70 IF FNF(A)>FNF(B) THEN YMAX=FNF(A) ELSE 
YMAX=FNF (В) 

80 FOR I=1 TO N2 

90 X=A+(B-A) *RND(1) 

100 Y=YMAX*RND(1) 

110 1F Y>=FNF(X) THEN GOTO 130 


120 Nl=N1+1 

130 NEXT Т 

140 AREA= (№1 /№2) * (B-A) *YMAX 

150 PRINT "Approximate Area:"; AREA 
160 END 


66. 


67. 


68. 


69. 
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Razonamiento gráfico Consideremos un polígono 
regular de n lados inscrito en un círculo de radio r. 
Unimos sus vértices al centro del círculo, formando n 
triángulos congruentes (véase figura). 


a) Expresar el ángulo central 0 en términos de л. 

b) Probar que el área de cada triángulo es 4 г? sen 0. 

c) Sea A, la suma de las áreas de los n triángulos. 
Calcular lím А,. 


пэ 


Redacción Usar la figura para escribir un párrafo ex- 
plicando por qué es válida para todo n entero positivo 
la fórmula 


1+2+-+n=3n(n + |) 


Verificar la fórmula 


e _ тя + 00п +1) 
ÓN 6 


demostrando lo siguiente: 


a) (1@+)%9-5=37+3р+1 


b) -1+(п+1)? = У, аз +31 + 1) 


і= 1 


п(п + 1)(2п + 1) 


с) і? = 


Un modelo matemático La tabla recoge las medidas 
de un terreno acotado por un río y dos carreteras rectas 
que se cortan en ángulo recto (véase figura). 


| 150 200 | 250 | 300 
450 362 | | 268 245 | 156 
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a) Usando regresión en la calculadora, ajustar a esos 
datos un modelo de la forma 


у= ах? + Бх? +сх+4 


b) Representar en ella los datos y el modelo. 
c) Usar el modelo para estimar el área del terreno. 


50 100 150 200250 300 


43 
Sumas de Riemann e integrales definidas 


CONTENIDO = 

Sumas de Riemann = 

Integrales definidas = 

Propiedades de las integrales definidas = Sumas de Riemann 


En la definición de área de la Sección 4.2, las particiones se hacían en subinter- 
valos de igual longitud. Pero era sólo por facilitar los cálculos. El ejemplo que 
abre esta sección muestra que no es necesario tomar subintervalos de la misma 
longitud. 


EJEMPLO 1 Опа partición con subintervalos de longitudes diversas 


La Figura 4.18 muestra la región acotada por la gráfica de f(x) = J yelejex 
епо < x < 1, Evaluar el límite 


п 
lím У /(с) Ax, 
ARA 
donde c; es el punto terminal derecho de la partición dada por x; = ¿?/n? y Ах, 
es la anchura del ¿-ésimo subintervalo. 


Solución: La longitud del ¿-ésimo subintervalo es 


i? (1-1)? 
Ах =—у-——у— 
FIGURA 4.18 n п 
Los subintervalos no tienen todos la misma longitud, Е Р І 
= 3 
ASA 
F 


Por tanto, el límite es 


n n 2 2; = 
ит Y f(c) Ax = lím Y 5 | =) 


MRS n>% ¡=1 ҸИ 


1i 
= 
3 
| 
Ms 
= 
N 
` 
th 
l 
= 
МУ 


7 5| (= 1)(2n + ») п(п + д 
lím E 2 — 
n>0o N 6 2 
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FIGURA 4.19 
El área de la región limitada por la gráfica de = y? y 
el eje y, para 0 < y < 16%. 
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= O 


Por el Ejemplo 7 de la Sección 4.2 sabemos que la región de la Figura 4.19 
tiene área 4. Como el cuadro acotado por0 <x < 1 y0 < y < 1 tiene área 1, 
concluimos que el área de la región de la Figura 4.18 es 3. Esto coincide con el 
límite calculado en el Ejemplo 1, aunque en ese ejemplo se ha utilizado una 
partición con subintervalos de longitudes diversas. La razón de que esta parti- 
ción particular proporcione el área correcta es que al crecer n, la longitud del 
subintervalo más grande tiende a cero. Éste es un hecho clave en el desarrollo 
de las integrales definidas. 

En la sección precedente se usó el límite de una suma para definir el área de 
una región plana. Ésta es sólo una de las múltiples aplicaciones de los límites 
de sumas. Un procedimiento similar se puede utilizar para calcular magnitudes 
tan distintas como longitudes de arco, valores medios, centroides, volúmenes, 
trabajos y áreas superficiales. El desarrollo que vamos a presentar lleva el 
nombre de Georg Friedrich Bernhard Riemann. Si bien la integración definida 
se usó mucho antes de Riemann, éste generalizó el concepto y lo hizo aplicable 
a clases muy amplias de funciones, 

En la definición que sigue debe hacerse notar que la única restricción sobre 
fes que esté definida en el intervalo [a, b]. (En la sección anterior se suponía 
que f era continua y no negativa, porque tratábamos el área bajo una curva.) 


| Nota. Газ sumas de la Sección 4.2 constituyen ejemplos de sumas de Riemann, pero 
hay sumas de Riemann más generales que esas. 


La longitud del subintervalo más grande de una partición А se llama nor- 
ma de la partición y se denota por ||А||. Si todos los subintervalos son de la 
misma longitud, se dice que la partición es regular y la norma se denota por 


b-a 


ПА = Ax = 


Partición regular 
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FIGURA 4.20 
n > x no implica que |Д|| > 0. 


Integración 


Para una partición general, la norma está relacionada con el número de subin- 
tervalos de [a, b] de esta manera: 


b-a- е ? 
A E И artición genera 
ПАІІ 
Así pues, el número de subintervalos en una partición tiende a infinito si la 
norma de la partición tiende a cero. Esto es, ||A|| > 0 implica que n > œ. 

El recíproco no es cierto. Por ejemplo, sea A, la partición del intervalo 
10, 1] dada por 

1 1 1 1 1 
<< ——-‹Ф a < 1 

2 2л 8 4 2 

Como indica la Figura 4.20, para cualquier valor positivo de n la norma de 
la partición A, es 3. Por tanto, hacer tender n a infinito no obliga a que ||Al| 
tienda a cero. En una partición regular, sin embargo, las afirmaciones ||А|| > 0 
y п > оо son equivalentes. 


Integrales definidas 


Para definir la integral definida, consideremos el siguiente límite. 


lím 5 fc) Ax, =L 


ПАП-0 ¿=1 


Decir que este límite existe significa que para todo г > 0 existe un ô > 0 tal que 
para cualquier partición con ||А|| < д se sigue que 


<E 


L- X fic) Ax; 
і=1 


(Esto ha de ser cierto para cualquier elección de с, en el ¡-ésimo subintervalo 
de A.) 
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PARA MÁS INFORMACIÓN 
Para una visión más completa de la 
historia de la integral definida, 
véase el artículo «The Evolution of 
Integration» de A. Shenitzer y J. 
Sreprāns en The American 
Mathematical Monthly, enero de 
1994, 
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No es coincidencia que la notación para la integral definida sea similar a la 
de la integral indefinida. Veremos el porqué en la próxima sección, cuando 
estudiemos el teorema fundamental del Cálculo. Por el momento, baste decir 
que las integrales definidas e indefinidas son entes distintos. Una integral defi- 
nida es un número, mientras que una integral indefinida es una familia de fun- 
ciones. 

La continuidad es condición suficiente para que una función sea integra- 
ble en [a, b], si bien la demostración de este resultado escapa al nivel de este 
libro. 


TEOREMA 44 


- CONTINUIDAD IMPLICA INTEGRABILIDAD 


«Si una función f es continua en el intervalo cerrado [а, Б], entonces f es inte- 


grable en [a, b]: 


- EXPLORACIÓN 
El recíproco del Teorema 4.4 ¿Es cierto el recíproco del Teorema 4.4? O sea, si 
una función es integrable, ¿tiene que ser necesariamente continua? Explicar Іа теѕ- 
puesta e ilustrarla соп ejemplos. 2 o oo к o 
‘Desti relación entre continuidad, derivabilidad e integrabilidad. ¿Cuál es 
i e s débil? ¿Cuál de ellas implica otras? 


¿Y la 


EJEMPLO 2 Cálculo de una integral definida como límite 


1 
Calcular la integral definida | 2x dx 


=2 


Solución: La función f(x) = 2x es integrable en el intervalo [-2, 1], por ser 
continua. Además, la definición de integrabilidad afirma que podemos utilizar 
cualquier partición con norma tendiendo a cero para calcular el límite. Por 
conveniencia, definimos А dividiendo [-2, 1] en л subintervalos de igual lon- 
gitud 


Eligiendo como с; el punto terminal derecho de cada subintervalo, se tiene 
3i 


сү=а+1(Ах)=—2+— 
п 


Por tanto, la integral definida viene dada por 
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FIGURA 4.21 
Como la integral es negativa, no representa el área de 
la región. 


FIGURA 4.22 

Se puede usar una integral definida para hallar el área 
de la región acotada por la gráfica de f, el eje x y las 
rectas x= 4, x =b. 
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FIGURA 4.23 
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Área = l (dx - 2) dx. 
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Como la integral definida del Ejemplo 2 es negativa, no representa el área 
de la región de la Figura 4.21. Una integral definida puede ser positiva, negati- 
va o cero. Para que pueda ser interpretada como un área (tal como se ha defini- 
do en la Sección 4.2), la función f debe ser continua y no negativa en [a, b], 
como establece el próximo teorema. (La demostración es directa; basta usar la 
definición de área de la Sección 4.2.) 


Como ejemplo del Teorema 4.5, consideremos la región acotada por la 
gráfica de 


Р) = 4x- х? 


y el eje x (Figura 4.23). Al ser f continua y no negativa en [0, 4], el área de la 
región es 


4 
Área = | (4x — 12) dx 


о 


Una técnica directa para evaluar una integral definida como ésta se discute en 
la Sección 4.4. Por ahora, no obstante, se puede hacer de dos maneras, usando 
la definición como límite o bien viendo si la integral definida representa el área 
de una región simple, como un rectángulo, triángulo o semicírculo. 


Sección 4,3 


| Nota. La variable de integración 
en una integral definida se dice que 
es una variable muda porque se 
puede reemplazar por cualquier 
otra sin que ello afecte al valor de 
la integral. Así, las integrales defi- 
nidas 


3 
| (x + 2) dx 


0 


3 
| (1+2) di 


0 


tienen el mismo valor. 
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EJEMPLO 3 Áreas de figuras sencillas 


Esbozar la gráfica asociada a cada integral definida y, a continuación, evaluar 
cada integral mediante alguna fórmula geométrica. 


3 3 2 
a) | 4 dx b) | (х + 2) dx с) | 4- х2 ах 
1 0 -2 


Solución: La Figura 4.24 muestra las gráficas solicitadas. 
a) Esta región es un rectángulo de altura 4 y base 2. 

3 

| 4 ах = (Área del rectángulo) = 4(2) = 8 

1 

b) Esta región es un trapecio de altura 3 y bases de longitudes 2 y 5. La 
fórmula para el área de un trapecio es 3h(b, + b,). 
21 


3 

Р 1 
| (x + 2) dx = (Área del trapecio) = 5 (3)(2 + 5) = F 
о 


с) Esta región es un semicírculo de radio 2, de modo que su área es 4 xy?. 


2 
A 1 
| v4 - х? ах = (Área del semicírculo) = С л(2?) =2л 
=2 


FIGURA 424 
0 


Propiedades de las integrales definidas 


La definición de la integral definida de / en el intervalo [a, b] especifica que 
a < b. Ahora, no obstante, es conveniente extender la definición a situaciones 
con a = b о con a > b. Geométricamente, las dos definiciones especiales que 
siguen parecen razonables. Por ejemplo, tiene sentido definir como cero el área 
de una región de altura finita y de anchura cero. 
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Integración 


EJEMPLO 4 Cálculo de integrales definidas 


Calcular las integrales definidas siguientes. 


т 0 
a) | sen x dx b) | (x + 2) dx 


п 3 


Solución: 


a) Сото la función seno está definida en х = л y además los límites inferior y 
superior de integración coinciden, se tiene 


| ѕеп х ах = 0 


п 


b) Es la misma integral del EjemCplo 3b, excepto que los límites inferior y 
superior están intercambiados. Como la del Ejemplo 3b resultó ser =; 
concluimos que 


0 3 21 
| | (x + 2) dx = –— 
А 2 


3 


pora, Рус, 


“TEOREMA 46 
Ba 
A [оа 
Y) 
e AS: AS 
¿a с ГА 
лов уо ах 
FIGURA 4.25 


La región total puede dividirse en x = с en dos 
subregiones cuya intersección es un segmento de 
recta vertical. Como este segmento tiene área Cero, 
el área de la región total es igual a la suma 

de las áreas de las dos subregiones. 


Este teorema es válido para cualquier función integrable y para cualesquie- 
ra números a, b y c. En lugar de dar una demostración formal del caso general, 
sin embargo, parece más instructivo presentar un argumento geométrico para 
el caso en el que a < с < b y f es continua y no negativa, como indica la 
Figura 4.25. 

Por estar definida como límite de una suma, la integral definida hereda las 
propiedades de la suma expuestas en la página 292. 
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| Nota. La Propiedad 2 puede extenderse а cualquier número finito de funciones. Así, 


b b 


g(x) dx + | h(x) dx 


a 


b b 
| [/@) + ga) + (х)] dx = | Fx) dx + | 


а 


EJEMPLO 5 Cálculo de una integral definida 


3 
Calcular | (=x? + 4x — 3) dx sabiendo que 
1 


3 26 3 3 
| *da==, xdx=4, dx=2 
1 3 1 1 
Solución: 


3 3 3 3 
| (=x? + 4x — 3) dx = | (=x?) dx + | Áx dx + | (3) dx 
1 1 1 


1 


3 3 3 
--| vaca | | dx 
1 1 1 


-(%) + 4(4) - 302) 


Si f y g son continuas en [a, b] y 
0 < fa) < а(х) 


ena < x < b, las siguientes propiedades son ciertas. El área de la región 
acotada por la gráfica de f y el eje x (entre a y b) debe ser no negativa. Ese área 
debe ser menor o igual que el área de la región acotada por la gráfica de g y el 
> eje x (entre a у b), como muestra la Figura 4.26. Estos dos resultados se genera- 
| Куй < | g) dr. lizan en el próximo teorema, que se demuestra еп el apéndice. 


а 


FIGURA 4,26 
b 
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Ejercicios de la Sección 4.3 


En los Ejercicios 1-10, formular una integral definida que 
represente el área de la región que se indica. (No evaluar las 
integrales.) 


1. 00) = 3 2. рх) = 4 - 2х 
y 
A 
st 
| 
31————— 
| 
л 
l- 
E нше ы, 
к 1.2.3.4 5 
3. f(x)=4- ixl 


7. f(x)=senx 8. fœ) = (6х 
y 


j 
| | 
| і 
15 
| 
| 


z 
2 


9. 20) =? 10. Ј0у) = (у 2)? 


En los Ejercicios 11-20, dibujar la región cuya área represen- 
ta la integral definida. Usar entonces una fórmula geométrica 
para calcular la integral (a > 0, r > 0). 


3 a 
п. | 4 dx 12. | 4 dx 
0 -a 
4 4 
13. | х х 14. | — dx 
0 o 2 
2 5 
15. | (2х + 5) ах 16. | (5-х)ах 
0 o 
1 a 
17. | (1— {хр dx 18. | (a — |х\) dx 
—1 = 


3 А 
19. | 9—х° dx 20. | a/r? -x dx 


-3 


21. Sabiendo que {0 f(x) dx = 10 y f3 О) ах = 3, calcular 


7 o 

a) | Ро) ах Ьу | Ро) ах 
0 5 
5 5 

c) f f(x)dx d) | 3f) dx 
5 o 


22. Sabiendo que [2 fœ) dx = 4 y |$ fœ) dx = –1, calcular 


3 
b) | fœ) dx 


6 


6 
a) | Јо) ах 


0 


3 6 
с) | FO) ах d) f -5f (x) ах 
3 3 
23. Sabiendo que f$ f(x) dx= 10 y f$ g (х) dx = –2, calcular 


6 


6 
a) | [FOO + 600] dx b) | Габ) – £00] dx 


2 2 


6 6 
с) | 28 (x) dx d) | 300) dx 


2 2 


Ejercicios de la Sección 4.3 


24. Sabiendo que |! , f(x) dx=0 y få f(x) dx = 5, calcular 


0 1 o 
a) | Јо) ах b) | swa- | Јо) ах 
1 o -1 


1 1 
c) | 300) dx d) | ЗРО) dx 
-1 


(0) 


En los Ejercicios 25-30, calcular la integral definida median- 
te su definición como límite. 


10 3 

25. | 6 dx 26. | x dx 
4 -2 
1 1 

27. | x? dx 28 | x? dx 
Ga ° 
2 2 

29. | (х2 + 1) dx 30. | 4x? dx 
1 1 


En los Ejercicios 31-34, expresar el límite como una integral 
definida en el intervalo [a, b], siendo с, cualquier punto del 
i-ésimo subintervalo. 


Límite Intervalo 
31. lím y (3c; + 10) Ax, [-1, 5] 
А10 ¡1 


32. lím Y 6c(4- c)? Ax, [0, 4] 
А E 


70 рә 
33. lím y с +4 Ах, [0, 3] 
All>0 ¿=1 


34. lím E (3) Ax, П, 3] 


> с 


Pe Escribir un programa para aproximar una integral definida 


mediante la suma de Riemann 
п 
y Fc) Ах, 
{= 1 


donde los subintervalos son de igual longitud. La salida de la 
calculadora debiera ser tres aproximaciones de la integral 
donde с; sea el punto terminal izquierdo L(n), el punto medio 
М(п) y el punto terminal derecho R(n) de cada subintervalo. 
En los Ejercicios 35-38, usar ese programa para aproximar la 
integral definida y completar la tabla. 
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3 3 5 

35. | х/3 — x dx 36, | z dx 
б ох + 1 
ni2 3 

37. f sen? x dx 38. | х sen x dx 
о 0 


Para pensar En los Ejercicios 39-42, usar la figura para 
llenar el hueco en blanco con el símbolo <, > o =. 


39. El intervalo [1, 5] se parte en n subintervalos de igual 
longitud Ах y x; es el punto terminal izquierdo del 


i-ésimo subintervalo. 
5 
| Јо) ах 
1 


40. El intervalo [1, 5] se parte en n subintervalos de igual 
longitud Ах y x; es el punto terminal derecho del ¡-ésimo 
subintervalo. 


У Хо) Ах 
i=1 


У Хо) Ах 


i=1 


(А Ро) ах 
1 


41. El intervalo [1, 5] se parte еп л subintervalos de igual 
longitud Ах y x; es el punto medio del i-ésimo subinter- 


valo. 
п 5 
У f(x) Ах | Јо) ах 
і= 1 1 
42. Sea Те] promedio de los resultados de los Ejercicios 39 
y 40. 
5 
T | FO) dx 
1 


43. Para pensar La gráfica de f de la página siguiente 
consta de segmentos rectos y de un semicírculo. Calcu- 
lar cada integral definida usando fórmulas geomé- 
tricas. 


2 6 
a) | FE) ах b) f fœ) dx 
0 2 


2 6 
c) | Хо) ах d) | Fix) ах 
-4 -4 


6 6 
e) | IF| dx Р | [700 + 2] dx 
-4 


-4 
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(4,2) 


44. Parapensar Consideremos una función fcontinua en 
el intervalo [-5, 5] y tal que [б fœ) ах = 4. Calcular 
cada integral. 


5 3 
a) | [/ 0) + 2] dx b) | f(x + 2) ах 
ыў 


0 


5 5 
c) f f(x)dx(f espar) d) | FG) ах (f es impar) 
-5 -5 


En los Ejercicios 45 y 46, determinar qué valor aproxima 
mejor la integral definida. Elegir atendiendo a un esbozo de 
la región. 


а) 5 b) -3 с) 10 d) 2 e) 8 
1;2 
46. | 4 cos лх dx 
о 


а) 4 b) $ с) 16 а) 2л е) —6 
¿Vedadero o falso? Еп los Ejercicios 47-52, decidir si el 
enunciado es correcto. Si no lo es, explicar el porqué o dar un 
ejemplo que muestre su falsedad. 


b b b 
47. | [FCO + я (х)] “= | FO) + | g(x) dx 


а а 


b b b 
. | Ро) 8 (х) dx = || Ро) а) || gx) ax 


49. Si la norma de una partición tiende a cero, el número 
de subintervalos tiende a infinito. 


4 


© 


50. Sifes creciente en [a, b], el valor mínimo de f(x) en 
la, b] es f(a). 


b 
51. El valor de | f(x) dx tiene que ser positivo. 


b 
52. Si | f(x) dx > 0, entonces fes no negativa para todo х 


a 


en [a, b]. 


53. Hallar la suma de Riemann asociada a f(x) = х? + 3x en 
el intervalo [0,8], donde x¿=0,x, = 1,х, = 3, x3 =7, y 
x4 = 8, y donde c, = I, c, = 2, c3 = 5, ус. = 8. 


54. Hallar la suma de Riemann asociada a f(x) = sen x en 
el intervalo [0, 27], donde xo = 0, х, = 7/4, х, = 7/3, 
хуз =, у х = 2л, y donde с, = 1/6, с, = 1/3, 
сз = 27/3, y са = 37/2. 


En los Ejercicios 55 y 56, usar el Ejemplo 1 como modelo 
para evaluar el límite 


lím Ў Рс) Ах, 


AN 

sobre la región acotada por las gráficas de las ecuaciones. 
55. f()=,/x, y=0, x=0, х=2 

(Ayuda: Tomar с; = 2i%/n?.) 
56. ЈО) = 5/5, y=0, x=0, x=1 

(Ayuda: Tomar с, = їЎ/пЎ.) 
57. Para pensar Determinar si la función 

| 1 
Jœ) = +34 


es integrable en el intervalo [3, 5]. Explicar la res- 
puesta. 


58. Para pensar Determinar si la función 
l, xes racional 
fœ) = ы: 
0, xes irracional 


es integrable en el intervalo [0, 1]. Explicar la res- 
puesta. 


59. Parapensar Darun ejemplo de función integrable en 
[—1, 1] que no sea continua en ese intervalo. 


2 
60. Calcular, si ello es posible, la integral | [х] ах. 


0 


1 
61. Calcular lím — [17 +22 +3? + --: + n?] utilizando la 
хоо Й 


suma de Riemann adecuada. 


62. Supongamos f integrable en [a, b] соп m < /(х) < М 
para todo x en la, b], m > 0 у М> 0. Demostrar que 


b 
mí(b = a) < | Јо) dx < M(b-a) 


1 
Usar ese resultado para estimar | \/1 + х° ах. 
0 


63. Demostrar que si f es continua en la, b], entonces 


b 
| FO) dx 


а 


b 
< | ІРО) dx 
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4.4 


CONTENIDO = =| El teorema fundamental del Cálculo 
El teorema fundamental del Cálculo " 
El teorema del valor medio para integrales = 


Valor medio de una función El teorema fundamental del Cálculo 


El segundo teorema fundamental del Cálculo = 


Ya hemos introducido las dos grandes ramas del Cálculo: el cálculo diferencial 
(de la mano del problema de la recta tangente) y el cálculo integral (de la mano 
del problema del área). En este momento, ambos problemas parecen sin rela- 
ción entre sí. Pero existe entre ellos una íntima conexión, descubierta indepen- 
dientemente por Isaac Newton y Gottfried Leibniz, que constituye el llamado, 
con toda justicia, teorema fundamental del Cálculo. 

Informalmente, el teorema afirma que la derivación y la integración (defi- 
nida) son operaciones mutuamente inversas. Para ver cómo Newton y Leibniz 
se dieron cuenta de ello, consideremos las aproximaciones que muestra la Fi- 
gura 4,27, Cuando definimos la pendiente de la recta tangente, utilizamos el 
cociente Ay/Ax (pendiente de la recta secante). Análogamente, al definir el 
área de una región bajo una curva, usamos el producto AyAx (área de un rec- 
tángulo). Así pues, en su primer paso derivación e integración son operaciones 
inversas. El teorema fundamental del Cálculo establece que el proceso de límite 
usado para definir ambas operaciones preserva esa relación inicial de inversas. 


Sin embargo, en los albores del 
Кошо no se е sabfa c qùe estaban 


Ay Área de 

tangente la región 

Fo bajo la: 

éurva 
A, Y EEE A AS A EAN 1 
uesta. iente = AY. сыы AE ' 
P Pendiente ду Pendiente = ne Área = AvAx Área = Avy Ax 
a) Derivación b) Integración definida 


FIGURA 427 
Derivación e integración son mutuamente «inversas». 


[а, b] y F es una primitiva de fen 


Demostración: La clave reside en escribir la diferencia F(b) — F(a) de forma 
adecuada. Sea А la siguiente partición de [a, b]. 


a = Xo < х <х5 L L Xp- LX ED 
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Restando y sumando términos análogos se obtiene 
F(b) – F(a) = Fœ) – F(%,- 1) + F(%p 1) – 5: Fa) + Fa) — F(x0) 


= У [Fæ - Еб, 1)] 


і= 1 


Por el teorema del valor medio sabemos que existe un número с, еп el ¡-ésimo 
subintervalo tal que 


F(x) — F(x;- 1) 
Xi SAs 


Ес) = 


Сото F'(c;) = (с), podemos hacer Ax; = x; — 


E 


X;- у obtenemos 


F(b) - F(a) = Y f(c) Ах, 
i=1 
Esta importante ecuación nos dice que, aplicando el teorema del valor medio, 
siempre podemos encontrar una colección de c; tales que la constante 
F(b) — F(a) sea una suma de Riemann de f en [a, bl. Tomando el límite para 
ПАН — 0 resulta 


b 
к®)- к= | fœ) dx O 


La siguiente estrategia ayudará a comprender el uso del teorema funda- 
mental del Cálculo. 
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EJEMPLO 1 Cálculo de una integral definida 


2 3 2; 
a) [ea [E-a] -(5-%)-(у-э)=—; 
1 3 1 3 3 3 


4 4 х3? 4 
b) | 3 хас=з | x? TEPI = 243? - 219? = 14 
1 1 3/2 |, 


a/4 п/4 
с) | sec? хх = tg =1-0=1 O 
о 0 


EJEMPLO 2 La integral definida de un valor absoluto 


2 
Calcular | |2х — 1| dx 


0 


Solución: Usando la Figura 4.28 y la definición de valor absoluto vemos que 


(2 — 1), 9 
Е ®: 
wai > 


ne nie 


De ahí que se pueda romper la integral en dos partes. 


2 1/2 2 
| о-в | о-в | (2x – 1) dx 
0 


0 1/2 
1/2 2 
= [>e + | + Б - J 
FIGURA 4.28 o 1/2 
La integral definida de y en [0, 2] es 3. 1 1 11 
=|--+>]-(0+0+(4-2-ļ{--- 
4 2 4 2 
5 
== ВЯ 
2 


EJEMPLO 3 Aplicación del teorema fundamental del Cálculo para hallar un área 


Calcular el área de la región acotada por la gráfica de y =2x? — 3x +2, el eje x y 
las rectas verticales x = 0 y x = 2 (véase Figura 4.29). 


Solución: Nótese que y > 0 en el intervalo [0, 2]. 


2 
E CE ЧИНЕ? Área = | (2х2 – Зх + 2) ах Integrar entre х = Оух = 2 
! 2 3 4 0 
FIGURA 429 2х% Зх? ^ 7 
El área de la región acotada por la gráfica de y, =з у + 2х Hallar ana primitiva, ÆG) 
o 


Теје r=0yxr=2es t, 


16 
= E -6+ 4) -(0-0+0) Evaluar F(2) ~ F(0) 


= Simplificar a 
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El teorema del valor medio para integrales 


En la Sección 4.2 vimos que el área de una región bajo una curva es mayor que 
el área de un rectángulo inscrito y mayor que la de uno circunscrito. El teorema 
del valor medio para integrales afirma que existe, «entre» el inscrito y el cir- 
cunscrito, un rectángulo cuya área es precisamente la misma que la de la región 
(véase Figura 4.30). 


Demostración: 


Caso 1: Si f es constante en el intervalo [a, b], el teorema es obviamente 
cierto, ya que c puede ser cualquier punto de [a, b]. 


Caso 2: Si f no es constante en [a, b], por el teorema de los valores extremos 
podemos elegir f(m) y F(M) como los valores mínimo y máximo de f en [a,b]. 
Puesto que f(m) < f(x) < f(M) para todo x en [a, b], podemos aplicar el 
Teorema 4.8 y obtenemos: 


b b b 
| FIGURA 430 f(m) dx < fœ) dx < РМ) dx Véase Figura 4.31 
Rectángulo cuya altura es el valor medio: р К 

b 


- == p 
fob - а) [a de Рот) – а) < | ДО) ах < F(M)(b — a) 


1 b 
Хт) < =] Јо) dx < F(M) 


De la tercera desigualdad, por el teorema del valor intermedio, se sigue que 
existe algún c en [a, b] para el cual 


1 b b 
| fo dx о /©Ф®-а= | РО) dx 


FM) 


a b a b 


Rectángulo inscrito Rectángulo de valor medio Rectángulo circunscrito 
(menor que el área de la región) (igual al área de la región) (mayor que el área de la región) 
[уот dx= о) – а) [ло а Es) а= АМФ а) 
FIGURA 4,31 


O 
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| Nota. El Teorema 4.10 no especifica cómo hallar c. Se limita a garantizar su existencia 
en [a, b]. 


Valor medio de una función 


El valor de f(c), anunciado por el teorema del valor medio para integrales, se 
llama valor medio de f en el intervalo [а, b]. 


Valor medio 


FIGURA 4,32 


1 b 
Valor medio = T | Fo de. 


-ali 


FIGURA 4.33 


| Nota. La figura muestra que el área de la región bajo la gráfica de fes igual al área del 
rectángulo cuya altura es el valor medio. 


Para ver por qué el valor medio de f se define así, supongamos que parti- 
mos [a, b] en п subintervalos de igual anchura Ах = (b — а)/п. Si c; es cualquier 
punto del ¿-ésimo subintervalo, la media aritmética de la función en los c, viene 
dada por 


1 
a=- [fc + (с) + + f(c,)] Valor medio de f(c,), .... f(c,) 
п 


Multiplicando y dividiendo рог (b — a) se puede reescribir ese valor promedio 
como 


| b-a 1 = b-a 
жа ер =- iro = ) 
1 п 
Sp Ta 2, fC) Ах 


Finalmente, si se toma el límite рага п > оо, se obtiene el valor antes definido. 

Esta noción de valor medio no es sino una de tantas aplicaciones prácticas 
de la integración a la hora de representar procesos de suma. En el Capítulo 6 
tendremos ocasión de analizar otras, como el volumen, la longitud de arco, los 
centros de masa y el trabajo. 


EJEMPLO 4 Cálculo del valor medio de una función 


Hallar el valor medio de f(x) = 3x? — 2x en el intervalo [1, 4]. 


Solución: El valor medio viene dado por 


| убу лг 2x) d 
p-a] 76 =: Xx“ — 2х) dx 


1 4 
25 x y 
3 1 


1 48, 
= = 164 - 16-(1-1)]]=—=16 
ч! ( )] 3 


(Véase Figura 4.33.) 
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EJEMPLO 5 La velocidad del sonido 


A diferentes altitudes en la atmósfera terrestre, el sonido viaja con velocidades 
diferentes. La velocidad del sonido s(x), en m/s, admite el modelo 


—4x + 341, 0<x<ILS 
295, 11,5 <x < 22 
s(x) = { 2х + 278,5, 22 <x < 32 
3x + 254,5, 32 < x < 50 


Зх + 404,5, 50 < х < 80 


donde s es la altitud en km (véase Figura 4.34). ¿Cuál es la velocidad media del 
sonido en el intervalo [0, 80]? 


Solución: Comenzamos integrando s(x) en [0, 80], para lo cual rompemos la 
integral en cinco partes. 


11,5 11,5 
| s(x) dx = f (—4х + 341) dx = 3.657 
o 


0 


22 22 
| s(x) dx = | (295) dx = 3.097,5 


11,5 11,5 


22 22 


32 32 
| s(x) ах = | (5х + 278,5) dx = 2.987,5 


50 50 
| s(x) ах = | (Зх + 254,5) dx = 5.688 


з2 32 
80 80 
| s(x) dx = | (—3х + 404,5) dx = 9.210 
50 50 


Sumando los valores de las cinco integrales obtenemos 


80 
| s(x) dx = 24.640 


0 


Por tanto, la velocidad media del sonido entre O y 80 km de altitud es 


1 [85 24.640 
Velocidad media = — s(x) dx = ——— = 308 m/s 
80 Jo 80 


Velocidad del sonido (en m/s) 
кә кә Ыы ы шә Qu „ы 


0 
Altitud (en km) 


FIGURA 4.34 
La velocidad del sonido depende de la altitud. O 
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El segundo teorema fundamental del Cálculo 


Al introducir la integral definida de f en el intervalo [a, b] se tomaba fijo el 
límite superior de integración b. Ahora vamos a contemplar la situación en la 
que el límite superior de integración es la variable x. Con el fin de evitar confu- 
siones provocadas por el uso de x en dos papeles distintos, pasamos eventual- 
mente a llamar г a la variable de integración. (Recordemos que la integral 
definida no es una función de su variable de integración.) 


La integral definida como un número La integral definida como función 
b x 
Гоа ғо = | foa 
а а 


fes función 
de x 


fes función 
de £ 


Constante 


EJEMPLO 6 Та integral definida como función 


Constante 


Evaluar la función 


| cos t dt 


0 


en x=0, 7/6, 1/4, 1/3 y 1/2. 


Solución: Podríamos calcular cinco integrales definidas diferentes, una por cada 
límite superior dado. Pero es mucho más sencillo fijar x como una constante, 
por el momento, y aplicar el teorema fundamental del Cálculo para obtener 


e n X 
| cos £ dt = sen r 
0 0 


= sen x — sen 0 
= sen x 


Ahora, usando F(x) = sen x, podemos llegar a los resultados que recoge la 
Figura 4.35. 


FIGURA 4,35 


Fx) = | cos г dt es el área bajo la curva f(1) = cos £ entre 0 y x. O 


322 


Capítulo 4 


Integración 


En el Ejemplo 6, la derivada de F es el integrando original (sólo que con la 
variable cambiada). Esto es, 


d d d У 
ТРОЕ [аел] = p cos £ dt | = cos х 


Este resultado se generaliza en el siguiente teorema, conocido como segundo 
teorema fundamental del Cálculo. 


Demostración: Empezamos definiendo 


Е(х) = | fA) dt 
Por definición de derivada tenemos 


F(x + Ax) - F(x) 


„г 
1 x+Ax x 
= ш: А5 , FO а — Я f(Ò а 
1 x+Ax a 
= Шт Ге А FO а + { FO dt 
1 x+Ax 
кол 06 


а 


Рог el teorema del valor medio para integrales (suponiendo que Ax > 0) sabe- 
mos que existe un c en el intervalo [a, b] tal que la integral en la expresión 
anterior es igual a f(c) Ax. Además, como x < с < x + Ах, se sigue que с >x 
cuando Ax — 0. Por tanto, obtenemos 


1 
Fx) = ím KO Ax 
= lím f(c) 


Ax>0 
=/(х) 


Un argumento similar sirve en el caso Ах < 0. O 
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AÀ | Nota. Usando el modelo del área para integrales definidas, la aproximación 
А 
x+Ax 
i FO) Ах = | FO а 


puede interpretarse diciendo que el área del rectángulo de altura f(x) y anchura Ах es 
aproximadamente igual al área de la región acotada por la gráfica de f y el eje x, en el 
intervalo [x, x + Ах], como muestra la Figura 4.36. 


Ma) 


IN 5 ы El segundo teorema fundamental del Cálculo afirma que si f es continua 
FIGURA 436 podemos tener la certeza de que posee primitiva. Pero esta primitiva no tiene 
x+ás por qué ser una función elemental (recordar la Sección P.3). 
Дх) Arz fÒ de. 


EJEMPLO 7 Aplicación del segundo teorema fundamental del Cálculo 


d С 
Calcular E {| Jr] “| 
Х [Јо 


Solución: Nótese que f(t) = 4/12 + 1 es continua en toda la recta real. Aplican- 
do, por tanto, el segundo teorema fundamental del Cálculo se obtiene 


S Va|- уут o 


El Ejemplo 7 constituye una aplicación directa del segundo teorema funda- 
mental del Cálculo. El próximo ejemplo sugiere cómo usar ese teorema, en 
combinación con la regla de la cadena, para hallar derivadas. 


EJEMPLO 8 _ Aplicación del segundo teorema fundamental del Cálculo 


ES 


Hallar la derivada de Р(х) = | cos 1 dt A = 


tiz 


Solución: Haciendo и = x°, podemos aplicar el segundo teorema fundamental 
del Cálculo junto con la regla de la cadena. 


d f Е 
= — cos t dt | — 
du | Ja2 dx 


= (cos u) (3x?) 


= (cos x*)(3x°) 


Como el integrando del Ejemplo 8 es fácil de integrar, podemos comprobar 
la derivada obtenida así: 
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F(x) 


1 
a Ы 
a = 
S le 

o 

о 

РА 

~ 

a 

<= 


Ш 

Dm 

O 

5 

~ 
¡A 
aL я 
N 


3 T 
sen x” — sen z 


(sen x°) — 1 


De esta manera, la regla de la cadena permite ver que la derivada es la misma 
que se ha obtenido en el Ejemplo 8. 


Ejercicios de la Sección 4.4 


Е'(х) = (cos х3)(3х2) 


f Para pensar En 105 Ejercicios 1-4, representar el integran- 
do en la calculadora y usar la gráfica para determinar si la 
integral definida es positiva, negativa o cero. 


xr 4 л 
| z dx 2; | cos x dx 
ox +1 0 
2 2 
3. | xx + 1 dx 4. | х\/2-—х4@х 
-2 -2 


№ En los Ejercicios 5-24, calcular la integral definida y usar la 
calculadora para verificar el resultado. 


3 dv 


un 
е е; 
N 
= 
8. 
Ф 
ы a 


(3v + 4) dv 


~“ 
—= 
1 o 
~ 
x 
| 
N 
= 
БУ 
o 
= 
tn 


2 


3 
(3х2 + х ~ 2) dx 


1 
9 | (P -2) dt 10. | 

=1 о 
1 1 

11 | (2:—-1)°& 12. | (£? — 9t) dt 
о =i 
2/3 Е 1 

13. | (5 - ) ах 14. | ( Е 2) аи 
y Хх Es и 
4 3 

15. | ау 16. | v dy 

>` 1 үи -3 


1 8 > 

17. | (2:-2)@ 18. “ах 
-1 1 үх 
РЫ 2 

19. | E as 20. | 00-й 
0 0 


0 715-02? 
21. | (2 – 2/3) dt 22. | dx 
-1 -8 23/5 


3 4 
23. | [2x — 3| dx 24. | lx? ~ 4x + 3| dx 
0 о 


\ En Jos Ejercicios 25-30, calcular la integral definida de la 


función trigonométrica que se especifica y comprobar el re- 
sultado en la calculadora. 


" "/4 1 — sen? 0 
25. (1 + sen х) dx 26. E а0 
o 0 cos” 0 
п!6 п12 
27. | sec? x dx 28. | (2 — cosec? х) dx 
= п/б л/4 


л/3 л/2 
29. | 4 sec 0 tg 0 d0 30. | (2t + cos t) dt 


=n/3 1/2 


31. Depreciación Una máquina tiene un ritmo de depre- 
ciación dV/dt = 10.000(1— 6), 0 < г < 5, donde V es el 
valor de la máquina después de t años. Formular y cal- 
cular una integral definida que represente el valor de la 
máquina a los tres años. 


32. El experimento de la aguja de Buffon En un plano 
horizontal se han marcado rectas paralelas a 2 pulgadas 
de distancia cada una de la siguiente. Si se lanza al azar 
una aguja de 2 pulgadas de longitud sobre el plano, la 
probabilidad de que la aguja toque alguna recta es 


2 п/2 
Р = – | sen 0 40 
T Jo 


donde 0 es el ángulo agudo que forma la aguja con la 
dirección de las rectas. Calcular esa probabilidad. 


Ejercicios de la Sección 4.4 


En los Ejercicios 33-38, determinar el área de la región que 
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En los Ejercicios 47-50, representar la función en la calcula- 


se indica. dora. Hallar su valor medio en el intervalo y todos los valo- 
a 34. y=1-x а en ese intervalo en los que la función toma su valor 
A Función Intervalo 
47. у(х) = 4-х? [22, 2] 
& сз B 2| 
x 2 
49. f(x) = ѕеп х [0, л] 
50. у(х) = cosx [0, 7/2] 


Para pensar Еп los Ejercicios 51-56, usar la gráfica de f 
que muestra la figura. La región sombreada A tiene área 1,5 
y 670) dx = 3,5. Con esta información, rellenar los espacios 


en blanco. 
2 6 
51. | FO) ах = 52. | FO) dx 
о 2 
6 2 
53. | ІРО) ах 54. | —2/(х) dx 
37. y=cosx 0 0 
y у 6 
55. Í [2 + f(x] ах 
о 


En los Ejercicios 39-42, hallar el área de la región acotada 
por las gráficas dadas. 


39. у= 3х? +1, x=0, x=2, y=0 
40. y=1+/x  x=0, 
41. y=x +x, x=2, y=0 
42. y=-x?+3x, y=0 

En los Ejercicios 43-46, hallar el valor de с anunciado por el 


teorema del valor medio para integrales para la función yel 
intervalo que se especifican. 


Función Intervalo 
43. f)=x-2/x [0, 2] 
9 
44. р) = 2 0, 3] 
х 
45. (х) = 2 sec? х [=1/4, 1/4] 


46. f(x) = cos x [-1/3, 1/3] 


56. 
57. 


El valor medio de f en [0, 6] es 


Para pensar Dada la gráfica de f que aparece en la 
figura, 


Я 
а) Calcuta | FO) ах. 
1 


b) Determinar el valor medio de fen[!, 7] 
c) Repetir a) y b) con la gráfica de f trasladada dos 
unidades hacia arriba. 


ч 
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60. 
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Beneficio medio El beneficio, en miles de dólares, 
producido por un producto comercial durante los 6 pri- 
meros meses viene dado aproximadamente por el mo- 
delo 


P=5(/1+ 30), 1=1,2,3,4,5,6 


а) Usar ese modelo para completar la tabla y usar sus 
entradas para calcular (aritméticamente) el benefi- 
cio medio en esos primeros 6 meses. 


b) Hallar, por integración, el valor medio de la fun- 
ción beneficio y comparar el resultado con el del 
apartado a). (Integrar sobre el intervalo [0,5, 6,5].) 

c) ¿Tiene alguna ventaja el uso de la aproximación 
del valor medio dado por la integral definida? 
(Nótese que la aproximación integral utiliza todos 
los valores reales de 1 en el intervalo, no sólo los 
enteros.) 


Un modelo matemático Una compañía de seguros de 
vida necesita un modelo para aproximar la tasa de mor- 
talidad de los ciudadanos durante su vida laboral. La 
tabla da la tasa de mortalidad R por 1.000 individuos de 
edad x. (Fuente: Department of Health and Human 
Services.) 


Un modelo para esos datos es 


R = -91,1 — 6,313x + 0,0351? + 45,794, /x, 


20 <x <60 


a) Representar en la calculadora los datos y el mo- 
delo. 

b) Calcular el ritmo de crecimiento de la tasa de mor- 
talidad cuando x = 40 y x = 50. 

c) Hallar la tasa de mortalidad media para las perso- 
nad de edades entre los 30 y los 40 años. También 
entre 50 y 60. 


Flujo sanguíneo La velocidad del flujo sanguíneo a 
una distancia r del eje central de una arteria de radio R 
es v = K(R? — r°), donde k es una constante de propor- 
cionalidad. Calcular el flujo medio de sangre sobre un 
radio de la arteria. (Usar 0 y К como límites de integra- 
ción.) 


61. 


62. 


N 64. 


Fuerza La fuerza, en newtons, de un cilindro hidráu- 
lico en una presa es proporcional al cuadrado de sec x, 
siendo x la distancia en metros que el cilindro se ex- 
tiende en su ciclo. El dominio de F es [0, 7/3] y 
F(0) = 500. 

a) Expresar F como función de x. 

b) Calcular la fuerza media ejercida por la presa so- 

bre el intervalo [0, 7/3]. 


Ciclo respiratorio El volumen V, en litros, de aire en 
los pulmones durante un ciclo respiratorio de 5 se- 
gundos viene dado aproximadamente por el modelo 
V = 0,17291 + 0,15221? — 0,03741* donde t es el tiempo 
en segundos. Estimar el volumen medio de aire en los 
pulmones a lo largo de un ciclo. 


Un modelo matemático Un almacenista desea esti- 
mar el número de clientes que entran en su almacén 
entre el mediodía, hora de apertura, y las 9 de la tarde, 
hora de cierre. La tabla muestra el número N de clien- 
tes que entran en un minuto elegido al azar dentro de 
cada hora de г — 1 ат, siendo г = 0 el mediodía. 


а) Dibujar un histograma con esos datos. 

b) Estimar el número total de clientes que entran al día. 

c) Usar regresión en la calculadora para hallar un 
modelo 


NO = а + be + с + а 
que ajuste esos datos. 


d) Representar en la calculadora los datos y el modelo. 

e) Evaluar, con ayuda de la calculadora, f8 N() dt y 
usar el resultado para estimar el número total de 
clientes que entran al día. Compararlo con el obte- 
nido en b). 

f) Estimar el número medio de clientes por minuto, 
entre las 3 de la tarde y las 7 de la tarde. 


Un modelo matemático En un proceso de fabrica- 
ción hay un ciclo repetitivo de calentamiento de 4 mi- 
nutos. Durante una revisión del proceso, el flujo R (pies 
cúbicos por minuto) de gas natural se midió en interva- 
los de 1 minuto. Los resultados aparecen en la tabla. 


a) Hallar un modelo de tipo = а + Б +2 + ае 
que ajuste esos datos, con ayuda de calculadora. 
b) Representar en ésta los datos y el modelo. 


Ejercicios de la Sección 4.4 


c) Aproximar, mediante el teorema fundamental del 
Cálculo, el número de pies cúbicos por minuto de 
gas natural utilizado en un ciclo. 


һе 65, Un modelo matemático Se controla un vehículo 
experimental en un trayecto recto. Parte del reposo, y 
su velocidad, en m/s, se mide cada 10 segundos durante 1 
minuto. Los datos experimentales se recogen en la tabla. 


garona E 
КАКЛЕЯЕЖЕЗЕЗЕЗГА 


а) Hallar un modelo v = at? + bi? + ct + d que ajuste 
esos datos, con ayuda de calculadora. 

b) Representar en ésta los datos y el modelo. 

c) Aproximar, mediante el teorema fundamental del 
Cálculo, la distancia recorrida por el vehículo du- 
rante la prueba. 


66. Usarla función f de la figura y la función g definida por 


200) al FO di 
0 


a) Completar la tabla 


b) Representar los puntos de la tabla. 

c) ¿Dónde tiene g su mínimo? 

d) ¿Qué cuatro puntos consecutivos son colineales? 

e) ¿Entre qué dos puntos consecutivos crece g a rit- 
mo más rápido? Explicar las respuestas. 


Y 
| в 
| 
1 
| 


e 


En los Ejercicios 67-72, a) integrar para hallar F como fun- 
ción de x, y b) verificar el segundo teorema fundamental del 
Cálculo derivando el resultado. 


х 


67. rw= | (+2) dt 68. Foo = | г@? +1) de 


0 0 


69. Е(х) = | Уа 70. к= | Ji di 
8 4 


x 


72. roo = | sec t tg t dt 


7/3 


71. К(х)= | sec? 7 dt 


пі4 
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En los Ejercicios 73-78, usar el segundo teorema fundamen- 
tal del Cálculo para hallar Е'(х). 


73. ЕО) = E (22d т. к= | ўа 


75. ros |, лёжа 76. Е(х) = [а tdt 


77. Fi) = | t cos t dt 


0 


x [г 
78. F(x) = а 
0) | P+1 


En los Ejercicios 79-84, hallar Ё (х). 


x+2 х 
79. Е(х) = | (4t+1l)dt 80. F(x)= | а 


х = 


81. РО) = | АУ 82. F(x)= [ga 


2 
0 2! 


y 3x 
83. F(x)= | sen 1? dt 84. F()= | 1+? di 
0 o 


En los Ejercicios 85 y 86, esbozar la gráfica de la función 


Fx) = [so di 
0 


describir cualquier relación que pueda existir entre los extre- 
mos y puntos de inflexión de las gráficas de f y F. 


85. 86. 
y 
A 


87. Coste El coste total de adquisición y mantenimiento 
de una máquina durante x años es 


С(х) = 5.000 (25 + 3 | 114 а) 
0 


a) Integrar para expresar C como función de x. 
b) Calcular С(1), С(5) y С(10). 


88. Área El área A entre la gráfica de la función 
g(t) = 4 ~ АЛ? y el eje г sobre el intervalo [1, x] es 


Ea 
А(х) = 4-- |а 
1 г 


а) Hallar la asíntota horizontal de la gráfica de g. 

b) Integrar para hallar A como función de x. ¿Tiene 
asíntota horizontal la gráfica de A? Explicar la res- 
puesta. 
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¿Verdadero o falso? Еп los Ejercicios 89-91, decidir si la 
afirmación es correcta o no. Si no lo es, explicar por qué o 
exhibir un ejemplo que muestre su falsedad. 


89. 


90. 


91. 


92. 


93. 


94. 


95. 


Si Е'(х) = G'(x) en el intervalo [a, b], entonces 
F(b) — F(a) = G(b) – С(а). 


Si f es continua en [a, b], entonces f es integrable en 
la, b]. 


1 1 
| x’? dx= ES = (-1)-1=-2 
-1 -1 


Demostrar que: 


d v(x) 
E [f РО) a| = fO) -f UU) 


dx | Juw 


Probar que la función 


1/x 1 x 1 
= dt + dt 
то) o P+1 „®+1 


es constante para x > 0. 


Sea G(x) = | || fO a| ds, donde fes continua para 
0 о 
todo £ real. Calcular 


а) 60 b) G“0) с) С") d) G”(0) 


Área Arquímedes demostró que el área de un arco 
parabólico es igual a 4 del producto de base рог altura 
(véase figura). 


€ b —»kí 


a) Representar el arco parabólico acotado por 
y = 9 — х? y el eje x. Hallar el área A utilizando una 
integral definida apropiada. 

b) Hallar la base y la altura del arco del apartado a) y 
verificar que A = 3 bh 


4.5 


CONTENIDO " 
Reconocimiento de modelos = 
Cambio de variables = 


La regla general de las potencias para integrales = 


Cambio de variables en integrales definidas = 


Integración de funciones pares e impares = 


c) Verificar la fórmula de Arquímedes para el arco 
limitado por y = 5x — x? y el eje x. 


Movimiento rectilíneo En los Ejercicios 96-98, considere- 
mos una partícula que se mueve por el eje x, siendo x(t) su 
posición en el instante t, x'(t) su velocidad y [Н lx (j dt la 
distancia recorrida. 


96. 


97. 


98. 


Reconocimiento de modelos 


Calcular la distancia total recorrida en 5 unidades de 
tiempo si la función posición es x(t) = 1? — 6t? + 9r — 2, 
0<1t<5 


Rehacer el Ejercicio 96 con función posición 
х@ = (@-1)@-3)%,0 << 5. 


Una partícula se mueve por el eje x con velocidad 
v(t = 1/5, t > 0. En el instante t = 1 está en х = 4. 
Hallar la distancia recorrida en el intervalo de tiempo 
1<7< 4. 


Integración por sustitución 


En esta sección estudiaremos técnicas para integrar funciones compuestas. Se 
divide en dos partes: reconocimiento de modelos y cambios de variable. Am- 


bas técnicas requieren una u-sustitución. Con el reconocimiento de un modelo 
efectuamos la sustitución mentalmente, mientras que con el cambio de variable 
escribimos los pasos de la sustitución. 


Sección 4.5 


| Nota. El enunciado del Teore- 
ma 4.12 no dice cómo distinguir 
entre Р(2(х)) y g'(x) en el integran- 
do. Conforme se practica la integra- 
ción se va adquiriendo habilidad 
para ello. Ni que decir tiene que, en 
buena parte, la clave consiste en te- 
ner familiaridad con abundantes 
derivadas. 


ADVERTENCIA Нау varias 
técnicas para aplicar sustitución, 
ligeramente distintas unas de otras. 
Sin embargo, debe tenerse en 
cuenta que el objetivo es siempre el 
mismo: se está tratando de 
encontrar una primitiva del 
integrando. 
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El papel que juega la sustitución en las integrales es comparable al de 
la regla de la cadena en las derivadas. Recordemos que, dadas dos funciones 
derivables y = F(u) y u = g(x), la regla de la cadena establece que 


d 
q HE] = Ft 
De la definición de primitiva se sigue que 


F(800)8 (х) dx = F(g(x)) + С 
= Flu) + С 


Estos resultados se resumen en el teorema próximo. 


Los Ejemplos 1 y 2 muestran cómo aplicar directamente el teorema, reco- 
nociendo la presencia de f(g(x)) y de g'(x). Nótese que en la función compues- 
ta del integrando hay una función externa f y otra función interna g. Además, la 
derivada g'(x) está presente como factor. 
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Función exterior 


| Bag (х) dx = К(&(х)) + С 
= 


Función interior Derivada de la 
función interior 


EJEMPLO І Reconocimiento del modelo f(gl)g (x) 


Evaluar [o + 172x) dx 


Solución: Haciendo g(x) = х? + 1, se obtiene 
g'(x) = 2х 
Feo) = [elo]? 


De ahí es fácil identificar el esquema f (e(x)) g'(x) en el integrando. Usando la 
regla de las potencias para la integración y el Teorema 4.12, se ve que 


[600]? g'o 
у 1 
E + 1)2(2х) dx = а (х2 + 0) +С 


Intente verificar, mediante la regla de la cadena, que la derivada de 
3 (x? + 1)? + С es el integrando de la integral original. O 


EJEMPLO 2 Reconocimiento del modelo f(g(x))g'(x) 
Evaluar | 5 cos 5x dx 
Solución: Haciendo g(x) = 5x, se obtiene 
8 О) = 5 
few) = cos[g(x)] 


De ahí es fácil identificar el esquema f(g(x)) g'(x) en el integrando. Usando la 
regla de las potencias para la integración y el Teorema 4.12, se ve que 


cos[g()] g) 
ASAS 


(cos 5х)(5) dx = sen 5x + С 


Se puede comprobar este resultado derivando sen 5x + C para ver que se recu- 
pera el integrando original. O 
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Los integrandos de los Ejemplos 1 y 2 se ajustan exactamente al esquema 
FECO) g'(x); no había más que reconocerlo. Se puede extender considerable- 
mente esta técnica utilizando la regla del múltiplo constante 


Гао ах = к frw dx 


Muchos integrandos contienen la parte esencial (la parte variable) pero les falta 
un múltiplo constante. En tales situaciones, hay que multiplicar y dividir por la 
constante deseada. 


EJEMPLO 3 Multiplicar y dividir por una constante 


Hallar ES + 1)? dx. 


Solución: Este integrando es similar al del Ejemplo 1, salvo que le falta un 
factor 2. Reconociendo que 2х es la derivada de x? + 1, podemos hacer 
8(x) = х? + 1 y conseguir el 2x así: 


1 
ES + 1? dx= fe +1) (3) 2x) dx Multiplicar y dividir por 2 
1 2 2 : 
= 3 (х° + 1)? (2х) dx Regla del múltiplo constante 


1 
= | Le)? g'() dx 


_1 [go]? 
@ ЖЕ E 


Integrar 
1 2 3 
= ¿e + 1) +C 0 


Con un poco de práctica, no se suelen escribir tantos pasos. Por ejemplo, 
podría haberse escrito simplemente 


1 


ES + 1 dx= IG + 1)? (2х) dx 


_162 +13 


+C 
2 3 


1 2 
=-(x +1) +C 
A ) 
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ADVERTENCIA Puesto que la 
integración es más difícil que la 
derivación, es recomendable 
comprobar siempre por derivación 
la respuesta a un problema de 
integración. Así, en el Ejemplo 4, 
derivando 


1 
qe = 132 +C 


‚ verificamos que se obtiene, сото 
debe ser, el integrando original. 


Integración 


| Nota. La regla del múltiplo constante sólo es válida para constantes. No es lícito 
multiplicar y dividir por una variable y entonces sacar esa variable fuera de la integral. Así, 


fe +1% dx # 2 [ог + 1)? (2х) ах 


Después de todo, si fuera legítimo sacar fuera del signo integral magnitudes variables, 
podríamos sacar todo el integrando. Pero, claro está, eso no da el resultado correcto. 


Cambio de variables 


Con un cambio de variable, reexpresamos por completo la integral en térmi- 
nos de u y du (o de cualquier otra variable que nos convenga). Aunque este 
método requiere más pasos explícitos que el reconocimiento de modelo ilustra- 
do en los Ejemplos 1 y 2, no es menos cierto que sirve para resolver integran- 
dos más complicados. El cambio de variable hace uso de la notación de Leib- 
niz para la diferencial. Es decir, si u = g(x), entonces du =g'(x) dx, con lo que la 
integral del Teorema 4.12 adopta la forma 


lr (20))g' (x) dx = | (и) du = Flu) + С 


EJEMPLO 4 Cambio de variable 


Hallar | 2x — l dx 
Solución: En primer lugar, sea u la función del radical, u = 2x — 1. Su diferencial 


es du = 2 dx. Ahora, sustituimos ./2x — 1 = Ju y dx = du/2, con lo que se 
obtiene 


di 
| 2х ~ 1dx= (vi (5) Integral en términos de u 


1 
=: аи 
2 


1 fu’? 
= 2132 +C Primitiva en términos de u 
las 
= и +C 
3 
1 3/2 { 
= 3 (Ох —1)”*^+С Primitiva en términos de x 0 


EJEMPLO 5 Cambio de variable 


Hallar pa /2х - 1 dx 
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Solución: De nuevo tomamos u = 2x — 1, de donde dx = du/2. Como el integran- 
do contiene un factor x, hemos de expresar x en términos de u: 


u=2x-1 EM)» x = (и + 1)/2 Expresar x en términos de u 


Sustituyendo, se obtiene por fin 
u +1 du 
jua (ЧУ @ 
1 (ез2 2 
= (и + и?) du 
1 /u52 ыз? 
=-|—+—]+C 
15 t 2) 
= оз) lose O 
10 6 


Para completar el cambio de variable en el Ejemplo 5, hemos tenido que despe- 
jar x en términos de u. Esta operación puede ser difícil en ocasiones. Afortuna- 
damente no siempre es necesaria, como queda claro en el próximo ejemplo. 


EJEMPLO 6 Cambio de variable 


Hallar [sen 3x cos 3x dx 


Solución: Como sen? 3x = (sen 39, podemos tomar u = sen 3x, con lo que 


du = (cos 3х)(3) dx 


Ahora, puesto que cos 3x dx es parte de la integral dada, podemos escribir 


d 
F T 009 dx de 


Sustituyendo u y du/3 en la integral dada obtenemos 
ADVERTENCIA Al efectuar un 


cambio de variable, debe А du 
expresarse la respuesta final en sen? Зх cos Зх dx = |и 3 
términos de la variable de partida. 
Así, en el Ejemplo 6 no debe 1f, 
dejarse como respuesta a 3 u*du 

1 

ge +C Е 1 иЗ +С 

7343 


sino que hay que regresar а la 
variable x inicial sustituyendo aquí 


1 3 
=- + 
и = sen 3x. 9 sent AEC 
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Se puede verificar el resultado derivando: 


„КОРИ оос 
йх|9 sen a = (sen 3x) (cos 3х)(3) 


= sen? 3x cos 3x 


Сото la derivación reproduce el integrando original, estamos seguros de haber 
obtenido la primitiva correcta. 


Resumimos los pasos seguidos en la integración por sustitución. 


ara c шит la рїї еп , términos de x. 
puesta por derivación. o 


La regla general de las potencias para integrales 


Una de las u-sustituciones más frecuentes ocurre con expresiones elevadas a 
una potencia, razón por la cual se le asigna un nombre específico: la regla 
general de las potencias. Su demostración se deduce directamente de la regla 
(simple) de las potencias para integrales, junto con el Teorema 4.13. 


TEOREMA 413. JA REGLA GENERAL DE LAS POTENCIAS PARA INTEGRALES 


si 8! es una a función a de X, entonces 


ys t ! 


+С, т 1 
n+l 


er 2601 в Ө) ах = 


alentemente, si и = g(x), entonces 


EJEMPLO 7 Sustitución por la regla general de las potencias 


и“ du u*/5, 


r Nr ` (х с pS 


a) [ох – 1) dx= je- DB) dx = =_—— +C 
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и! аи и?/2 
Га NA ч 3 б 2` 
b) [e +1)? + x) dx = je +91(2х + 1) dr = т» +C 
ul? du и?! IG) 


(х3 ЧИ RETA 
с) 13x2%./x - 2dx= |О?- тра > +C 


u`? du u H-1) 
Ay #7 ya a á Е 2х2)- г 
а == 4233 1 – 2x2) 2(4x) dx = + С 
) l 25752 A к= | х) 56-4) 1 
и? du uv 
а \ (cos х)? 
е) |соѕ? хеп x dx = ~ (cos х)2(— Ме ср 


Algunas integrales cuyos integrandos contienen una expresión elevada a una 
potencia no pueden ser resueltas por la regla general de las potencias. Conside- 
remos las dos integrales 


ho ах y [+ 1)? dx 


La sustitución и = х? + 1 resuelve la primera, pero no la segunda (porque al 
integrando le falta el factor x necesario para du). Por fortuna, esta integral 
particular es factible desarrollando el integrando como (x? + 1)? = х + 242 + 1 
y usando la regla (simple) de las potencias para integrar cada término. 


Cambio de variables en integrales definidas 


Cuando se utiliza cambio de variable en una integral definida, suele ser más 
conveniente determinar los límites de integración para la variable u que regre- 
sar con la primitiva hacia atrás a la variable x y evaluarla con los límites origi- 
nales. Este tipo de cambio de variable se especifica en el próximo teorema, 
cuya demostración se deduce del Teorema 4.12 junto con el teorema funda- 
mental del Cálculo. 


int en el intervalo cerrado [a, blyf 
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EJEMPLO 8 Cambio de variables 
1 
Calcular | x(x? + 1)? dx 
0 
Solución: Haciendo u = x? + 1 obtenemos 
и= х? +1 = ди = 2х dx 


Antes de sustituir, determinamos los nuevos límites de integración. 


Límite inferior Límite superior 


Cuando x=0,u=0*+1=1 Cuando х = 1, и= 12 + 1 = 2 
Sustituyendo ya se obtiene 
1 q E A 
1) 


(х2 + Dew dx Límites de integración para x 


1 
| xx? + 1) dx= 


0 


u? du Límites de integración para u 


Inténtese convertir la primitiva + (u*/4) a la variable x y evaluar la integral con 
los límites originales. El resultado debe ser idéntico. O 


EJEMPLO 9 Cambio de variables 
| жт 

Calcular А = -———=—@х 
1 4/2х— 1 


Solución: Haciendo u =./2x — 1, obtenemos 


и? =2х—1 
и? +1 =2х 
и +1_ 


2 


u du = dx Derivar ambos lados 
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Antes de sustituir, hallamos los nuevos límites de integración. 


Límite inferior Límite superior 
A A MS йз. у з с, 
Cuando x = 1, и= ,/2 – 1=1 Cuando x = 5, u =, /10 – 1=3 


Sustituyendo ya se obtiene 


2 
=- u“ +1) du 
2), ( ) 
1 иЗ 3 
= | —+u 
› 2 | 3 | 
“| 1 1 
ДО => 9+3-3-1) 
16 
= — [1 
3 
Geométricamente, podemos interpretar la ecuación 
5 3,2 
x и? + 1 
Pa ы, 
FIGURA 437 РЕЧ : 
16 
La región antes de la sustitución tiene un área de F diciendo que las dos regiones de las Figuras 4.37 y 4.38 tienen la misma área. 


Al calcular integrales definidas mediante una sustitución es posible que el 
límite superior de la variable u resulte menor que el límite inferior. Si tal cosa 
ocurre, no hay que reordenar los límites. Simplemente, se evalúa la integral de 


la forma usual. Por ejemplo, tras sustituir u = М1 — x en la integral 


1 
| х1 х)! ах 


0 


obtenemos u=./1 — 1 =0 cuando x= l,yu=./1 — 0= 1 cuando x=0. Así 
pues, la forma correcta en la variable u de esa integral es 


0 
> о | (1 – и2)?и? du 
1 


FIGURA 4.38 


16 1Ó | 1 
La región despues de la sustitución tiene un área de a Integración de funciones pares e mparès 


Incluso con cambios de variable, una integral puede ser difícil. Ocasionalmen- 
te se puede simplificar el cálculo de una integral! definida (sobre un intervalo 
simétrico respecto del origen) si el integrando es una función par o impar 
(véase Figura 4.39). 
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e 


| 
эе 


Demostración Si f es par, entonces f(x) = f(=x), luego usando el Teorema 4.12 
con la sustitución и = —x obtenemos 


0 0 о а а 
НЕ | ғо) ах - | /(-иу(-ди) =-| Fu) du - | Fu) du = | ГО) ах 


а а o о 


Finalmente, del Teorema 4.6 se sigue que 


fa 0 a 
| аа | JO &+ | SO ds 


0 


= [ло ах + [ле ах = 2f ro dx 
o 


о 0 


Eso demuestra Іа primera propiedad. La segunda se demuestra de manera si- 


milar. П 
Función impar 


FIGURA 3.39 EJEMPLO 10 Integración de una función impar 


ni2 
Calcular | (sen? x cos x + sen х соз x) dx 
жа Т 


Solución: Llamando f(x) = sen? x cos x + sen x cos x resulta ser 


li 


sen(=x) cos(—x) + sen(—x) cos (—x) 


\ | feo 


= sen? x cos x — sen x cos x = -f (x) 


Por tanto, f es una función impar. Puesto que [—1/2, 7/2] es un intervalo simé- 
trico respecto al origen, el Teorema 4.15 nos lleva a la conclusión de que 


л/2 
| (sen? x cos х + sen x cos х) dx = 0 


| —т/2 
FIGURA 440 | Noa. En la Figura 4.40 se ve que las dos regiones a los lados del eje y tienen la misma 
12 área. Sin embargo, al estar una de ellas por encima y la otra por debajo del eje x, la 
Como fes una función т | fà de =0. integración produce un efecto de cancelación (volveremos a este hecho en la Sec- 


202 ción 6.1). 
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Ejercicios de la Sección 4.5 
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En los Ejercicios 1-6, completar la tabla identificando u y du 
para la integral. 


[feos dx = g(x) du = g'(x) dx 


1. Joe + 1% 10x) dx 


2. [eya + ldx 


X 


3. — dx 
с +1 


4. E 2x tg 2x dx 


yi 


[ie x sec? x dx 


COS Xx 
| 37 dx 

sen? х 
En los Ejercicios 7-26, hallar la integral indefinida y com- 
probar el resultado por derivación. 


TÀ 


(1 + 2х)%(2) dx 8. fe = 1)3(2х) dx 


9 — x? (2x) dx 10. fo — 2x2 (-4x) dx 


20% – Dé dx 12. ES + 3Y dx 
13. | 5х 2/1 — x? dx 14. fe ut + 2 du 
РА 52% 
15. | а 16. | ^ш 
(1 + х?)? (16 — х3)? 
түүт ЦЕ 
17 1+=- | (ја 18 x + 
t] WE (3х) 
19 1 4 20 | | 4 
А “— == (ЖИ А X 
2x 2\/х 
э A a 7 [2 
А асту А E . 
yx yA 


> ph: 


25. | (9 – y) dy 


б] 
24. — + — |а 
з 42 
26. Е - у%?) ду 


En los Ejercicios 27-30, resolver la ecuación diferencial. 


dy 4х dy 10x? 
27. = 4x + 28. —= 
dx J16 — x? dx L+ 
d +1 dy -4 
29. Z- 30; шы” 
dx (x? + 2x -3)? dx fx? 8x + | 


Campos de direcciones Еп los Ejercicios 31 y 32, se dan 
una ecuación diferencial, un punto y un campo de direccio- 
nes. Un campo de direcciones consta de segmentos rectos, 
con pendientes fijadas por la ecuación diferencial, que ofre- 
cen una visualización de las soluciones de la ecuación dife- 
rencial. a) Esbozar dos soluciones aproximadas de la ecua- 
ción sobre el campo de direcciones, una de las cuales pase 
por el punto especificado. b) Hallar, por integración, la solu- 
ción particular de la ecuación diferencial y representarla en 
la calculadora. Comparar el resultado con los esbozos del 
apartado a). 


32. 


dy Я 
— = x cos х“, (0, 1) 
dx 


En los Ejercicios 33-44, hallar la integral indefinida. 


33. | 2х ах 34. x sen 1? dx 


35. 36. cos бх dx 


[sea = x) tg (1 — x) dx 


1 1 
E cos — de 
0 0 


37. | 2x cos 2х ах 38. 


39. [e xsec? хах 40. y ctg х х cosec? x dx 
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41 cosec? x i 42 sen x dx Ф En los Ejercicios 65-70, hallar el área de la región. Verificar 
à ctg? x JN cos? х el resultado con la calculadora. 
x 7 6 
43. [ue хах 44. | сес G) dx 65. | ху/х + ldx 66. | x? 3х + 24х 
0 =2 


En los Ejercicios 45 y 46, hallar la función f que tiene la 
derivada indicada y cuya gráfica pase por el punto que se 
especifica. 


Derivada Punto 
2 4 6 8 
45. f(x) = cos Ž 
- 45. fœ = соз (0, 3) 67. у= 2 sen x + sen 2х 
1 y 
46. f'(x) = лес Tx tg лх G ) 


En los Ejercicios 47-54, calcular la integral indefinida por el 
método del Ejemplo 5. 


47. КА х + 2 ах 48. E 2x + ldx 


l - хах 50. СЕ 2 – хах 


53, 


ш 52 [oa 
/2х — 1 ` yx +3 
¡=== бло 54. [ya 


(x + 1) - мх +1 


№ En los Ejercicios 55-64, calcular la integral definida. Com- 
probar el resultado con la calculadora. 


1 1 4 x 
55. f x(x? +1) dx 56. | x/l - x? dx 71. | —— dx 
| 1 2 у 58 f 
57. — dx 58. | — dx . 
o./2x + 1 o./1 + 252 3 


3 8 
9 1 2 75. | ( + cos £) а0 
59, — dx 60. x3/4 + х? dx 0 


68. y= sen x + cos 2x 


| 
| 


2+ 


7/4 
70. | cosec 2х сїр 2x dx 


1/12 


н Еп los Ejercicios 71-76, evaluar la integral utilizando la cal- 
culadora. Dibujar la región cuya área representa la integral. 


^2; 

т. | уза 
о 
5 

74. 1 х - ldx 
1 


7/2 
76. | sen 2х dx 
0 


Redacción En los Ejercicios 77 y 78, efectuar la integra- 


61. Ё CADIZ хах 62. ы Xx dx ción de dos maneras y explicar cualquier diferencia que se 
7 о ./2х + 1 observe en las respuestas. 
7/2 2x п/2 

63. | cos (2) ах 64. | (x + cos x) dx 77. fo = 1)? dx 78. | x cos x dx 
0 л/2 


79. 


80. 


Ejercicios de la Sección 4,5 


Usar [2 x? dx = $ para calcular las integrales definidas 
sin recurrir al teorema fundamental del Cálculo. 


0 2 
a) | х? ах Ь) | х? ах 
-2 -2 


2 0 
с) Í =x? dx d) \ 
o -2 


Usar la simetría de las gráficas del seno y del coseno 
como ayuda en el cálculo de las siguientes integrales 


ni4 л/4 
o] | 
-/4 —л/4 


7/2 л/2 
с) | d) | sen х COS x dx 
= п/2 =y} 


Зх? dx 


sen x dx cos x dx 


cos x dx 


En los Ejercicios 81 y 82, expresar la integral como suma de 
dos integrales, la primera de una función impar y la segunda 
de una par. Con esta simplificación, calcular la integral. 


84. 


4 
| (x? + 6x? – 2x – 3) dx 


| (sen 3x + cos 3x) dx 


Depreciación El ritmo de depreciación dV/dt de una 
máquina es inversamente proporcional al cuadrado de 
t+ 1, siendo Vel valor a los / años de su adquisición. Si 
el valor inicial era $500.000 y su valor decreció 
$100.000 en el primer año, estimar su valor los cuatro 
años después de su compra. 


Flujo de fondos El ritmo de desembolso dQ/dt de 
una subvención estatal de 2 millones de dólares es pro- 
porcional al cuadrado de 100 — +. El tiempo £ se mide 
en días (0 < £ < 100) y Q es la cantidad que resta por 
desembolsar. Calcular la cantidad que resta por desem- 
bolsar tras 50 días, suponiendo que el desembolso se 
realiza en 100 días. 


Coste marginal El coste marginal para cierto artículo 
de consumo es 


a, 


c 12 
dx 3/12x+ 1 


a) Hallar la función de coste si С = 100 cuando 
x= 13, 

b) Representar esa función y la función coste margi- 
nal en una misma pantalla de la calculadora. 


86. 


87. 


89. 
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Reservas de gasolina Е] nivel mínimo de reservas de 
gasolina en EE.UU. puede aproximarse por el modelo 


t-3 
0=217 +13102 9) 


donde 0 se mide en millones de barriles y el tiempo г 
en meses, correspondiendo г = 1 a enero. Hallar el nivel 
mínimo medio dado por ese modelo durante 

а) el primer trimestre (0 < г < 3), 

b) el segundo cuatrimestre (4 < г< 6), 

с) юдое айо (0 <; < 12). 


Ventas Las ventas de un producto de temporada vie- 
nen dadas por el modelo 


nt 
S = 74,50 + 43,75 sen = 


donde $ se mide en miles de unidades y el tiempo геп 
meses, correspondiendo г = 1 а enero. Calcular la me- 
dia de ventas en los siguientes períodos. 

a) El primer trimestre (0 < г < 3). 

b) El segundo cuatrimestre (4 < 1< 6). 

c) Todo el año (0 <; < 12). 


Suministro de agua Un modelo para el suministro de 
agua de un manantial en un cierto día viene dado por 


лї лі 
R(t) = 53 + 7 sen E + 35) + 9 cos E + Т) 


donde 0 < 1 < 24, R esel flujo en miles de galones por 

hora y геї tiempo en horas. 

a) Representar en la calculadora la función y aproxi- 
mar el flujo máximo. 

b) Estimar el volumen total de agua suministrada en 
un día, 


Electricidad La corriente alterna en un circuito eléc- 
trico es 


1 = 2 sen (60лї) + cos (12011) 


donde 7 se mide en amperios y ten segundos, Calcular 
la corriente media para cada uno de estos intervalos de 
tiempo. 


a) 0О<г< 


|-8!- 


b) О<ст< 
0 


[=E 


с) 0<t< 


w 
© 
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0 90. Análisis gráfico Sean 


a) 


b) 
с) 


d) 


e) 


¿Verdadero o falso? 


fœ = 6 sen х соѕ2 х y g= | fœ) dx 
0 


Representar ambas funciones en una misma venta- 
na de la calculadora. 

Explicar por qué g es no negativa. 

Identificar los puntos de la gráfica de g que corres- 
ponden a los extremos de f. 

¿Corresponden los ceros de f'a extremos de g? Ex- 
plicar la respuesta. 

Representar en la calculadora la función ¿Qué re- 
lación hay entre g y h? Verificar la conjetura. 


En los Ejercicios 91-96, determinar si 


- el enunciado es correcto. Si no lo es, explicar la razón o dar 
un ejemplo que muestre su falsedad. 


1 
91. fos 1? dx=- (Qx + р +С 


1 1 
92. ES +1) ах = pp + г) +C 


10 
93. | | 
-10 


0 


| 


10 


(bx? + d) dx 


4.6 


94. 


95. 


96. 


97. 


98. 


b db+2x 
sen x dx = sen x dx 


a a 


a f sen x cos x йс = -св 2х+ С 


1 
[sen 2x cos 2x dx = qn 2x+ С 
Probar que si f es continua en toda la recta real, 


b b+h 
| Рох + В) “= | fœ) dx 


а а+һ 


Sea f continua en [0, Б]. Demostrar que 


| р fœ) b 
dx= 
of) + fib - х) 2 


Usar ese resultado para calcular 


} sen x 
dx 
o Sen(l — x) + sen x 


CONTENIDO = 

La regla de los trapecios = 
La regla de Simpson = 
Análisis de errores = 


Algunas funciones elementales no tienen primitivas elementales. Sin ir más 


Integración numérica 


La regla de los trapecios 


lejos, ninguna función elemental tiene como derivada a estas funciones: 


cos x 
Sx = x, х/х cos x, ‚ 4/1 — x, sen х2 


El área de la región se puede aproximar 


=н» ү 
x=b 


Xx х хз 


FIGURA 4.41 


con cuatro trapecios. 


а=ху< Ж <х <: <х 


х 


Si se ha de calcular una integral definida cuyo integrando no admite primitiva 
elemental, el teorema fundamental del Cálculo no es útil y hay que recurrir a 
métodos aproximados. Dos de ellos se describen en esta sección. 

Una forma de aproximar el valor de una integral definida es usar п trapecios, 
como muestra la Figura 4.41. En este método se supone que f es continua y 
positiva en [a, b], de manera que la integral 


| ла 


а 


representa el área de la región limitada por la gráfica de f y el eje х, entre x= а y 
х = b. En primer lugar, partimos [a, b] en п subintervalos, cada uno de anchura 
Ax = (b ~ а)/п, tales que 


=b 


n 
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A continuación, formamos un trapecio sobre cada subintervalo, como indica la 
Figura 4.42. El área del ¡-ésimo trapecio es 


y 
4 
| 


Sœ) + fæ) уь -a 
2 n 


Area del i-ésimo trapecio = 


Por tanto, la suma de las áreas de los n trapecios es 


aia УЯ rea b-a fŒ) + f) ыр, yf 1) + f) 
n 2 2 
biz 
= [A Јо +E) HADAS + +0) ЛО) 
FIGURA 4.42 2n 
El área del primer trapecio es p 
-a 
іы р 3 | = [3 [м ә +24) + 2409) +. + оро, 0) + О) 
NE EN 


Haciendo Ах = (b — а)/п, podemos tomar el límite para п —› со, con lo que 
resulta 


b= 
lím о ГРО) + 2/ (ху) + => + 2/(х„. у) + ГЫ] 


=н eS / а A 
12790 ї= 1 

1 [fa — fbb – а), Ит 5 Fc) Ax 
n> 0 2n п 0:21 

=0+ | fœ) ах 


| Nota. Los coeficientes de la regla de los trapecios siguen este esquema 


1222.-202 1 
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Ocho subintervalos 


FIGURA 4.43 
Aproximaciones por trapecios. 


Integración 


EJEMPLO 1 Aplicación de la regla de los trapecios 


Utilizar la regla de los trapecios para estimar 


лт 
| sen x dx 
0 


Comparar los resultados para п = 4 y п = 8 (Figura 4.43). 


Solución: Cuando п = 4, Ax = 1/4, de manera que 


т п л п Зл 
sen х dx = —| sen 0 + 2 sen — + 2 sen — + 2 sen — + sen л 
0 8 4 2 4 


1 2 
= 200+ /2+2+ 39202 1,896 


Cuando n = 8, Ах = л/8, y por consiguiente 
i E E EE лу о 
sen x dx = — | sen sen — sen — sen — sen — 
7 16 8 4 8 2 
5л 3л 7л 
+ 2 sen — + 2 sen — + 2 sen —- + sen л 
8 4 8 


O O A О ТО. 
16 8 8 


Para esta integral particular, podríamos haber hallado una primitiva y concluir 
que el área exacta es 2. O 


Es interesante comparar la regla de los trapecios con la del punto medio, 
expuesta en la Sección 4.2 (Ejercicios 51-54). En la primera promediamos la 
función en los puntos terminales de los subintervalos, mientras que en la se- 
gunda se toman los valores de la función en los puntos medios de cada subin- 
tervalo. 
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| Nota Нау dos aspectos impor- 5 2 Xi + Хх | 
tantes en la regla de los trapecios (o Јо) ах ж 2, J 2 Ax Regla del punto medio 
en la del punto medio). En primer а ае 

lugar, la aproximación tiende a те- е Z (fœ) + fx) | 

jorar conforme п crece. Así, еп el | Јо) dx = 2 2 Ax Regla de los trapecios 

Ejemplo 1, la regla de los trapecios ч je 

con n = 16 da 1,994. En segundo 

lugar, aunque se podría haber usado La regla de Simpson 

el teorema fundamental del Cálculo - 

para calcular la integral del Ejem- п Ја regla de los trapecios se aproxima f en cada subintervalo por un polino- 
plo І, ese teorema no sería aplica- mio de grado 1. En la regla de Simpson, así llamada en honor del matemático 


ble a una integral tan simple como inglés Thomas Simpson (1710-1761), se avanza un paso más, aproximando por 


ha un polinomio de grado 2. 
sen x? dx Antes de presentar la regla de Simpson, enunciamos un teorema que enseña 
9 a evaluar integrales de polinomios de grado 2. 


ya que sen x? no admite primitiva 
elemental. A pesar de lo cual, la re- 
gla de los trapecios sería utilizable 
también en ese caso. 


Demostración 


b b 
р(х) dx = (Ах? + Bx + C) dx 
Ax? Вх? в 
(E эңе 
a rS gi 
АФ? - аз) B? — а? 
з A Н 
3 2 
b-a 5 5 
= ~g pata + ab + Б^) + 3B(b + a) + 6C] 


Desarrollando y agrupando términos, la expresión entre corchetes se convierte en 


р + av b + 
(да? + Ba + ©) + 4| A +B- +C |+ (4b? + Bb + С) 
A y 2 La y~ j 4 J 
+b 
pla) „(© ) РФ) 


y podemos escribir 


b 


pde а pla) +40250) + рь) п 
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FIGURA 4.44 


| Nota. Los coeficientes de la regla 
de Simpson siguen el esquema 


142424--4241 


l Nota. En el Ejemplo 1, la regla 
de los trapecios con n = 8 daba 
1,974 como valor aproximado de 
{5 sen х dx. En el Ejemplo 2, la re- 
gla de Simpson con n = 8 da 
2,0003. La primitiva produciría el 
valor exacto 2. 


Integración 


En la regla de Simpson partimos de nuevo el intervalo [a, b] en n subintervalos, 
cada uno de anchura Ах = (b ~ a)/n, pero esta vez exigimos que n sea par y 
agrupamos los subintervalos por parejas: 


a = Xo <х < X3 < X3 < X¿S 0 Sy EX 1 <= Ё 
М IN КР KC A 
"Y 
lxo; 42] [х ха) EA 


En cada subintervalo doble [x,_,, х;] aproximamos f por un polinomio р de 
grado menor o igual а 2. Por ejemplo, en [x,, x,] escogemos el polinomio de 
grado mínimo que pase por los puntos (Xp, Yo), (х1, y 1) y (х, y 2), como muestra 
la Figura 4.44. Usando ahora р como aproximación de fen ese subintervalo, se 
tiene, por el Teorema 4.17, 


Proa [oo as ro) + o) no 


_ 26 - ауп] 


6 [р(х0) + 4р(х,) + pGc2)] 
b-a : 
a Fao) + 4a) +f] 


n 


Repitiendo este proceso en todo el intervalo [a, b], se llega al siguiente re- 
sultado. 


En el Ejemplo 1, se estimó mediante la regla de los trapecios. Ahora aplica- 
remos la de Simpson con el mismo fin. 


EJEMPLO 2 Aplicación de la regla de Simpson 


Utilizando la regla de Simpson para estimar 


36 
| sen x dx 
0 


Comparar los resultados para n = 4 y n = 8. 


Sección 4.6 


Integración numérica 347 


Solución: Para n = 4 es 


" 3 
sen x dx = Č sen 0 + 4 sen Z + 2 sen Т + 4 sen `Ë + sen z де 2,005 
0 12 4 2 4 


T 


Y para n = 8, se obtiene | sen x dx = 2,0003. O 


0 


Análisis de errores 


Cuando se utiliza una técnica de cálculo aproximado es muy importante tener 
idea de la precisión del resultado. El próximo teorema, que enunciamos sin 
demostración, proporciona fórmulas para estimar los errores cometidos en la 
regla de Simpson y en la de los trapecios. 


la Sección 5.1). 


El teorema establece cotas de error que dependen de los valores extremos de 


Р) y de Fx) en el intervalo [a, b]. Además, esos errores pueden hacerse 


arbitrariamente pequeños haciendo crecer n, supuesto que f” y f® sean conti- 
nuas, y por tanto acotadas, en [a, b]. 


EJEMPLO 3_ El error aproximado en la regla de los trapecios 


Determinar un valor de n para el que la regla de los trapecios aproxime el valor 


de [04/1 + x? dx con error menor que 0,01. 
Solución: Hacemos /(х) = /1 + x? y hallamos la segunda derivada de ГА 
Ре х +) уу” = (14 12790 


El valor máximo de f(x) en el intervalo [0, 1] es |/(0)| = 1. Así pues, el 
Teorema 4.19 permite concluir que 


(b — ay 1 1 
E xs —Á1f"(0 < —5(1) = 
12n? Р 00) 2,24 ) 12n? 
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Para lograr E < 0,01, hemos de tomar n tal que 1/(12n?) < 1/100. 


100 
100 < 12n? п > p~“ 2,89 


En consecuencia, basta tomar n = 3 (porque n ha de ser mayor o igual que 2,89) 
y aplicar la regla de los trapecios, como muestra la Figura 4.45, para obtener 


1 1 1 2 2 2 
A | 1 + x dx ~ ¿[yl + 2 fi + (3) +2) + G) +./1 +17 


2 0 
| = 1,154 
FIGURA 4.45 
1 
ии < | JT <и Por tanto, con un error menor que 0,01 sabemos que 
0 


1 
ыча | J1 + x? ах < 1,164 O 
о 


Ejercicios de la Sección 4.6 


En los Ejercicios 1-10, aproximar el valor de la integral para 7/2 з л/4 A 
el n que se especifica, usando la regla de los trapecios y la 15, cos x% dx 16. tg x” dx 
regla de Simpson. Redondear la respuesta a cuatro decimales о ы 
y comparar los resultados con el valor exacto de la integral. 1,1 1/2 
17. | sen x? dx 18 | Jl + cos? хах 
2 1 х2 1 0 
1. x? ах, п= 4 2. +1 | 4х, п=4 
0 axe 2/4 
19. x tg x dx 
z 24 o 
3. [ала 4. dx, п= 4 
0 1% А sen х > 0 
05 чар 
2 8 20. | Jœ) ах, f0)=3% x 
5. [алев 6. 3х ах, п = 8 0 1, х= 0 
0 0 
9 3 : 1+: E 2 
2, aplicar las fi 1 
7. a dr n=8 8. a-a dens En los Ejercicios 21 y 22, ap icar as fórmulas de error del 
E i Teorema 4.19 para estimar el máximo error posible al apro- 
р р ximar la integral, соп n = 4, mediante la regla a) de los trape- 
pa ге n=4 10. а A cios, b) de Simpson. 
1 (х + р?" 0 , 
2 1 1 
A- En los Ejercicios 11-20, aproximar el valor de la integral, 21. | x? dx 22. | pl dx 
0 (0) 


usando la regla de los trapecios y la regla de Simpson, con 


п = 4. Comparar los resultados con los valores aproximados 
que da una calculadora. En los Ejercicios 23 y 24, aplicar las fórmulas de error del 


Teorema 4.19 para hallar un n tal que el error cometido al 

| 1 1 aproximar la integral sea menor que 0,00001, usando a) la 

11. 1 + х? ах 12. [| —— dx regla de los trapecios y b) la regla de Simpson. 
0/1 + х? $ Р 


1 л 3 1 1 1 
13. [aa 14, | х/х sen x dx 23. Pla 24. | 
0 7/2 


| х ol+x 


Ejercicios de la Sección 46 


Pe En los Ejercicios 25-28, usar cálculo simbólico en la calcula- 
dora y las fórmulas de error para encontrar n de manera tal 
que el error en la aproximación de la integral sea menor 
que 0,00001 al usar la regla a) de los trapecios, b) de 
Simpson. 


2 
| 
0 


1 
27. | tg x? dx 


0 


2 
1 + хах 26. | (х + 1% de 


о 


1 

28. | sen x? dx 

0 

29. Demostrar que la regla de Simpson es exacta cuando se 
иза para aproximar la integral de un polinomio cúbico. 
Verificar el resultado para 


1 
КСЕ 


о 


Escribir un programa para aproximar integrales defini- 
das mediante la regla de los trapecios y la regla de 
Simpson. Partir del programa escrito en la Sección 4.3, 
Ejercicios 35-38, y observar que la regla de los trape- 
cios se puede expresar como 


1 
T(n) = 510) + К(п)] 
у la de Simpson como 
S(n) = f [T(1/2) + 2М(п/2)] 


[Recordemos que L(n), M(n) y R(n) denotan las sumas 
de Riemann construidas con los puntos terminal iz- 
quierdo, medio y terminal derecho de subintervalos de 
igual anchura.] 


En los Ejercicios 31-34, usar el programa del Ejercicio 30 
para aproximar la integral y completar la tabla. 


x En) | M(n) | R(n) T(n) S(n) 


31 


33. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 
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4 1 
А | \/2 + Зх? dx 32. | yl -x dx 
о 0 
4 2 
Usen za 34, | E 
0 1 Х 


Área Usarla regla de Simpson con n = 14 para apro- 
ximar el área de la región acotada por las gráficas de 


y=yxc08x,y=0,x=0yxm/2. 


Longitud de una elipse La integral elíptica 


7/2 2 
8/5 | 1 – = sen? 0.40 
0 


da la longitud de una elipse. Usar la regla de Simpson, 
con n = 8, para aproximar su valor. 


Trabajo Una empresa desea conocer el trabajo nece- 
sario para mover linealmente 5 pies un objeto mediante 
una prensa. La fuerza F requerida, en libras, es 


F(x) = 100x,/125 — х? 


donde x da la posición en pies. Aproximar, utilizando 
la regla de Simpson, con n = 12, el trabajo W (en libras- 
pies) efectuado en un ciclo, que viene dado por 


5 
w= F(x) dx 


о 


Aproximación de п Usar la regla de Simpson, con 
п = 6, para aproximar л usando la ecuación 


1 4 
п = 5 Ях 
ol+x 


(En la Sección 5.9 veremos cómo se puede calcular 
esta integral gracias a la función inversa de la tan- 
gente.) 


Área Рага estimar la superficie de un estanque se han 
realizado las medidas que muestra la figura. Estimar 
esa superficie mediante a) la regla de los trapecios y b) 
la regla de Simpson. 
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40. La tabla recoge varias medidas tomadas en un experi- 
mento sobre una función deconocida y = f(x). Aproxi- 
mar la integral usando a) la regla de los trapecios y b) 
la regla de Simpson. 


x 0,00 0,25 0,50 0,75 


Me Ө [ОЕ 

y 4,32 | 4,36 | 4,58 5,79 
E == 

х 1,25 1,50 1,75 2,00 

y 7,25 7,64 8,08 8,14 


Área En los Ejercicios 41 y 42, estimar con la regla de los 
trapecios el número de metros cuadrados de tierra en un 
campo como el de la figura, con x e y medidos en metros. El 
campo está acotado por un río y dos caminos rectos perpen- 
diculares. 


y 
а. [Г E у 


Carretera 


100 | 125 100 


Carretera 


200 400 600 800 1.000 


eo |55 | 
800 | 75 


900 35 


1.000 | 0 
¡SA PE 
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42. 


20 40 60 80 100 120 


40 67 
50 68 
60 69 
70 72 
80 68 
90 56 
100 42 
110 23 


Utilizar la regla de Simpson con n = 10 y una calcula- 
dora dotada de cálculo simbólico para aproximar г en la 
ecuación integral 


t 
[ sen /x dx = 2 
(0) 


44. Determinar si la regla de los trapecios aproxima por 
exceso o por defecto una integral definida, supuesto 
que la gráfica del integrando es cóncava a) hacia arri- 
ba, b) hacia abajo. 

х 


1 
45. Sea L(x) = A dt para todo x > 0. 


1 
a) Calcular L(1). 
b) Hallar (х) y (1). 
c) Aproximar, con la regla de los trapecios, el valor 
de x (con tres decimales) para el cual L(x) = 1. 
d) Demostrar que £(x,x,) = (х) + L(x,), рагах, >0 
ух, > 0. 


En los Ejercicios 1 у 2, usar la gráfica de ' para esbozar la de f. 


1. 2. y 


A A \ч 


En los Ejercicios 3-8, hallar la integral indefinida. 


3. [arenas 


2 
4. dx 
| 3/3х 


xX +l х = 2242 + 1 
5. ах 6. — dx 


х2 х? 


7. [ara sen as 8. [6 cos: 2 see? v as 


10. 


п. 


12. 


13, 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
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Hallar la solución particular de la ecuación diferencial 
f'(x) = -2x cuya gráfica pasa por el punto (-1, 1). 


Hallar la solución particular de la ecuación diferencial 
Р) = 6(x — 1) cuya gráfica pasa por el punto (2, 1) y 
es tangente en ese punto a la recta Зх — y — 5 = 0). 


Velocidad y aceleración Un avión recorre 3.600 pies 
por la pista antes de despegar. Si parte del reposo, lleva 
aceleración constante y hace ese recorrido en 30 segun- 
dos, ¿cuál es su velocidad en el momento del despegue? 


Velocidad y aceleración La velocidad de un automó- 
vil, que viaja por una carretera recta, se reduce de 45 a 
30 millas/h en una distancia de 264 pies. Calcular la 
distancia recorrida si hubiera hecho esa reducción con 
deceleración constante. 


Velocidad y aceleración Se lanza verticalmente ha- 
cia arriba una bola desde el suelo con 96 pies/s de velo- 
cidad inicial. 

a) ¿Cuánto tarda en llegar a su máxima altura? 

b) ¿Cuál es esa máxima altura? 

c) ¿Cuándo es su velocidad la mitad de la inicial? 
d) ¿Cuál es la altura en ese instante? 


Velocidad y aceleración Rehacer el Ejercicio 13 para 
una velocidad inicial de 40 m/s. 


Escribir en notación sigma a) la suma de los diez pri- 
meros enteros impares positivos, b) la suma de los cu- 
bos de los n primeros enteros positivos, y c)6+10+ 
+144+ 18+ ---+42, 


Calcular cada una de estas sumas para x; =2,x,=-I, 
X3 = 5, x4 =3, y x;=7 


1 > 1 
2 a 
5 5 
с) У (2х; Е х?) d) (х; ES Xi) 
=1 


1= 2 


і 


Consideremos la región limitada pory=mx,y=0,x=0 

y x = b. Hallar: 

a) Las sumas inferiores y superiores para aproximar 
su área cuando Ax = b/4. 

b) Las sumas inferiores y superiores para aproximar 
su área cuando Ax = b/n. 

с) El área de la región, haciendo tender n a infinito en 
las sumas del apartado b). Probar que se obtiene 
en cada caso la fórmula para el área de un triángulo. 

d) El área de la región, usando el teorema fundamen- 
tal del Cálculo. 


a) Calcular el área de la región acotada por las gráfi- 
cas de y = х?, y = 0, х = 1, y x = 3, usando la 
definición como límite. 

b) Calcular esa misma área usando el teorema funda- 
mental del Cálculo. 
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En los Ejercicios 19 y 20, usar los valores dados para hallar 
el valor de cada integral definida. 


19. 


20. 


6 6 
Si | FG) ах = 10у | g(x) dx = 3, calcular 
2 


2 


6 
b) | [Ро — в@)] dx 


2 


6 
a) | FCO + gœ) dx 


2 


6 6 
c) | (2700) – 380] dx d) | Ya) ах 
2 


2 


3 6 
si | Ро) &=зу{[ f(x) dx =-1, calcular 
0 Я 3 ; 
а) f fœ) ах b) | Fx) ах 
о 6 


4 6 
с) [ооа d) | =10f(x) dx 
4 3 


En los Ejercicios 21-34, calcular la integral definida. 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 


31. 


32. 


33, 


34. 


1 2 
(х2 + 1)? dx 22. x+-=) dx 
x 


2 
|t 24. |243 + 3а 


1 = 3х2) dx И PEA зын ёш 
E 2 (х2 + бх— 5)2°^ 


0 
sen d 
А/1 — cos 8 


СЕ sec? х dx, n  —1 


0 30. 


[sens x COS x dx 28. |: sen 3x? dx 


| ес 2r g 2r dx 
fo + sec л х)? sec лх tg nx dx 


ES х cosec? х da 


En los Ejercicios 35-46, usar el teorema fundamental del 
Cálculo para evaluar la integral y una calculadora para veri- 
ficar el resultado. 


4 1 
[ (2 +x) ах 36. | (12 +2) dt 
o -1 
f , 6 X 
(41 — 2t) dt 38. [| -—— dx 
-1 з 3 /x? – 8 
З 1 1 
——— dx 40. Í х?О? + 1)? dx 
ox./l+x o 


4 2 
49, | (х2 – 9) dx 50. | 
3 -1 
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9 2 1 1 
4l. | х/х dx 42. | (5-5) 
1 
43, | (у+ 1),/1-у4у 44. 
o 


т х п/4 
45. | cos — dx 46. | 
o 2 -я/4 


En los Ejercicios 47-52, dibujar la región cuya área represen- 
ta la integral y calcularla. 


sen 2x dx 


3 2 
47. | (2x — 1) dx 48. | (x + 4) dx 


1 


(=x? + x + 2) dx 


1 1 
51. | (х= х3) dx 52. | YX =) ах 
(0) 


0 


En los Ejercicios 53-56, dibujar la región acotada por las 
gráficas de las ecuaciones y calcular su área. 


4 


q/x + 1 


54. y=xy=x 


53. у= ‚у= 0, х= 0, х= 8 


55, у= вес? у= 0 х= 0х5 


56 0 ЕЕ 
. у= соѕзх, у= 0,х=--,х= 
у y ТЕР 


En los Ejercicios 57-60, calcular el valor medio de la función 
en el intervalo que se especifica. Calcular los valores de x en 
los que la función tiene como valor ese valor medio y repre- 
sentar su gráfica. 


Función Intervalo 
1 
57. рх) = = [5, 10] 
\/Х — 1 
58. Р(х) = х? [0, 2] 
50. (х) = х [0, 4] 


60. fos- [1, 2] 


En los Ejercicios 61 y 62, usar la regla de los trapecios y la 
de Simpson, con и = 4, y la integración en una calculadora 
para aproximar la integral definida. Comparar los diversos 
resultados. 


63. 


64. 


65. 


Coste del aire acondicionado La temperatura en gra- 

dos Fahrenheit es T = 72 + 12 sen[r(t – 8)/12], donde t 

es el tiempo en horas, y t = 0 corresponde a la mediano- 

che. Supongamos que el coste de enfriar una casa es, 

por cada hora, de $0,10 por grado. 

a) Calcular el coste al enfriar la casa si se coloca el 
termostato en 72°F, calculando la integral 


20 z(t — 8) 
С= 0,1 АОИ р ЕМА а 


8 


(Véase figura.) 


T 


оо 
+ 


Temperatura (en °F) 
су со а ы 


2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 
Tiempo (en horas) 


b) Evaluar el ahorro conseguido si se coloca el ter- 
mostato en 78°F, calculando la integral 


18 п(1 – 8) 
С= 01 1278 | dt 
T 12 


(Véase figura.) 


T 


Temperatura (en °Е) 


2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 
Tiempo (en horas) 


Programa de producción Un fabricante de fertilizan- 
tes estima que las ventas siguen el esquema estacional 
dado por 


2r(1 ~ 60) 
F = 100.000 | 1 + sen —————— 


365 


donde F se mide en libras y геп días (t = | corresponde 
al 1 de enero). Desea establecer un programa de pro- 
ducción constante cada día. ¿Cuál debe ser esa produc- 
ción diaria? 

Ciclo respiratorio Para una persona en reposo, el rit- 
mo de inspiración de aire v, en litros/s, durante un ciclo 
respiratorio, es 


пі 
v = 0,85 sen — 
3 
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donde г es el tiempo en segundos. Calcular el volumen, 
de aire en litros, inhalado en un ciclo, integrando la 
función sobre el intervalo [0, 3]. 


66. Ciclo respiratorio Tras unos minutos de ejercicio, el 
ritmo de inspiración de aire v, en litros/s, durante un 
ciclo respiratorio de una persona, es 


лі 
0 = 1,75 sen з 


donde г es el tiempo en segundos. Calcular el volumen 
de aire, en litros, inhalado en un ciclo, integrando la 
función sobre el intervalo [0, 2]. ¿Cuánto aumenta la 
capacidad pulmonar de una persona a causa del ejercicio 
físico? (Comparar la respuesta con la del Ejercicio 65.) 


67. Га gasolina está aumentando de precio según la ecuación 
р = 1,20 + 0,04£ 


donde p es el precio en dólares por galón у г = 0 repre- 
senta el año 1990. Si un automóvil recorre 15.000 mi- 
llas al año y hace M millas por galón, el coste anual de 
combustible es 


_ 15.000 f*+! 
7 | 


р ds 


Estimar el coste anual para los años a) 2000 y b) 2005. 
Probabilidad En los Ejercicios 68 y 69, la función 
Р) = А-х)" Оох 1 


donde 7 > 0, m > 0 у k es una constante, se puede usar para 
representar varias distribuciones de probabilidad. Si k se 
toma tal que 


1 
| fœ) ах = 1 
о 


la probabilidad de que х esté entre a y b (0 <a < b < 1)еѕ 


b 
Pan = | FO) dx 


68. La probabilidad de recordar en cierto experimento de 
psicología es 


a 


donde x representa el porcentaje de cosas recordadas. 

(Véase figura.) 

a) Рага un individuo elegido al azar, ¿cuál es la pro- 
babilidad de que recuerde entre el 50 por 100 y el 
75 por 100 de las cosas? 
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b) ¿Cuál es el porcentaje medio de cosas recordadas? 
es decir, ¿para qué valor de b ocurre que la proba- 
bilidad de O a b es 0,5? 


ү А — ile Y 
а 05 1,0 1,5 


69. La probabilidad de encontrar hierro en muestras mine- 
rales de cierta zona es 


5 1.155 
pas 7 х%(1 = х)?? ах 


(ver figura). Hallar la probabilidad de que una muestra 
contenga entre 

a) Орог 100 y 25 por 100 

b) 50 por 100 y 100 рог 100 


y 

4 

| 

| Pas 

| 

| 

+ 

| 

| 

| з сй Y 
| а by 2 


¿Verdadero o falso? Еп los Ejercicios 70-74, decidir si la 
afirmación planteada es correcta. Si no lo es, explicar la ra- 
zón o exhibir un ejemplo que muestre su falsedad. 


70. E (x) dx = [| FGodx 


OOR 


72. Si fœ) = —/(—х) en el intervalo [-a, а], entonces 


71. 


мі 


| Хо) ах=0 


а 


73. El valor medio de la función seno en un intervalo de 
longitud 27 es cero. 


74. [AS +С 


MOTIVACIÓN DEL CAPÍTULO 
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Plásticos y enfriamiento 


¿Qué tienen en común los parachoques del Corvette, los pantys y las bolsas de 
basura? Todos son de plástico. La palabra griega plastikos significa «suscepti- 
ble de ser moldeado» y se adaptó para denominar la familia más versátil de 
materiales jamás creada. Desde que la baquelita fue introducida en 1909, la 
industria de los plásticos ha experimentado tal desarrollo que los plásticos, hoy 
en día, surgen en casi todos los aspectos de nuestra vida cotidiana. , 

Se han utilizado diversos métodos para dar forma a los materiales plásticos, 
siendo uno de los más frecuentes echar resina plástica caliente en un molde. La 
temperatura de la resina fundida es de unos 300 °Е. Entonces se enfría el molde 
en un sistema congelador que se mantiene a 58 °F hasta que la pieza se extrae 
del molde. Con el fin de minimizar costes, conviene extraerlas muy rápida- 
mente, de manera que el molde pueda ser utilizado de nuevo tan pronto como 
sea posible. Pero si se saca la pieza demasiado caliente, pueden producirse 
roturas o defectos. Es por tanto del máximo interés el ritmo al que se sacan las 
piezas del molde. 

Con el fin de conocer el ritmo de enfriamiento, se usó el Texas Instruments 
Calculator-Based Laboratory System para medir la temperatura de una copa de 
agua durante 40 segundos. La temperatura de la habitación dio como medida 
69,55 °F y la del agua en £ = 0 fue medida como 165,58 °F. Los resultados se 
muestran en el diagrama de puntos de la página siguiente. 


Temperatura (en °F} 


4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 
Tiempo (en segundos) 


CUESTIONES 


1. Describir la evolución de los puntos de las medidas de temperatura. El 
ritmo de enfriamiento del agua ¿crece, decrece o se mantiene constante? 


2. Imagine una curva que pasa por esos puntos. ¿Qué comportamiento cabe 
esperar de la curva cuando / crece? ¿Es de esperar que la curva intersecte а 
la recta Т = 69,55? Explicar la respuesta. 


3. La derivada de una función que se ajustara a esos datos ¿sería creciente, 
decreciente o constante? Explicar la respuesta. 


4. Los datos del diagrama admiten como modelo una función de la forma 
T=a-bP+c 


Hallar valores de a, b y c que produzcan un modelo razonable. 
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Funciones logarítmicas, 
exponenciales y otras funciones 
trascendentes 


5.1 
Función logaritmo natural y derivación 


La función logaritmo natural 


Recordemos que en la regla de las potencias 


х"?Ї 


х" ах = тру] +С, п=#-1 Regla de las potencias 
n+ 


persiste un hueco importante: no se aplica al caso n = —1. Es decir, todavía no 
hemos conseguido una primitiva para la función f(x) = 1/x. En esta sección 
usaremos el segundo teorema fundamental del Cálculo para definir una tal 
función. Esta primitiva es una función que aún no ha aparecido previamente en 
este libro. No es algebraica ni trigonométrica. Está incluida en una nueva clase 
de funciones, llamadas funciones logarítmicas (o funciones logaritmo). Esta 
función particular es la función logaritmo natural. 


De la definición deducimos que In x es positivo para x > 1 y negativo para 
О <х < 1 (Figura 5.1). Además, In (1) = 0, ya que los límites inferior y superior 
de integración son, en ese caso, iguales. 
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1 " vl 
Six>1, ff 7dt>0 Six<1, fi dt <0 


a A A чал е z ранна m f 
1 2 3 4 1 2 3 4 
Si x> 1, entonces In x > 0 510 <x< 1, entonces In x < 0 
FIGURA 5.1 


Para dibujar la gráfica de y = In x podemos pensar en la función logaritmo 
natural como una primitiva dada por la ecuación diferencial 


DA 


FIGURA 5.2 La Figura 5.2 muestra un campo de direcciones, generado en una calculado- 
Cada segmento recto tiene pendiente 1. ra, que consta de pequeños segmentos de pendiente 1/x. La gráfica de y = In x es 
la solución que pasa por el punto (1, 0). 
El próximo teorema resume varias propiedades básicas de la función loga- 
ritmo natural. 


| Nota. Los campos de direcciones 
proporcionan una visualización de 
las direcciones de las soluciones de 
una ecuación diferencial. 


Demostración: El dominio de FG) = ln x es (0, 00) por definición. Además, la 
función es continua, por ser diferenciable. Y es creciente porque su derivada 


1 
FO)=-= Primera derivada 
х 


es positiva para x > 0, como indica la Figura 5.3. Es cóncava hacia abajo 
porque 


FIGURA 5.3 
La función logaritmo natural es creciente РО) =- 1 
Р ИГА 2 
y cóncava hacia abajo. xX 


Segunda derivada 
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Funciones logarítmicas, exponenciales y otras funciones trascendentes 


es negativa para x > 0. Dejamos como ejercicio la demostración de que es 
inyectiva (Ejercicio 96). Los siguientes límites implican que el recorrido es 
toda la recta real. 


lím Inx=-0w у lím х= о 


1>o0* х © 


En el apéndice se justifican ambos límites. 


Utilizando la definición de la función logaritmo natural se pueden probar 
propiedades importantes de las operaciones con logaritmos. Si el lector ya está 
familiarizado con los logaritmos, reconocerá que estas propiedades son carac- 
terísticas de todos los logaritmos. 


Demostración: La primera ya ha sido discutida. La segunda se deduce del hecho 
de que dos primitivas de una misma función se diferencian en una constante. 
Por el segundo teorema fundamental del Cálculo y la definición de la función 
logaritmo natural, sabemos que 


d a | 1 
— [ln x] = ~ 
dx х 


Así pues, consideremos las dos derivadas 


d 1 
£ па ay] = = 
dx ax x 


d 1 1 
— [In a + ln x] =0+-=-— 
dx е 20 


Como Шш (ax) у (ln a + In х) son ambas primitivas де 1/х, deben diferir en una 
constante, es decir 


ln (ax)=lna+lnx+ C 
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FIGURA 54 

Comparar en la calculadora las gráficas de 

Јо) = пур) =2 nx. 

¿Cuál de las de aquí arriba es la gráfica de f? ¿Y la de 2) 


у 
4 
| 
н 
| 
f 
| 
| 


2+ 
| 


+ 
| 
| 


1 


| 
| 
| 


FIGURA 5.5 
e es la base de los logaritmos naturales 
porque ln e = |, 
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Haciendo х = 1 vemos que С = 0. La tercera propiedad se demuestra análoga- 
mente comparando las derivadas de In (x”) y п In x. Por fin, usando las propie- 
dades segunda y tercera, se prueba la cuarta. 


In В = In [a(b] 


= In a + In (271) 
=ша-шЬ О 


EJEMPLO 1 Desarrollo de expresiones logarítmicas 


10 
a) а 9 = In 10 — In 9 Propiedad 4 
b) а ./3x+2=In (3x+ 2)12 Reescribir con exponente racional 
1 
= 5 In (3x + 2) Propiedad 3 
6. 
с) 1а a = In (6x) -In 5 Propiedad 4 
=пшпб+\пх-ш5 Propiedad 2 


2 2 
Ое саво EN (х2 + 3)2 – а (5/52 + 1) 


xx? + 1 
= 2 In (х2 + 3) — [In x + ln (х2 + 1D] 


=2 0 (х? + 3) — In x- In (x? + DP 


1 
S2 Q? lo а) 


| Nota. Cuando se usan propiedades de los logaritmos para reescribir funciones logarít- 
micas, hay que ver si el dominio de la función reescrita es el mismo que el de la función 
original. Así, el dominio de FG) = In x? son todos los números reales salvo х = 0, 
mientras que el de g(x) = 2 In x son todos los números positivos (véase Figura 5.4). 


El número e 


Es muy probable que el lector haya estudiado ya logaritmos en cursos de Álge- 
bra anteriores. Allí, sin las ventajas del Cálculo, suelen definirse en términos 
de un número base. Por ejemplo, los logaritmos comunes tienen base 10 por- 
que logio 10 = 1. (Volveremos a esto en la Sección 5.5.) 

Para definir la base de los logaritmos naturales, aprovechamos que la 
función logaritmo natural es continua, inyectiva y con recorrido toda la recta 
real. Por tanto, debe existir un único número real х tal que In x = 1, como 
muestra la Figura 5.5. Este número se denota por la letra e. Puede demostrarse 
que e es irracional y que vale aproximadamente 


Е = 2,71828182846 | 
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PARA MÁS INFORMACIÓN 
Véase el artículo «Unexpected 
Occurrences of the Number e» 

de Harris S. Shultz y Bill Leonard 
en Mathematics Magazine, 
octubre 1989. 


FIGURA 5.6 
Si х = е", entonces ln x = n. 
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Sabiendo que In e = 1, podemos usar las propiedades logarítmicas para 
calcular los logaritmos naturales de otros números. Por ejemplo, usando la 
propiedad 


In (е) = 1 Ine 
= п(1) 


= п 


podemos evaluar Іп (e”) para diversos valores de п, como muestran la tabla у la 
Figura 5.6. 


Los logaritmos de esta tabla son fáciles de calcular de esa forma porque los 
valores de x son potencias de e. La mayoría de los logaritmos, por el contrario, 
son más cómodos de hallar con una calculadora. 


EJEMPLO 2 Cálculo de expresiones en logaritmos naturales 


а) in2 ж 0,693 b) In32 = 3,466 с) In0,1 ж -2,303 O 


La derivada de la función logaritmo natural 


La derivada de la función logaritmo natural viene dada en el Teorema 5.3, cuya 
primera parte se sigue de la definición de dicha función como una primitiva. La 
segunda parte no es sino la primera en versión de la regla de la cadena. 
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EJEMPLO 3 Derivación de funciones logarítmicas 


d и 2 1 
— [ln (28)] =—=-©=- =2 
2) qe W] и 2х х н 
d и 2х 
b) AAA ы = и= х? + | 


с) 8 [x ln х] = de Пп x) + (In x) (5 м) Regla del producto 
dx dx 


dx 
1 
= (1) + da х)(1) 
X 
=1+Inx 
d 3 2d 
d) —[(n x)?] = Зп x)? — Па x] Regla de la cadena 
dx dx 
1 
= 3(10 х)? — oO 
X 


Napier utilizaba las propiedades de los logaritmos para simplificar cálculos 
con productos, cocientes y potencias. En la actualidad, con las calculadoras a 
nuestra disposición hay poco lugar para esas aplicaciones de los logaritmos, 
claro está. No obstante, son de importancia a la hora de simplificar derivacio- 
nes de productos, cocientes y potencias. 


EJEMPLO 4 Las propiedades de los logaritmos como ayuda en la derivación 


Derivar f(x) = In ./x + 1. 


Solución: Сото 


Ге) = тух ео (+ 0 Im 1) 


podemos escribir 


1 1 1 
É = = O 
P G) 2(х +1) 
EJEMPLO 5 Las propiedades de los logaritmos como ayuda en la derivación 


x(x? + 1) 


a/2x? – 1 


Derivar f(x) = In 
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Solución: 
2 +1 2 
FO) =1п AA Función original 
2x - 1 
2 1 3 ia К 
=1пх+21п(х'+1)—- 5 In Lx? – 1) Reescribir antes de derivar 
1 2х 1/ бх? 
(0) =-+2 = Derive 
а" (> + ) 2 (5 = ) ci 
1 4 Зх? 
= 24 М ы Simplificar O 


x +1 2-1 


| Nota. Obsérvese atentamente, еп los Ejemplos 4 y 5, la ventaja de aplicar las propie- 
dades de los logaritmos antes de derivar. Considérese, por ejemplo, la dificultad de 
derivar directamente la función del Ejemplo 5. 


En ocasiones es conveniente usar los logaritmos en la derivación de funcio- 
nes no logarítmicas, un procedimiento que se llama derivación logarítmica. 


EJEMPLO 6 Derivación logarítmica 


ay 


х/х? + 1 


Solución: Сото y > 0, In y está definido. Comenzamos tomando logaritmos 
naturales en los dos miembros de la ecuación. Y a continuación aplicaremos 
las propiedades de los logaritmos y la derivación implícita. Para finalizar, des- 
pejaremos y”. 


Hallar la derivada de y = 


(х - 2) 
In y = In === Tomar logaritmos en ambos miembros 
GE 
І 2 
In y = 2 In (х- 2) – 5 In (x* + 1) Propiedades del logaritmo 
' 1 1 2, 
2 =2 == 3 2 Derivar 
y -2 2\х°+1 
„2 х 
ЕЮ х?+1 
САТИ 2 X D 3 А 
O aT espejar y 


Sustituir y 


2 х? + 2х + 2 | 
© Ух“ +11&-2)(Х° + 1) 
_ (6-2) + 2х +2) 


Simplificar O 
(х? + 1)3/2 
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Puesto que el logaritmo natural no está definido para números negativos, 
encontraremos con frecuencia expresiones del tipo In |u]. El Teorema 5.4 afir- 
ma que se pueden derivar funciones de la forma y = In |и| ignorando el valor 
absoluto. 


Demostración: Si u > 0, entonces |u| = u, y el resultado se deduce del Teore- 
ma 5.3. Si u < 0, entonces |u| = —и, y se tiene 


d d 
q Па lu] = ТЕ Па (-и)] 


и! 


-и 


EJEMPLO 7 Derivaciones que afectan a valores absolutos 


Hallar Ја derivada de f(x) = In |cos xl. 


Solución: Usando el Teorema 5.4 con u = cos x, obtenemos 


y 
| ао 
2. dx и 
| _ =ѕеп х 
| COS х 
= -tg Xx O 


l, In 2) 


Minimo relativo A y 
EJEMPLO 8 Localización de extremos relativos 


{ 
h 
| 
Н 
| 
| 
і 
| 
' 
ы 


i 
N 
1 

Н па A 


Localizar los extremos relativos de y = In (х2 + 2х + 3). 


І FIGURA 57 Solución: Derivando y se obtiene 
La derivada de y pasa, en x = ~1, de negativa 


a positiva. dy _ 2х+2 
dx х?+2х+3 
Como dy/dx = 0 en x = —1,‚ el criterio de la primera derivada permite concluir 


que el punto (-1, Іа 2) es un mínimo relativo. Y como no hay más puntos 
críticos, ese es el único extremo relativo (véase Figura 5.7). O 
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1. Completar la tabla. Usando la regla de Simpson y la 
calculadora, con n = 10, aproximar la integral 


2. a) Representar los puntos generados en el Ejercicio 1 
y conectarlos con una curva suave. Comparar el 
resultado con la gráfica de y = In x. 


b) Representar en la calculadora y = | (1/0) dt para 
1 
0,2 < x < 4. Comparar con la gráfica de y = Іа x. 


En los Ejercicios 3-6, emparejar cada función con su gráfica. 


a) 


c) 


3. fx) = 1ах+ 2 
5. Р) = 1 (x-1) 


4. f(x)= -lnx 
6. Р(х) = -in (Ex) 


En los Ejercicios 7-12, esbozar la gráfica de la función у 
describir su dominio. 


7. /х)=31пх 
9. /(х)=1п2х 
11. /(х)=1п(х—1) 


8. р(х) = -2 ах 
10. у(х) = 1а |х| 
12. р(х) = 2 +1 х 


En los Ejercicios 13 y 14, usar las propiedades de los lo- 
garitmos para estimar el logaritmo indicado, sabiendo que 
In 2 = 0,6931 y ln 3 = 1,0986, 


13. a) In6 by 2 с) In8l 


d) mn 


14. a) 10025 b) №24 с) 512 d) nA 
En los Ejercicios 15-24, usar las propiedades de los logarit- 
mos para escribir la expresión como suma, diferencia y/o 
múltiplo de logaritmos. 


15. ш 16. Inż 
17. m2 18. Into) 
2 
19. In,/2? 20. In./a-1 
CI 1 3 
21. In Е 8 ) 22. In 3e? 
x 
1 
23. Inz(z- 1)? 24. In- 
е 


En los Ejercicios 25-30, escribir las expresiones como el lo- 
garitmo de una cantidad. 

25. ln(x- 2) — In (x + 2) 

26. 3lInx+2!Iny-4lnz 

27. 412 1n (x+3) + In x — In (х2 — 1)] 

28. 2[Inx-— In (x+ 1) — 1n (х - 1)] 

29. 2123-2 1а (x? + 1) 

30. З Па (х2 + 1) - а (+ 1) –- (х 1)] 


+ Еп los Ejercicios 31 y 32, probar que f= g usando una calcu- 


ladora para representar ambas en una misma pantalla. 


2 


31. Уо) =In q x>0, р) =21ах-и4 
32. /к)=1п‚/х(х®+ 1), а(х) = 4 ах + in (х2 + 1)] 
En los Ejercicios 33-36, calcular el límite. 


33. lím ln(x- 3) 34. lím In(6-x) 


123 x>67 


35. lím ln [х2(3 – х)] 36. lím ln 
12 


Xx 
A 4 


En los Ejercicios 37-40, calcular la pendiente de la recta tan- 
gente a la función logarítmica en el punto (1, 0). 


37. у= 11 х? 
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= En los Ejercicios 67 y 68, a) hallar una ecuación para la recta 
tangente a la gráfica de fen el punto indicado, b) representar 
en la calculadora la función y la recta tangente, y c) usar 


38. y=Inx*” derivación simbólica para confirmar los resultados en la cal- 
culadora. 
Función Punto 
67. y=3x -lnx (1,3) 


68. у=4-х°-ш(%х+1) (0, 4) 


En los Ejercicios 69 y 70, hallar dy/dx mediante derivación 
implícita. 


69. x*-3Iny+y?=10 
70. in xy + 5x= 30 


En los Ejercicios 71 y 72, probar que la función es solución 
de la ecuación diferencial. 


En los Ejercicios 41-66, hallar la derivada de la función pro- 


puesta. 
41. g(x) = Іп x? 
43. у= (ln х) 
45. у= 1п (х/х? – 1) 
47. л=п = ) 
Хх“ +1 
In £ 
49. g(t) = ra 
51. у= 1а (Іа х2) 
x+l 
53. y=In 
x-i 
1/4 + х? 
55. f(x)=In (= 
x 
57. 
58 =/x2+4 1 А 
. y= = — In 
ЕБИ 
59. у= 1л |sen x| 
soan аа 
cosx- 1 
63 1 -1 + sen х 
у= ln | 2 
> 2 + sen x 
65. f(x) = sen 2x In x? 


A КО. се 
x 


) 


Función Ecuación diferencial 
42. h(x) = In (х2 + 3) 71. y=2Inx+3 ху” +у'=0 
44. y=xInx 72. y=xlnx- 4х х+у- ху = 0 


46. у= а ,/х2– 4 


En los Ejercicios 73-78, hallar los extremos relativos y los 


48. Р(х) = In ( 2 ) puntos de inflexión. Confirmar los resultados en la calcula- 
x +1 dora. 
In £ 
50. А(0) = Е. А 
73. у= = – х 74. у= х-1ах 
52. у= Іа (Іа х) 
1 
Е СЛ 75. y=xInx m ye i 
х +1 x 
x 
LA La 
56. у(х) =1һ (x+./4+x?) 77. ЕРЕ 78. у= х2 ах 


Aproximaciones lineal y cuadrática En los Ejercicios 79 y 
80, representar la función en la calculadora. A continuación, 


representar 
2+? 2) Р 


Ру) = О) + FM — 1) 
60. у= |sec х] 


y 
62. у= п [sec x + tg x| Р) = /@) + PDA- 1) +f- 1) 
64. y=1n,/1 + sen? х en una misma pantalla, Comparar los valores de J Py y Pa, y 


sus primeras derivadas en x = 1. 


Inx 


2 2 
66. gax) = f (12 + 3)dt 79. р) = шх 80. у(х) = хіх 
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En los Ejercicios 81 y 82, aproximar por el método de New- 


ton, con tres cifras decimales, la coordenada x del punto de 
intersección de las gráficas de las dos ecuaciones. Verificar 
el resultado en una calculadora. 


81. 


y=lnx 82. y=Inx 


y= -х y=3-x 


En los Ejercicios 83-88, hallar dy/dx por derivación logarítmica. 


83. 
84. 


85. 


86. 


87. 


88. 


89. 


A 90. 


у= ух — 1 


(х= Dx -= 2) (х - 3) 


y= 


A AA 
T (х-1)? 
х? +1 
Уз *-1 
х(х = 1 
y = — 
А/Х +i 
+ 1) + 2) 


TeDe- 


Intensidad del sonido La relación entre el número 
de decibelios [3 y la intensidad / de un sonido en vatios 


por cm? es 
1 
В = 10 logio (С) 


Usar las propiedades de los logaritmos para expresar esa 
fórmula de manera más sencilla y determinar el número 
de decibelios de un sonido de intensidad 7 = 107 *. 


Hipotecas El término t, en años, de una hipoteca de 
$120.000 al 10 por 100 de interés puede aproximarse por 


5,315 


t = ———— х> 1.000 
—6,7968 + In x 

donde x es la mensualidad en dólares. 

a) Representar el modelo en la calculadora. 

b) Aproximar, con ese modelo, el término de una hi- 
poteca de $1.167,41 de mensualidad. ¿Cuál es el 
pago total? 

c) Aproximar, con ese modelo, el término de una hi- 
poteca de $1.068,45 de mensualidad. ¿Cuál es el 
pago total? 

d) Hallar el ritmo de cambio de £ con respecto а х 
cuando x = 1.167,41 y x = 1.068,45. 

e) Explicar, en un breve párrafo, las ventajas de una 
mensualidad alta. 


PE 91. 
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Funciones logarítmicas, exponenciales y otras funciones trascendentes 


Un modelo matemático La tabla da las temperaturas 
de ebullición del agua a ciertas presiones p (libras por 
pulgada cuadrada). (Fuente: Standard Handbook of 
Mechanical Engineers.) 


KN 14,696 (1 atm) 
193,21? 212,007 


267,25” | 292,71° | 312,03” | 327,81” 


Un modelo que ajusta esos datos es 


T = 87,97 + 34,96 In р + 7,91, /p 


a) Representar en una calculadora los datos y el mo- 
delo. 

b) Hallar el ritmo de cambio de T respecto de р cuan- 
do p = 10 y p = 70. 

c) Representar 7”. Hallar lím Tp) e interpretar el 


PHR 


resultado en el contexto del problema. 


Para pensar Sea f una función positiva y derivable 

en toda la recta real. Sea g(x) = In f(x). 

a) Sila gráfica de g es creciente, ¿debe ser creciente 
la gráfica de f? 

b) Si la gráfica de f es cóncava hacia arriba, ¿debe 
serlo la de g? 


Un modelo matemático La presión de la atmósfera 
decrece con la altitud. Al nivel del mar la presión me- 
dia es una atmósfera (1,033227 kg/cm?). La tabla 
muestra los valores de p a varias alturas (en km). 


Тетя 
Ps аз Га [мв ан 


а) Usar una calculadora para ajustar ип modelo de la 
forma p = a + b Іп A a esos datos. Explicar por qué 
el resultado es un mensaje de error. 

b) Usar la calculadora para ajustar un modelo de la 
forma й = a + b Іп p a esos datos. 

c) ` Representar en la calculadora los datos y el modelo. 

d) ` Con ese modelo, estimar la altura en la que la pre- 
sión es 0,75 atmósferas. 

e) Estimar, con el modelo, la presión a una altura de 
13 km. 

f) Hallar el ritmo de cambio de la presión cuando 
h=5 y h=20. Interpretar los resultados en el 
contexto de ese problema. 
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№ 94, Tractriz Una persona camina por un muelle recto ti- Conjetura Representar en la calculadora Хув еп la 


rando de un bote por medio de una cuerda de 10 me- misma pantalla y determinar cuál crece a ritmo más 
tros. El camino del bote se llama tractriz (véase figura). rápido para valores «grandes» de x. ¿Qué se puede de- 
Su ecuación es ducir del ritmo de crecimiento de la función logaritmo 


natural? 
10 +./100 — x? 
y= 1o m (2220) луге 


а) Јо) = х, g= x 


X 
a) Representar la función en una calculadora. b) Јо) = ах, g(x) = Ух 
b) ¿Cuál es la pendiente de esa curva cuando x= 5 y 
cuando x = 9? 96. Demostrar que la función logaritmo natural es inyec- 
c) ¿Qué ocurre con la pendiente cuando x > 10? tiva. 
y 
4 ¿Verdadero o falso? En los Ejercicios 97 y 98, decidir si la 
10) к | afirmación es correcta. Si no lo es, explicar la razón o exhibir 
| Кш un ejemplo que muestre su falsedad. 
\ 
DN 97. а(х + 25) = ах + ln 25 
N : io 
Ио ЕА 98. 51у = Іп л, entonces у = 1/т 
5 10 


5.2 
La función logaritmo natural y la integración 


CONTENIDO = 
La regla log de integración = 
Integrales de funciones trigonométricas = 


La regla log de integración 
Las reglas de derivación 


, 


а 1 а и 
— [l =- — [1 = — 
аа = y шр 


de la sección anterior tienen como secuela las siguientes reglas de integración. 


Como du = u' dx, la segunda fórmula se puede expresar así: 


$ 
и 
| — ах = Іа |и| + С Forma alternativa de la regla log 
и 
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FIGURA 5.8 


3 

, x 

Àrea = | =— dx. El área de la región acotada 
0+1 

por la gráfica de у. el eje x y la recta х = 3 es (In 10)/2. 


Funciones logarítmicas, exponenciales y otras funciones trascendentes 


EJEMPLO 1 Aplicación de la regla log de integración 


ЕЕ 
х х 


=2 In |x| +С La regla log de integración 


= п (х2) + С Propiedad de los logaritmos 


Como x? nunca es negativo, el valor absoluto en la primitiva es superfluo. 


O 


EJEMPLO 2 La regla log en un cambio de variable 


1 
Hallar | ах. 
4ҳ — 1 


Solución: Si hacemos и = 4х — 1, entonces du = 4 dx 


1 1 1 
ах = 4 dx Multiplicar y dividir рог 4 
4x- 1 4 4х-1 

1 1 

=- – du Sustituir: u = 4x — 1 
4 Ju 
1 

= 4 ln ju + С Aplicar la regla del logaritmo 
1 

= 4 In j4x- 1] + C Deshacer la sustitución 


El Ejemplo 3 usa la formulación alternativa de la regla log. Para aplicarla 
hay que buscar cocientes cuyo numerador sea la derivada del denominador. 


EJEMPLO 3 Cálculo de un área con la regla log 


Calcular el área de la región acotada por la gráfica de 


el eje x y la recta x = 3. 


Solución: Еп la Figura 5.8 vemos que el área viene dada por la integral definida 


3 
as 
o х +1 
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Tomando u = x? + 1, es и = 2x. Para aplicar la regla log, multiplicamos y 
dividimos por 2. 


3 1 3 2 
| =. ах = | = dx 
o A +1 2 Jo х +1 
1 3 u 
= = | In (х2 +1) [Es=mtu+o 
2 б u 
La 10 — In 1) 
= – (in — in 
2 
1 
51810 Inl=0 
z 1,151 O 


EJFMPLO 4 Identificando formas de cociente de la regla log 


Зх? +1 

a) | = ах = 1 |х + х| +С u=x +x 
х +x 
sec? x 

b) dx =1n |х| + С u=tgx 
tg x 


x+1 1 | 2x+2 
dx = dx =x? + 2х 
a а ‚| > ш 


1 
= 5р |x? +2x| +С 


1 1 3 
d dx= d =3 
) 57 e к: 


1 
=; In |3х+2|+С O 


Las primitivas que contienen logaritmos pueden adoptar formas diferentes 
que, pese a su aspecto, son equivalentes, Así, ¿cuáles de las que siguen son 
equivalentes a la primitiva del Ejemplo 4d? 


+ С, lInļ3x+2| +C 


уз 1 2 
in (Зх + 2)!°5| + С, 3H XE 


Las integrales a las que es aplicable la regla log aparecen a menudo disfra- 
zadas. Por ejemplo, si una función racional tiene el numerador de grado mayor 
o igual que el del denominador, una simple división de polinomios deja al 
descubierto una forma a la que ya es aplicable la regla log. 
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Funciones logarítmicas, exponenciales y otras funciones trascendentes 
EJEMPLO 5 Dividiendo antes de integrar 


х +x+l 
Hallar | —3—— ах. 
х +1 


Solución: Antes de nada, dividimos para reexpresar el integrando. 


1 
y +х+ 1 з 5 
A х* + 1)х*+х+1 
хо + 1 > 
x +1 


Ahora, ya integramos: 


1 
=х+5 0 (0 + D+C 
Verificar este resultado por derivación (debe dar el integrando origina). 0 


El próximo ejemplo presenta un caso en el que el uso de la regla log está 
oculto bajo un cambio de variable. 


EJEMPLO 6 Cambio de variable y la regla log 
2 
Hallar A dx. 
(x + 1) 


Solución: Si hacemos u = x + 1, entonces du = dx yx=u- 1. 


2x 2(u — 1) 
O ах = ас) du Sustituir u = x + 1 
(x+ 1) u 
u 1 
= Y du Reescribir como dos fracciones 
и и 
du E: 
=2 | =-2 | ит? аи Reescribir como dos integrales 
и 
ит 
= 2 In |u|- (©) +C Integrar 
2 
=21п|и|+-+С Simplificar 
и 
=2 10 [x+1| + +C Deshacer la sustitución 


x+ 


Comprobar el resultado por derivación (ha de obtenerse el integrando 
inicial). Ш 


Sección 5.2 


ADVERTENCIA радо que la 
integración es más difícil que la 
derivación, conviene comprobar el 
resultado de una integración 
mediante derivación. Así, en el 
Ejemplo 7 la derivada de 

y= In |inx|+ Ces y = 1/(х In x). 
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Al estudiar los Ejemplos 5 y 6, debe quedar claro que ambos exigen rees- 
cribir el integrando, de modo que hay más de una fórmula de integración eficaz 
para ellos. En las próximas secciones y en el Capítulo 7 dedicaremos mucho 
tiempo a las técnicas de integración. Su dominio requiere reconocer la natura- 
leza de «probar y errar» de la integración. En este sentido, la integración no es 
tan directa como la derivación. La derivación se plantea así: 


«He aquí la pregunta; ¿cuál es la respuesta?» 
La integración viene a ser más bien 


«He aquí la respuesta; ¿cuál es la pregunta?» 


Sugerimos la siguiente estrategia para la integración. 


EJEMPLO 7 ussustitución y la regla log 


: dy 1 
Resolver la ecuación diferencial 2 = . 
x xlnx 


Solución: La solución se puede expresar como integral indefinida 
1 
y= | dx 
xInx 


regla log. Hay tres elecciones posibles para и. Las elecciones и = xyu=xlnxno 
logran ajustar la forma #7и de la regla log. Pero sí lo consigue la tercera, и = In x 


1 1/х 
dx = — dx Dividir numerador y denominador por x 
xlnx In x 

u' 

= | —dx Sustituir: u = In x 
и 

= 1р ful + € Aplicar la regla del logaritmo 

= In |inxl+ € Deshacer la sustitución 


Por tanto, la solución es у= ln x| + С. п 
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Funciones logarítmicas, exponenciales y otras funciones trascendentes 


Integrales de funciones trigonométricas 


En la Sección 4.1 vimos seis reglas de integración trigonométricas, correspon- 
dientes directamente a seis reglas de derivación. Ahora, merced a la regla log, 
podemos completar el conjunto de reglas básicas de integración trigonométricas. 


EJEMPLO 8 Usando una identidad trigonométrica 
Hallar f tg хах. 


Solución: La integral no parece adaptable a nuestras reglas básicas. Sin embar- 


go, reescribiéndola como 
sen x 
tg хах = ах 
cos x 


y a la vista de que D,[cos х] = —sen x, hacemos и = cos x y obtenemos 


-sen x Б | 
{р хах = – ах Identidad trigonométrica 

COS x 
[74 

=-| —dx Sustituir: и = COS X 
u 

= -ln |и| + С Aplicar la regla del logaritmo 

= -ln [cos x| + С Deshacer la sustitución п 


En el próximo ejemplo, efectuamos un paso algo inusual (multiplicar y 
dividir por una misma cantidad) para llegar a una fórmula de integración para 
la función secante. 


EJEMPLO 9 La fórmula de integración de la secante 
Hallar f sec x dx. 
Solución: Consideremos el siguiente procedimiento. 


sec x + tgx 
sec хах = | sen х сан ах 
sec x + tgx 


=== 


dx 
sec x + tgx 


Llamando u al denominador, se obtiene 


=secx+tgx и = sec x tg x + sec? х 


Sección 5,2 


| Nota. Usando las identidades tri- 
gonométricas y las propiedades de 
los logaritmos se pueden reescribir 
esas seis reglas de integración de 
Otras maneras. Por ejemplo, se pue- 
de escribir 


| cosec и du = In |соѕес и-сіри| +С 


(véanse Ejercicios 47-50). 


| Nota. Aunque по siempre es 
cierto que Ja? = а para todo a 
real, ,/sec? х = |вес x| = sec x para 
0 < x < п/4 porque sec x > Оеп 
ese intervalo. Esto resulta útil en el 
Ejemplo 10. 
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Por tanto, 
sec? x + sec x tgx 
sec x dx = dx Reescribir el integrando 
sec x + tgx 
u | 
= | —dx Sustituir: и = sec x + tg x 
u 
= In [и| +C Aplicar la regla del logaritmo 


= In |sec x + tg x| + С Deshacer la sustitución O 


Con los resultados de los ejemplos anteriores, ya disponemos de las fórmu- 
las de integración de sen x, cos X, tg ху sec x. Las seis reglas trigonométricas se 
resumen a continuación. 


EJEMPLO 10 Integración de funciones trigonométricas 


ni4 


Calcular | 1 + tg? хах. 


0 


Solución: Usando 1 + tg? x = sec? x, vemos que 


п/4 л/4 
| 1 пав | \/ вес? x dx 
0 0 


л/4 
= sec х dx 


о 
n/d 
= In [sec x + tg J 
о 


=In(/2+ 1) - 1 
х 0,8814 O 


EJEMPLO 11 Fuerza electromotriz 
La fuerza electromotriz de cierto circuito viene dada por Е = 3 sen 2£, donde E 


se mide en voltios y геп segundos. Calcular el valor medio de E entre t=0y 
t = 0,5 segundos. 
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Solución: 


Valor medio de Е = 


Ejercicios de la Sección 5.2 


Funciones logarítmicas, exponenciales y otras funciones trascendentes 


0,5 
[| 3 sen 21 dt 
-0 


а sen 21 dt 


63) le (sen 20Q) dt 
= 3| ~os “| 
о 


x 1,379 voltios 0 


и = 21, du = 2 dt 


En los Ejercicios 1-18, hallar la integral indefinida. 


08 


= 

+= 
БУ 
БЫ 


ч 
1 
N 

+ 


1 
ах | 


3- 


15 
|> 
[e 


х2 + 2х + 3 х+3 
10. ах 
х? + 3х2 + 9х х + 6х +7 
(Та х)? 
11. dx 12. = dx 
x x ln (x5) 
13 І ах 14 І а 
E . NT — dx 
х1 AAA) 


©+ 
Б. 


15. 16. 


№ м 
> 

|] 
+ 

& 

go 


SS 
! 
[29] 


1 
——— dx 
| 1+./2x 
x x(x — 2) 
17. ———= dx 18. — dx 
(х= 1)? (х= 1)? 


En los Ejercicios 19-26, hallar la integral indefinida de la 
función trigonométrica. 


19. | a 20. ls 50 d0 
sen 0 


21. ES 2x dx 22. [se > ах 


cos f 
23. [2 di 
1 + sen £ 


25. | sec x tg x dx 


26. fe t+ tg dt 
ѕес х – 1 


Pe En los Ejercicios 27-30, resolver la ecuación diferencial. Re- 


presentar en la calculadora tres soluciones, una de las cuales 
pase por el punto indicado. 


O A А 
` dx 2-х , ` de xXŻ-9 | 
ds d sec? г 
29. ČŽ =g 00, 0,27. 30. “=5=—— (л,4) 
d0 dt tgt+i 


= Campos de direcciones Еп los Ejercicios 31 y 32, se dan 


una ecuación diferencial, un punto y un campo de direccio- 
nes. a) Esbozar dos soluciones aproximadas de la ecuación 
sobre el campo de direcciones, una de las cuales pase por el 
punto indicado. b) Hallar, por integración, la solución parti- 
cular y representarla en la calculadora. Comparar el resulta- 
do con los esbozos del apartado a). 


d \ deci 
е A сауу е: 


31. —= 
dx x+2 dx 


Ejercicios de la Sección 5.2 


А En los Ejercicios 33-40, calcular la integral y verificar el 
resultado con la calculadora. 


4 5 1 1 

33. dx 34. dx 
o 3х+ 1 -1 X+2 
e (L + In 1)? “1 

35. | аз е Í dx 
R х e xlnx 
ЕЭ АЕ ГЕ 

37; ia ә; 38. | л 
o + 1 о A+ 1 
? 1 соѕ 0 ee 

39. Í C д, | (cosec 20— ctg 28)? 40 
ı 0-senð 0,1 


A En los Ejercicios 41-46, usar integración simbólica en la cal- 
culadora para hallar la integral. Representar el integrando. 


1 1-\/% 
а. | ах 42. | dx 
1+ yx Lex 


te? 2 
43. [а-а 44. [= “Де 


sec 2х 


л/2 
45. | (cosec x — sen x) dx 


ni4 

"4 sen? х — cos? х 
46. dx 

EY, cos x 


En los Ejercicios 47-50, probar que las dos fórmulas son 
equivalentes. 


47. fiera- -In [cos x| + C 
Ге In |sec x| + C 


48. E хах = In |sen x| + С 


E хах = -ln |cosec x| + С 


cosec х dx = п |cosec x — ctg x| + С 


49. [ кехас= misec xtg x+ с 
| sec х dx = -ln |ѕес х ~ tgx| +C 
50. | соѕес х dx = —1п |созес x + ctg х| + С 
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En los Ejercicios 51-54, hallar F (x). 


x 


1 X 
51. Ех) = | F dt 52. Е(х) = | tg tdt 
1 o 


х? 


1 1 
~ dt 54. Е(х) = | -dt 
t 1 


3x 


53. F(x)= | 


х 


Aproximación Еп 105 Ejercicios 55 y 56, determinar el va- 
lor que mejor aproxima el área de la región entre la función y 
el eje x sobre el intervalo dado. (Basar la elección en un es- 
bozo de la región, no en la realización de cálculos.) 


55. f(x) = sec x, [0, 1] 
46 b) 6 с) 4 ду 125 e) 3 


2х 
56. атт г 194 


а 3 7 02 d) 5 e) 1 


Área Enlos Ejercicios 57-60, calcular el área de la región 
acotada por las gráficas de las ecuaciones. Usar una calcula- 
dora para representar la región y comprobar el resultado. 


+4 


57. у= 'х=1]1,х=4,у=() 


х+5 


58. у= х= 1,х= 5, у= 0 
TX 
59. у= 2ес-сэх=б,х=2,у=0 
60. y=2x- tg (0,3), x=1,x=4,y=0 


61. Crecimiento de una población Una población de 
bacterias cambia a un ritmo 


dP_ 3.000 
dt 1+0,251 


donde г es el tiempo en días. La población inicial (1=0) 
era 1.000. Escribir una ecuación que describa la pobla- 
ción en cualquier instante £ y calcular la población 
cuando / = 3 días. 


62. Conducción de calor Calcular el tiempo requerido 
para enfriar un objeto de 300 °F a 250 °F evaluando 


10 300 1 
а= 5 ат 
а T-100 


donde г es el tiempo en minutos. 
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63. Precio medio La ecuación de la demanda de cierto 66. Representar la función 
producto es 
; x-1 
90.000 Li) = 
р К 
400 + 3x 


Calcular su precio medio en el intervalo 40 < x < 50. рага k = 1, 0,5 y 0,1 en [0, 10]. Hallar lm ЛО). 


64. Ventas Elritmo de cambio en las ventas $ es inversa- ¿Verdadero o falso? Еп los Ejercicios 67-70, discutir si la 
mente proporcional al tiempo t (t > 1) medido en sema- afirmación es correcta. Si no lo es, explicar la razón o dar un 
nas. Expresar 5 como función de t, sabiendo que las ejemplo que confirme su falsedad. 


ventas tras 2 y 4 semanas eran 200 y 300 unidades. 


65. Trayectoria ortogonal 67. (nx)? = 3 (In x) 


a) Representar en la calculadora la gráfica de 
2х2 - у? = 8. 68. [пхае + с 
b) Evaluar la integral para hallar y? en términos de х. 
y? = e 1%, Рага un valor particular de la cons- 
tante de integración, representar el resultado en la 
misma pantalla del punto a). 


2 2 
c) Verificar que las tangentes a las gráficas de a) y b) 70. | 1 de= E Ej =1n2-In1=1In2 
son perpendiculares en los puntos de intersección. рх 


1 
69. [а-н lexl, с+0 
х 


de 


5.3 
Funciones inversas 


CONTENIDO = 

Funciones inversas ж 

Existencia de función inversa " ‚ f 
Derivada de una función inversa = Funciones inversas 


Recordemos de la Sección P.3 que una función puede representarse por un con- 
junto de pares ordenados. Así, si f(x) =x+3 y A = {1,2,3,4} a B = {4,5,6,7}, 
podemos escribir 


f: (0, 4), (2, 5), (3, б), (4, 7)} 


Intercambiando las coordenadas de cada par ordenado formamos la función 
inversa de f. Esta función, que se denota por f~ 1 lleva de B a A, y se puede 
escribir 


FIGURA 5.9 
Dominio de f= recorrido йе. foal (6, 1), (5, 2), (6, 3), (7, 4)) 


Dominio de f~! = recorrido de f. 


El dominio de f es el recorrido de f~! y viceversa, como ilustra la Figura 5.9. 
Las funciones f y f7 t tienen el efecto de «deshacer» cada una lo que hace la 
otra. Es decir, al componer una con otra, se obtiene la función identidad. 


0) = х y FU) = х 


Sección 5.3 


FIGURA 5.10 
Ју g son inversas una de otra. 
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| Nota, Aunque la notación utilizada para la función inversa se parece a la notación expo- 

nencial, es un uso distinto de -1 como superíndice. Esto es, en general, J IW. 
He aquí algunas observaciones relevantes acerca de las funciones inversas. 
І. Si g es la inversa de f, entonces f es la inversa de g. 


2. El dominio de / 71 es el recorrido de f y el recorrido de f~! es el 
dominio de f. 


3. Una función puede no tener inversa, pero si la tiene, la inversa es única 
(véase Ejercicio 95). 


Podemos ver f7! сото una operación que deshace lo hecho por f. Así, la 
resta deshace lo que la suma hace, y la división lo que hace la multiplicación. 
Usar la definición de función inversa para comprobar las siguientes inversas. 


Јо) =х+с y х) = х с son inversas una de otra 


x 
ДО) =сх y /7Чуху=—-›с 40 son inversas una de otra 
Cc 


EJEMPLO 1 Comprobación de funciones inversas 


Probar que las funciones siguientes son mutuamente inversas. 


х +1 


f0=2*-1 y а(х) = 


Solución: Сото el dominio y el recorrido de fy g son todos los números reales, 
las dos funciones compuestas existen para todo x. La composición de fcon g es 


1\3 
se =2(, zt ) =й 
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ADVERTENCIA Compare 
verbalmente las funciones f y g 
del Ejemplo 1. 


Рага f : Elevar al cubo, después 
multiplicar por 2 y por fin restar 1. 
Рага е: Sumar 1, después dividir 
por 2 y por fin tomar la raíz cúbica. 


¿Ve cómo se «deshace» el proceso? 


Funciones logarímicas, exponenciales y otras funciones trascendentes 


La composición de g con f es 


2x? – 1 1 
ea) = y EA 
2x 


33 
2 
X 


Puesto que f(g(x)) = x y g(£00) = x, concluimos que f y g son inversas una de 
otra (véase Figura 5.10). O 


En la Figura 5.10, las gráficas de f y g parecen reflejadas una de otra en un 
espejo colocado a lo largo de la recta y = х. La gráfica de f ~ 1 es una reflexión 
de la de f. Ésta es la idea que generaliza el próximo teorema. 


A а: 


FIGURA 5.11 
La gráfica de f~" es la reflexión de la gráfica de f 
en la recta y =x. 


A AO SS 


Fa) = fb) 


наагч 


a 
Са ЗЕЕЕШЕЕЕЕЕ 


FIGURA 5.12 
Si una recta horizontal corta a la gráfica de f 
en más de un punto, f no es inyectiva. 


Demostración: Si (a, b) está en la gráfica de f, entonces es f(a) = b y, por tanto, 
F=f Ufa) =а 


Así que (b, a) está en la gráfica de f *, como muestra la Figura 5.11. Un 
argumento similar demuestra la otra dirección, O 


Existencia de función inversa 


No toda función admite función inversa. El Teorema 5.6 sugiere un criterio 
gráfico: el criterio de la recta horizontal. Establece que f tiene inversa si y 
sólo si toda recta horizontal corta a la gráfica de fa lo sumo en un punto (Figu- 
ra 5.12). El próximo teorema explica por qué ese criterio es válido. Recorde- 
mos de la Sección 3.3 que una función es estrictamente monótona si es crecien- 
te en todo su dominio o decreciente en todo su dominio. 


Sección 5.3 


а) Сото f es creciente en todo 
su dominio, tiene inversa 


OR 


w 
le R, 


b) Сото / no esinyectiva, 
no tiene inversa 


FIGURA 5,13 
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Demostración: Para demostrar la segunda parte, recordemos de la Sección P.3 
que f es inyectiva si para cualesquiera х; у x, en su dominio 


faa) = Ро) 


Ху =X 


La recíproca de esta implicación, lógicamente equivalente a ella, afirma que 


Ро) # f) 


Хр É X2 


Tomemos х,у у хз en el dominio de f. 51 ху % xz, como f es estrictamente 
monótona, se sigue que 


Дел) < Јо) obien f(x1)>f(x2) 


En cualquier caso, / (ху) + f(x2). Por tanto, f es inyectiva en el intervalo. La 
demostración de la primera parte se deja como ejercicio (Ejercicio 96). O 


EJEMPLO 2 Existencia de función inversa 


¿Cuáles de estas funciones tienen inversa? 


а) fo=xX+x-1 b) Ро) = х5 -х+1 


Solución: 


a) En la Figura 5.13a se ve que f es creciente en todo su dominio. En efecto, 
esa conclusión se deduce de que su derivada f'(x) = 31? + 1, es positiva para 
todo х real. Por tanto, f es estrictamente monótona, luego tiene inversa. 

b) En la Figura 5.13b vemos que la función no cumple el criterio de la recta 
horizontal. En otras palabras, no es inyectiva. Por ejemplo, f toma el mis- 
mo valor en x=-—1,0 y 1. 


fCD=f0)=f0)=1 


No inyectiva 


En consecuencia, el Teorema 5.7 afirma que f no tiene inversa. 


| Nota, Suele ser más fácil probar que una función tiene inversa que hallar esa inversa. 
Así, sería algebraicamente difícil hallar la función inversa del Ejemplo 2a. 


A continuación presentamos un procedimiento para hallar la inversa de una 
función. 
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FIGURA 5.14 
El dominio de f~ +, [0, ос), es el recorrido de f. 
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EJEMPLO 3 Cálculo de la inversa de una función 


Hallar la función inversa de f(x) = ./2x — 3. 


Solución: La función tiene inversa por ser creciente en todo su dominio (Figu- 
ra 5.14). Para hallar la inversa, hacemos у = f(x) y despejamos x en términos 
de y. 
a 2x3 = у Hacer у = f(x) 
2x-3= y? Elevar al cuadrado 
у* +3 | 
х= Despejar x 
2 
х? +3 
у= 5 Intercambiar x e y 
2 
z x +3 
Рх) = 5 Sustituir y por f7 (х) 


El dominio de f~ + es el recorrido de f, que es [0, оо). Podemos verificar este 
resultado como sigue. 


2 
Р) = {* -ERE x>0 


uy AA A 2+2, 


El 


> X 2 


NIW 


| Nota. Recuérdese que se puede utilizar cualquier letra para denotar la variable inde- 
pendiente. Así, por ejemplo, 


2 

capa ES 
Р О) = a 

pi E 
2 

py +3 
2 


representan todas una misma función. 


El Teorema 5.7 es útil en el siguiente tipo de problemas. Supongamos dada 
una función que no es inyectiva en su dominio. Restringiendo el dominio a un 
intervalo en el que la función sea estrictamente monótona, obtenemos una nue- 
va función que ya es inyectiva en el dominio restringido. 


EJEMPLO 4 Analizando si una función es inyectiva 


Probar que la función f(x) = sen x no es inyectiva en toda la recta real. Demos- 
trar a continuación que [—л/2, 7/2] es el intervalo más grande, centrado en el 
origen, en el que f es estrictamente monótona. 
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FIGURA 5.15 
fes inyectiva en el intervalo [-л/2, 1/2]. 


Funciones inversas 381 


Solución: Está claro que f no es inyectiva, ya que muchos x dan un mismo valor 
de y. Así, sen (0) = O = sen (л). Además, f es creciente en el intervalo abierto 
(=7/2, 1/2), porque su derivada 


f'(x) = cos x 


es positiva en él. Finalmente, como los dos puntos terminales corresponden a 
extremos relativos de la función seno, concluimos que f es creciente en el 
intervalo cerrado [-1/2, 7/2] y que es el mayor intervalo, centrado en el origen, 
en el que f es estrictamente monótona (véase Figura 5.15). o 


Derivada de una función inversa 


Los dos teoremas siguientes discuten la derivada de las funciones inversas. El 
primero de ellos es de esperar, a la vista de la propiedad de reflexión de la 
función inversa (Figura 5.1 1). En el apéndice pueden verse las demostraciones 
de ambos. 


EJEMPLO 5 Cálculo de la derivada de una función inversa 


Sea f(x) =1х%+х-1. 


a) Calcular f7 *(x) para x = 3. 
b) Calcular (£7*Y(x) para x = 3. 
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FIGURA 5.16 
Las gráficas de dos funciones inversas f y f~’ 
tienen pendientes recíprocas en los puntos (a, b} y (b, а). 


© 
Se 


ос 


6 | 
4 + 
2+ 
ЕЕЕ ПЕРНЕ Жее e Y 
2 6 8 10 

FIGURA 5.17 

En (0, 0) la derivada de fes 0 y la derivada 

de f7! no existe. 
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Solución: Antes de nada, hagamos constar que como f es inyectiva, tiene inversa. 


а) Al ser f(x) = 3 en x= 2, sabemos que f *(3) = 
b) Puesto que f es derivable y tiene inversa, el Teorema 5.9, con g = f~t, 
afirma que 


1 1 
FEY РО) 


IO = 


Además, de f(x) = їх? + 1, se deduce que 


Я 1 1 
(7796) = o AE п 


Еп el Ejemplo 5, nótese que la pendiente de f en el punto (2, 3) es 4 y la 
pendiente de f7! en el punto (3, 2) es 4- Esta relación recíproca (que se sigue 
del Teorema 5.9) se suele escribir como 


dy 1 


ах dx/dy 


EJEMPLO 6 Gráficas de funciones inversas con pendientes recíprocas 


Sea f(x) = x? (para x > 0) у) = > Probar que las pendientes de las 
gráficas de f y / + son recíprocas una de otra en los puntos siguientes. 


a) (Q,4) y (4, 2). 
b) (3, 9)у (9, 3). 


Solución: Las derivadas de f y f”* vienen dadas por 


1 
Ро) = 2х y (7000 = 
2\/х 
a) Еп (2, 4) la pendiente de la gráfica de f es / (2) = 2(2) = 4. En (4, 2) la 

pendiente de f 7? 


_1 


1 
Ла AD 4 
b) Еп (3, 9) la pendiente de la gráfica de f es f'(3) = 2(3) = 6. En (9, 3) la 
pendiente de f~! 


IO = 


1 
a 15 76 


Así pues, en los dos casos las pendientes son recíprocas, como ilustra la 
Figura 5.17. П 


IO = 
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383 


En los Ejercicios 1-8, probar que f y g son funciones inversas 
a) algebraicamente y b) gráficamente. 


1. 


2. 


РО) = 5х + 1, 

Хо) = 3 ~ 4x, 

Хо) = х, 

Ра) = 1-9, 

Р) = 4/4, 

Р) =9- х2, x>0 
Хо) = 1/х, 

ХР) = х2 0, 


1+ х 


80) = (х ~ 1)/5 
8) = (3 — х)/4 
8(x) = Y 

#0) =YT=x 


а(х) =22+4, x>0 
800) = {/9-х 
800) = 1/х 


1-х 
gx) = ——, 0 <х < 1 
x 


En los Ejercicios 9-12, emparejar la gráfica de fcon la de su 
inversa [las de las inversas están rotuladas como a), b), с) 
y 4)]. 


a) 


c) 


y 
5 
4 
3 
2 
1 


рерге» x 
3-2-1. 123 


b) 


11. 


En los Ejercicios 


13-20, hallar la inversa de f. Dibujar a 


mano f y f”*. Describir la relación entre ambas gráficas. 


13. у(х) = 2-3 
15. р(х) = х5 


17. fœ) = {/х 


14. fœ) = Зх 
16. (х) = х? +1 
18. Рх) = х2, x>0 


19. f)=y4-x,x>0 20. (х) = 2-4, x>2 


МУ Еп los Ejercicios 21-26, hallar la inversa de f. Representar en 


la calculadora f y f7! en una misma pantalla. Describir la 
relación entre ambas gráficas. 


21. fœ = Ух - 1 


23. РО) = х??, 


25. (2 *-— 


y +7 


22. f(x) =3%/2x- 1 
x>0 24. f(x) = x5 


x+2 


26. f(x) = 


En los Ejercicios 27 y 28, hallar la inversa de fen el intervalo 
indicado. Representar en la calculadora УЯ і en una mis- 
ma pantalla. Describir la relación entre ambas gráficas, 


Función 
x 
27. fœ) = 5 
х2 — 
3 
28. FO =2- =Z 
х 


Intervalo 


—2<x<2 


0<x<I10 


Razonamiento gráfico En los Ejercicios 29-32, a) repre- 
sentar fen la calculadora, b) representar su inversa, y c) de- 
terminar si la gráfica de la relación inversa es una función 
inversa. Explicar la respuesta. 


29. р(х) = хэ +x 


3x? 


31. = 
ч) х? +1 


+4 30. Ах) =x,/4 = x? 


4х 


yx? + 15 


32. у(х) = 
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En los Ejercicios 33 y 34, usar la gráfica de f para completar Еп los Ejercicios 41-46, representar la función en la calcula- 


la tabla y esbozar la gráfica de f~! 


33. 


35. Coste Supongamos que necesitamos 50 libras de dos 
productos que cuestan $1,25 y $1,60 por libra. 

a) Verificar que el coste total es y =1,25x + 1,60(50 — х) 
donde x es el número de libras del producto más ba- 
rato. 

b) Hallar la inversa de la función de coste. ¿Qué re- 
presenta cada variable en la función inversa? 

c) Usar el contexto del problema para determinar el 
dominio de la inversa. 

d) Determinar x para que el coste total sea $73. 


36. Раға репѕағ La función f(x) = k(2 — x — х3) es inyec- 
tiva y / 13) = 2. Hallar k. 


En los Ejercicios 37-40, usar el criterio de la recta horizontal 
para saber si la función es inyectiva en todo su dominio y 
tiene, en consecuencia, inversa. 


37. ро) =х+6 38. Ох) = 5х - 3 


ю eNO œ 


| 
| 
$ 
П 
| 
¿ 
| 
і 


E QA 


39. f(0)= sen 0 


2+4 


dora. Averiguar si es inyectiva en todo su dominio. 


1 1 
41. h(s) = -3 42. t) = —= 
== #@ == 


+1 


44. _[(ху=3Зх/х +1 


46. х) = |х+4[-|х-4| 


43. f0)=Inx 
45. р(х) = (х+5)3 


En los Ejercicios 47-52, usar la derivada para saber si la fun- 
ción es estrictamente monótona en su dominio y tiene, por 
tanto, inversa. 


Җ. 3x 
47. }(х)у=(х+а)?+Ь 48. f(x) = cos э 


х“ 


49. р(х) = — – 202 50. р(х) = х? – 6х2 + 12x 


= х=? 52. f(x) = In (х - 3) 


51. ЈО) = 2 


En los Ejercicios 53-58, probar que la función es estricta- 
mente monótona en su dominio y tiene, por tanto, inversa. 


Función Intervalo 
53. р(х) = (х - 4)? [4, ос) 
54. (х) = |х + 2| [2, ос) 
| 4 
55. f(0=>5 (0, 00) 
х 
56. Р(х) =1 (z z) 
. fœ) = tgx > > 
57. f(x) = cosx [0, л] 
л 
58. у(х) = secx С z) 


Para pensar En los Ejercicios 59 y 60, la derivada de la 
función tiene signo constante en todo el dominio, pero la 
función no es inyectiva. ¿Por qué? 


59. fl)=tgx 60. f(0)= 


En los Ejercicios 61-64, determinar si la función es inyectiva 
y, si lo es, hallar su inversa. 


61. f(0)=./x-2 


63. Р) = |х-2, x<2 


62. (х) = – 
64. у(х) = ах+р, а + 0 


Ejercicios de la Sección 5.3 


En los Ejercicios 65-68, eliminar parte de la gráfica de ma- 
nera tal que la parte que queda sea inyectiva. Hallar la inver- 
sa de la función correspondiente a esta gráfica restringida y 
dar el dominio de la inversa. (Nota: hay más de una respues- 
ta correcta.) 


65. fa) = (х – 3)2 


66. у(х) = 16 ~ xt 


al 


68. 


= е 7 


еи. 


Para pensar Еп los Ejercicios 69-72, decidir si la función 
admite inversa y, en caso afirmativo, hallarla. 


69.  g(t) es el volumen de agua que ha pasado por una tube- 
ría a los г minutos de abrir la válvula de salida. 


70. h(t) es el nivel de la marea ғ horas pasada la mediano- 
che, donde 0 < т< 24, 


71. C(D es el coste de una llamada telefónica de г minutos. 
72. А(г) es el área de un círculo de radio r. 


En los Ejercicios 73-78, hallar (ба) рага la función f y 
el número real a. 


Función Número real 
73. Р(х) = х? + 2х 1 а= 2 
74. Р(х) = 2х5 + ху +1 а = ~2 
75. у(х) = sen х, есу дз 
2 2 2 
76. f(x)=c082x, 0 <x< > a=1 
77. уа. а= 6 


Xx 


78. f0)=./x-4 a=2 
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En los Ejercicios 79-82, a) hallar los dominios defy f~t, р) 
hallar los recorridos de f y f~}, с) representar f y f7*, y d) 
probar que las pendientes de Fyf7 son recíprocas en los 
puntos indicados. 


Funciones Punto 
79. f(x) = х? (054 

= EH 
80. f(x) = 3 — 4x (1, –1) 

En 3-х 

ҒО) = El, 1) 
81. р(х) = /x-4 (5, 1) 

Ў) = 2+4 (1, 5) 


1 1 
82, = > > 0 l,- 
fo) I+ * ( 2) 


1-х 1 
E 
x 2 
En los Ejercicios 83 y 84, calcular dy/dx en el punto que se 
especifica. 


Ја) = 


83. х= уз – 7у2 +2 84. x=2In(y?-3) 
(4, 1) (0, 4) 


Ер 105 Ејегсісіоѕ 85-88, usar las funciones Јо) =1х- 3 y 
20%) = x? para clacular el valor indicado. 


86. (8 of 713) 
88. (87227104) 


85. ($280) 
87. (71-27106) 
En los Ejercicios 89-92, usar las funciones Р(х) =x +4 y 
80%) = 2x — 5 para hallar la función que se indica. 

89. ртр 90. flog! 

91. (fegt 92. (gef)! 


93. Demostrar que si f y g son funciones inyectivas, enton- 
ces (7 о в) ()=(8 р 6). 
94. Probar que si f tiene inversa, es CEA 


95, Demostrar que si una función admite inversa, la inver- 
sa es única. 


96. Demostrar que una función tiene inversa si y sólo si es 
inyectiva. 


¿Verdadero o falso? En los Ejercicios 97-100, discutir si 
la afirmación es verdadera. Si no lo es, explicar la razón o 
dar un ejemplo que ponga de relieve su falsedad, 
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97. 
98. 


99. 
100. 
101. 
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Si f es par, existe f7?. 

Si la inversa de f existe, la y-intersección de f es una 
x-intersección de f7 !. 

Sif(x) = x", con п impar, existe f7?, 

No existe ninguna función f tal que f= f7 '. 

¿Es cierta la recíproca de la segunda parte del Teore- 
ma 5.7? Es decir, si fes inyectiva (y tiene inversa, por 
tanto), ¿debe ser necesariamente una función estricta- 


mente monótona? Si es cierto, demostrarlo. Si no lo 
es, dar un contraejemplo. 
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CONTENIDO + 
La función exponencial natural = 


Derivadas de las funciones exponenciales = 


Integración de funciones exponenciales = 


102. Sea f dos veces derivable e inyectiva en un intervalo 


abierto 7. Probar que su inversa g satisface 


_ FE) 


TE 


Si fes creciente y cóncava hacia abajo, ¿qué concavi- 
dad tiene ў! =g? 


х 


. dt а 
103. Si лә | —===р hallar Gro. 


2 ./1+1f 


Funciones exponenciales: derivación e integración 


La función exponencial natural 


La función f(x) = In x es creciente en su dominio, luego tiene inversa f ~+. El 
dominio de f 7! es toda la recta real y su recorrido todos los números positivos, 


FIGURA 5.18 
La inversa de la función logaritmo natural 
es la función exponencial natural. 


А о) = Mn [/ 100] = х 
Si х es racional, 


in (eS =xIne=x04)=x 


como muestra la Figura 5.18. Así pues, para cualquier x real, 


x es cualquier número real 


x es un número racional 


Сото la función logaritmo natural es inyectiva, debemos concluir que f 7 *(x) 
y e* son iguales para valores racionales de x. La próxima definición extiende el 
significado de e* haciendo que incluya a todos los valores reales de x. 


La relación inversa entre las funciones logaritmo natural y exponencial 
natural se puede resumir así: 


їп (е) = х y e*=x 


Relación de inversas 


Sección 5.4 
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EJEMPLO 1 Resolución de ecuaciones exponenciales 


Resolver 7 = e*t t, 


Solución: Podemos convertirla en una ecuación logarítmica sin más que tomar 
logaritmos naturales en ambos miembros. 


Tag? Ecuación original 
In 7 = In (e** 1) Tomar logaritmos naturales 
lIn7=x+1 Aplicar la propiedad de inversa 
=1+In7=x Despejar x 
0,946 x x Usar la calculadora 
Comprobar esta solución en la ecuación original. O 


EJEMPLO 2 Resolución de una ecuación logarítmica 
Resolver In (2x — 3) = 5. 


Solución: La convertimos en una ecuación exponencial tomando exponenciales 
de ambos miembros. 


in (2x – 3) = 5 Ecuación original 
е 05-3 5 Exponenciar ambos lados 
2х-3 = еў Aplicar la propiedad de inversa 
х= (е? + 3) Despejar х 
х ж 75,707 Usar la calculadora O 


Las reglas usuales para operar con exponentes racionales admiten exten- 
sión a la función exponencial natural, como indica el próximo teorema. 


Demostración: Para demostrar la primera, escribimos 


In (ее?) = In (e°) + In (e?) 
=a+b 


= In (Са) 


Como la función In x es inyectiva, concluimos que 


La demostración de la segunda se deja como ejercicio (Ejercicio 108). 0 
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En la Sección 5.3 vimos que la función inversa f ~ comparte muchas pro- 
piedades con f. Así, la función exponencial natural hereda de In x las siguientes 
propiedades (véase Figura 5.19). 


FIGURA 5.19 
La función exponencial natural es creciente 
y su gráfica es cóncava hacia arriba. 


Derivadas de las funciones exponenciales 


Uno de los rasgos más intrigantes, y más útiles, de la función exponencial 
natural es que su derivada es ella misma. En otras palabras, es solución de la 
ecuación diferencial у = y. Este resultado se enuncia en el próximo teorema. 


Demostración: Para probar la propiedad 1, derivamos la igualdad 1n e* = x. 


ће = х Definición de la función exponencial 

d X 
— [in ех] = — [x] Derivamos ambos lados 
dx dx 
l d 
е de [2°] = | 
е^ ах 

а 

21е = е 

x 
La derivada de e” se deduce de la regla de la cadena. J 
5 


| Nota. Se puede interpretar este teorema geométricamente diciendo que la pendiente 
de la gráfica de f(x) = е“ en cualquier punto (x, e*) es igual а la coordenada у del 
punto. 


Sección 5.4 Funciones exponenciales: derivación e integración 389 


EJEMPLO 3 Derivación de funciones exponenciales 


d di 
a) др 167 эша u=2x-1 
іх х 
d йер „du _ 3 ‚зг IEA 3 
_ д1 е (8), 70 е O 


EJEMPLO 4 Localización de extremos relativos 
Localizar los extremos relativos de f(x) = хех. 
Solución: La derivada de Fes 


РО) = х(ех) + ех(1) Regla del producto 
= еЧ(х +1) 


Como е* nunca se hace O, la derivada es 0 sólo para х = —1. Además, el criterio 


Mínimo relativo de la primera derivada permite concluir que es un mínimo relativo (véase Figu- 

ra 5.20). Puesto que la derivada f '(х) = ex + 1) está definida para todo x, no 

FIGURA 5.20 hay más puntos críticos. O 
La derivada de f cambia de negativa a positiva 
enx=-l, 


EJEMPLO 5 Та función densidad de probabilidad normal 


Probar que la función densidad de probabilidad normal 


1 


Dos puntos 


H 
- i —=x*/2 
de inflexión ех! 


РО) = 


Б 


tiene puntos de inflexión en х = +]. 


E И, 


Solución: Рага localizar los posibles puntos de inflexión, buscamos los x donde 
CR | E E аа la segunda derivada se anula. 
2 4 I 2 
FIGURA 5.21 1 
= =x?/2 SNES 
La curva en forma de campana asociada fœ) = Вя en Función original 
a una función densidad de probabilidad normal. ш 
1 
Fa) = A yen Primera derivada 
2л 


1 SE у 
РО) = T [(—х)(—х)е “2 + le] Regla del producto 
T 


Sn (e "Pa? — 1) Segunda derivada 
л 


Por tanto, Р(х) = Оепх= +] y las técnicas del Capítulo 3 llevan a concluir que 
ambos son puntos de inflexión (véase Figura 5.21). O 
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Funciones logarítmicas, exponenciales y otras funciones trascendentes 


| Nota La forma general de una función densidad de probabilidad normal (con 
media 0) es 


До) = е 8 Res 


04 


donde с es la desviación típica. Esta curva en forma de «campana» tiene puntos de 
inflexión en x = +0. 


EJEMPLO 6 Médicos en EE.UU, 


Entre 1980 y 1993, el número de médicos en EE.UU, sigue el modelo 
у= 476.260е9% 026963: 


donde г = 0 corresponde а 1980. ¿A qué ritmo estaba cambiando el número de 
médicos en 1988? (Fuente: American Medical Association.) 


Solución: La derivada de ese modelo es 


y= (0,0266631(476.260)e0-026663: 
дї 12.69929:026663: 


Evaluando la derivada en £ = 8 vemos que el ritmo de cambio еп 1988 era de 
unos 15.718 médicos por año. 
La gráfica del modelo se muestra en la Figura 5.22. 


Integración de funciones exponenciales 


Cada una de las fórmulas de derivación del Teorema 5.11 conlleva su corres- 
pondiente fórmula de integración, 


EJEMPLO 7 Integración de funciones exponenciales 


Hallar f е2"! dx. 


Solución: Haciendo и = Зх + 1, es du = 3 dx, luego 


1 
[os 1 dx= 3 = 103) ах Multiplicar y dividir por 3 
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1 
= 3 е“ du Sustituir 
= 3 е+ С Aplicar la regla exponencial 
e?* +1 
= 3 +C Deshacer la sustitución П 


| Nota. En el Ejemplo 7, el factor 3, ausente, se ha introducido para lograr que aparezca 
du = 3 dx. Sin embargo, recordemos que no se puede introducir un factor variable 
ausente en el integrando. Así, 


de 1 2 
fe dx № — | (х dx) 
x 


EJEMPLO 8 Integración de funciones exponenciales 
Hallar f 5хе 7° dx. 


Solución: 81 hacemos и = —х?, resulta ser du = —2х о sea x dx = -du/2 


[5 7% dx = | Se” “(ху ах) Reagrupar el integrando 
du 
= КІ -5 Sustituir 
5 A 5 
= -- le du Sacar —— fuera de la integral 
2 2 
5 u C + y + 
= 5 е + Aplicar la regla exponencial 


AS Deshacer la sustitución O 


li 
i 
| 

% 


b) [sen xe™* dx = fe 598 Ter sen х dx) u = cos х 
е°°% E g 
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EJEMPLO 10 Cálculo de áreas acotadas por funciones exponenciales 


1 1 
a) | e “dx= | Véase Figura 5.23a 
0 0 
= e"! — (=D) 
1 
=1]-- 
e 
а 0,632 
1 ех 1 
b) | – ах = 1п (1+ e| Véase Figura 5.23b 
o 1+e 0 


=1n (1+е) – № 2 
z 0,620 
0 


o 
c) | [e* cos (e*)] dx = sen e| Véase Figura 5.230 


+1 


= sen 1 ~ sen (е!) 


х 0,482 


a) b) c) 


FIGURA 5.23 
Áreas acotadas por funciones exponenciales, E] 


Ejercicios de la Sección 5.4 


En los Ejercicios 1-4, escribir la ecuación exponencial en En los Ejercicios 9-12, esbozar la gráfica de la función. 
forma logarítmica o viceversa. 
9. y=e * 10. y=3e* 
L e =1 2. е72 = 0,1353... yae” 12. у=е7*? 
3. 112 = 0,6931... 4. 110,5 = –0,6931... Representar en la calculadora f(x) = e* y la función 


dada. ¿Qué relación hay entre las dos gráficas? 


а) g(x) =e”? b) Ho=-—3ec qu=e *+3 
En los Ejercicios 5-8, despejar x. 


Representar la gráfica de la función en la calculadora y, 


i ) a la vista de la gráfica, identificar sus asíntotas. 
5. s4 6. е" = 12 


8 
7. х= 2 8. In e =10 a) ғо) == 1+ o 05x b) 8(х) = 1+ E 


Ejercicios de la Sección 5.4 


En los Ejercicios 15-18, verificar que las funciones son mu- 
tuamente inversas, representando sus gráficas en los mismos 
ejes coordenados. 


15. fœ) =e% 16. f) = ех? 
200) = ln yx а(х) = 1а x? 
17. рх) = е ~ 1 18. Р(х) = ех! 


200) = (х + 1) 200) = 1+ ах 


En los Ejercicios 19-22, emparejar cada ecuación con su gráfi- 
ca. Suponemos los números a y C arbitrarios, salvo que a > 0. 


а) 


с) 


19. у= Се“ 


C 
Lte © 


21. у= С(1- ет“) 22. у= 


№ 23. Análisis gráfico Representar en la calculadora 


fœ) = ( + | у 2)=e%* 
Xx 


en una misma pantalla. ¿Qué relación hay entre fye 
рага х > 00? 


24. Conjetura Atendiendo al resultado del Ejercicio 23, 
formular una conjetura acerca del valor de 


| 


En los Ejercicios 25 y 26, comparar el número dado con el 
número e. ¿Es ese número mayor o menor que e? 


cuando x > оо. 


1 1.000.000 
25, | 1+ т) (véase Ejercicio 24) 


l l1 1 l 1 1 
26. 1+1+-+- + + + + 
2 6 24 120 720 5.040 
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En los Ejercicios 27 y 28, calcular la pendiente de la recta 
tangente a la función en el punto (0, 1). 


27. a) y=e* 


| 
| 


b) y=e ** 


2 


En los Ejercicios 29-48, hallar la derivada de la función. 


29. у(х) = е?" 30. р(х) = еіт* 
31. ye A+ 32. y=e* 
33. у= ем 34, y=x%e * 
35. e) =(e + e)? 36. g) =e 0 
2 1+ е* 
37. y=1n(e%) 38, y=In 
l- er 
X + x 
39. y=In(1 + e?) 40. у= 
2 Ж с 
АТ. y — e аде 
ere? 2 


43. у= хе" —-2xe"+2e" 44, у= хе“ — е 
45. (х) = е 1а х 46. Р(х) = е? In х 


47. у= еѕеп х + cos х) 48. у= зех 
En los Ejercicios 49 у 50, hallar dy/dx por derivación implícita. 
49. хе? – 10x+3y=0 50. еу + х2 -y = 10 


En los Ejercicios 51 y 52, hallar la segunda derivada de la 
función. 


51. f0=G+2x)e > 52. g)=/x+e*inx 


PN 


© 


394 Capítulo 5 


En los Ejercicios 53 y 54, probar que y = f(x) es solución de 
la ccuación diferencial. 


53. у= еҷсоѕ ү/2х +sen./2x) 
y” Le 2y + 3y = 0 


54. у= е3 cos 2х ~ 4 sen 2x) 


у 2у + 5у= 0 


En los Ejercicios 55-60, hallar los extremos y puntos de in- 
flexión (si los hay). Representar f en la calculadora y confir- 
mar los resultados. 


с E жб” 
55. р(х) = Р 56. fœ = —— — 
№27 2 
А ere? | = 
57. /(ху= 3 58. р(х) = хе“ 
59. Р(х) =x e 60. (х) = -2 + е4 – 2х) 
61. Área Calcular el área del mayor rectángulo que pue- 
de inscribirse bajo la curva y = е7 * еп los dos primeros 
cuadrantes. 
Сз 62. Área Efectuar los pasos siguientes con el fin de cal- 


cular el área máxima del rectángulo de la figura. 

a) Despejar с en la ecuación f(c) = f(c + x). 

by A la vista de ese resultado, expresar el área А en 
función de х. [Ayuda: A = xf(c).] 

c) Representar en la calculadora la función área y, 

con la gráfica, estimar las dimensiones del rectán- 

gulo de área máxima. Determinar esa área. 

Representar en la calculadora la expresión de c ha- 

llada en a). Usar la gráfica para aproximar 


d) 


lím c 


x= 


lím с y 


x>0* 


Usando este resultado, describir los cambios en di- 
mensiones y posición del rectángulo para 0 < x < оо. 


F tds türe? > 


63. Verificar que la función 


L 
у= ур 4>0,b>0,L>0 
1 +ае *“ 


crece a ritmo máximo cuando у = £/2. 


бе 64. 


Po 65, 


Р 66. 


Bo 68. 


Pe бө, 
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Localizar el punto de la gráfica de y = е ~en el que la 
recta normal pasa por el origen. (Usar el método de 
Newton o cálculo de raíces en la calculadora.) 


x 


Hallar, con tres decimales, el valor de x tal que e *=x. 
(Usar el método de Newton o el cálculo de raíces en una 
calculadora.) 


Depreciación El valor V de un objeto а los ғ años de 
su adquisición es 


V = 15.000e 928% 0<t+<J0 


a) Representar la función en la calculadora. 

Б) Calcular el ritmo de cambio de V respecto de t 
cuando ѓ= l y f=5. 

c) Representar en la calculadora la recta tangente a la 
función en ż= 1 уѓ= 5. 


Redacción Consideremos la función 


fœ) = 


1+ е!* 

a) Representarla en la calculadora. 

b) Explicar por escrito por qué la gráfica tiene asínto- 
ta horizontal y = | y una discontinuidad evitable 
en х = 0. 


Movimiento armónico El desplazamiento del equili- 
brio de una masa que oscila atada al extremo de un 
muelle suspendido del techo es 


y = 1,56e 922! cos 4,97 


donde el desplazamiento y se mide en pies y геп segun- 
dos. Representar en la calculadora esa función en el 
intervalo [0, 10]. Hallar el valor de геп el que el des- 
plazamiento pasa a ser menor que 3 pulgadas. 


Un modelo matemático Un meteorólogo mide la pre- 
sión atmosférica Р (en kg/m?) a varias altitudes de Л km, 
con los resultados que muestra la tabla. 


a) Representar en la calculadora los puntos (А, ln Р) 
y usar regresión para ajustar a esos datos un mode- 
lo lineal. 

La recta en a) tiene la forma In P = ah + b. Escribir 
la ecuación en forma exponencial. 

c) Representar en la calculadora los datos y el mode- 
lo exponencial. 

Calcular el ritmo de cambio de la presión cuando 
h=5yh=18. 


b) 


d) 


Ejercicios de la Sección 5.4 


^ 70. Un modelo matemático Un Chevrolet Beretta de 
1990, con seis cilindros, transmisión automática y aire 
acondicionado, cuesta al por menor $11.500. La tabla 
muestra su depreciación entre 1990 y 1995. (Fuente: 
National Automatic Dealer's Association.) 


Año 1990 1991 1992 
2 m: == 4 
Valor $11.500 $9.315 $9.200 
= L L =>) 
Año 1993 1994 1995 
Valor $7.935 $7.130 $6.095 


En lo que sigue, V denota el valor del automóvil en el 

año f, соп г = 0 correspondiendo a 1990. 

a) Usar regresión en la calculadora para ajustar un 
modelo lineal y otro cuadrático a esos datos. Re- 
presentar juntos los datos y los modelos. 

b) ¿Qué representa la pendiente en el modelo lincal? 

c) Hallar un modelo lineal para los puntos (£, In V) 
y escribir la ecuación resultante, del tipo 
In V= at + b, en forma exponencial. 

d) Determinar la asíntota horizontal del modelo ex- 
ponencial del apartado с). Interpretar su significa- 
do en el contexto del problema. 

e) Halar el ritmo de depreciación cuando г = 1 ут=5. 


^- Aproximaciones lineal y cuadrática Еп los Ejercicios 71 y 
72, representar en la calculadora la función f en esa misma 
pantalla 


Р) = F0) + F'(0 Nx — 0) 


1 
Р(х) = /(0) + /'(0)(х — 0) + 57 Ох - 0)? 


Comparar los valores de f, Р, y Р y de sus primeras deriva- 


das en x = 0). 
71. fæ = e”? 72. р(х) s е2 


NB. Una fórmula general Comparar en la calculadora las 
gráficas de y = e* con las de las siguientes funciones. 


х 
а) т 
Е а 
колту: 
| ЕГЕ. Хг 
лш ут 


74. Identificar la forma general de los polinomios del Ejer- 
cicio 73 y extenderlo un término más. Comparar la grá- 
fica del polinomio resultante con el de y =e”. ¿Qué 
implica este proceso? 
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En los Ejercicios 75-92, hallar la integral, 


75. le 5) dx 76. | e “(4x>) dx 


1 2 
77 | e” dx 78. | e "dx 
0 1 
| | 
1 


ех e?” 
79 —d 80. — dx 
1 +e * 1 + e?“ 
3 еЗ!х Se 
81. | 7 dx 82. f хе” dx 
х 4 
$3. f БУЕ $4. | A 
een 
е+е х 2e* -2e7* 
85, —— dx 86. AAA OA 
e“ — ех (ех +e х2 
S-e* е?* + 2е*^ + | 
87. a 4х 88. == ах 
е? е” 
89. fe ™ cos Tx dx 90. fe = sec? 2x dx 
91. fe tg le» dx 92. E (е2* 1) dx 


En los Ejercicios 93 y 94, resolver la ecuación diferencial. 


dy 1 ly 
93. Ia хе“ 94. к: (е^ – ех)? 
ах ах 


En los Ejercicios 95 y 96, hallar la solución particular de la 
ecuación diferencial que satisface las condiciones iniciales. 


95. fl) =He + e”) 
РО) = 1,700) = 0 


96. FU) = sen x + е2 
ХО) = 00) = 1 


Campos de direcciones En los Ejercicios 97 y 98, se dan 
una ecuación diferencial, un punto y un campo de direcciones. 
a) Esbozar dos soluciones de la ecuación diferencial, una de 
las cuales pase por el punto indicado. b) Hallar, por integra- 
ción, la solución particular y representarla en la calculadora. 
Comparar el resultado con los esbozos del apartado a). 


98. 
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Po Área Enlos Ejercicios 99-102, calcular el área de la región 106. Al ser e” > 1 enx > 0), se sigue que 


acotada por las gráficas de las ecuaciones. Representar cada Е $ 
región en la calculadora y verificar los resultados. | edt > | 12 
0 0 
99. y=e,y=0,x=0,x=5 Efectuar esta integración para deducir la desigualdad 
100. у=е *,у=0,х=а‚х=Ь ех > 1 +херх > 0. 
A= 107. Un modelo matemático La válvula de un depósito 
SES E = Е 5 А 
п ELE Б ya se abre durante 4 horas para dejar salir un producto 
102. у=е72* + 2, у= 0, х= 0, х= 2 químico en un proceso de fabricación. El ritmo de flu- 
=i А РЕХТ . jo de salida R (en litros por hora) en el instante г (en 
103. Dada la función exponencial f(x) = e*, probar que: horas) viene dado por 
Flu) 
a) fu- o) == b) убо) = [FO 
fo га E 
№ 104. Aproximar cada integral usando las reglas del punto OR | aos | 240 118 
medio, de los trapecios y de Simpson con n = 12. A 
Е Р. т dd a) Usando regresión en la calculadora hallar un mo- 
у p ` delo lineal para los puntos (7, ln А). Escribir la 
* А ecuación resultante, de la forma In R = at + b, en 
X -х 
а) | vre dx b) | 2xe * dx forma exponencial. 
b) Representar en la calculadora los datos y el mo- 
M 105. Probabilidad Las baterías de automóvil tienen una delo exponencial. МЕ , Р 
vida media de 48 meses con una desviación típica de c) Usar una Integral definida para aproximar los li- 
6 meses. Las vidas de las baterías se suponen normal- tros que han salido durante esas cuatro horas. 
mente distribuidas. La probabilidad de que una bate- её 24 
ría dure entre 48 y 60 meses es 108. Demostrar que z =: 
60 In х 
0,0665 e7 001390 -48) q 109. Sea f(x) = —- 


Aplicaciones de las funciones exponenciales = 


48 


Aproximar la integral con la calculadora. Interpretar 
la probabilidad resultante. 


5.5 


CONTENIDO 
Bases distintas de e » 
Derivación e integración = 


Bases distintas de e 


a) Representar fen (0, ос) y probar que fes estricta- 
mente decreciente en [e, 00). 

b) Probar que si e < A < B, entonces A? > В“. 

с) Usar el apartado b) para verificar que e" > л“. 


Bases distintas de e y aplicaciones 


La base de la función exponencial natural es e. Esta base «natural» se puede 
utilizar para dar sentido a cualquier otra base a. 


Sección 5.5 


Carbono-14 (en gramos) 


2.000 4.000 6.000 8.000 10.000 


Tiempo (en años) 


FIGURA 5.24 
La semivida del carbono-14 es de unos 5.730 años. 
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Estas funciones satisfacen las leyes usuales de los exponentes. Recordamos 
algunas de esas propiedades. 


1. а=] 2. аа? = а> 
a” xy ANY xy 
3. ==4 4. (а)? =a 
а 


EJEMPLO 1 Semivida radiactiva 


La semivida del carbono-14 es de unos 5.730 años. Si en este momento hay 1g 
de carbono-14 en una muestra, ¿cuánto quedará al cabo de 10.000 años? 


Solución: Denotemos por t = 0 el momento actual y por y los gramos de carbo- 
no-14 en la muestra. Usando base $ podemos tomar como modelo para y la 


ecuación 
1 t/5.730 


Nótese que cuando 1 = 5.730, la cantidad se ha reducido a la mitad. 


1 5.730/5.730 1 
=|- = = gramos 
= (8) 58 


Cuando t = 11.460, se ha reducido a un cuarto de la cantidad inicial y así 
sucesivamente. Para hallar la cantidad que queda al cabo de 10.000 años susti- 


tuimos г = 10.000. 
1 10.000/5.730 
0 


zx 0,30 gramos 
La gráfica de y se muestra en la Figura 5.24. [1 


Las funciones logarítmicas de base general se definen de manera muy simi- 
Лаг a las exponenciales. 
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Capítulo 5 


Funciones logarítmicas, exponenciales y otras funciones trascendentes 


Las funciones logarítmicas de base general a gozan de las mismas propie- 
dades que la función logaritmo natural (Teorema 5.2). 


1. log, 1=0 log de 1 

2. log, xy = log, х + log, y log de un producto 
3. Іова х" = п log, x log de una potencia 
4. log, _ = log, x — loga y log de un cociente 


De las definiciones de las funciones exponenciales y logarítmicas de base а 
se sigue que f(x) = а* y g(x) = log, x son funciones inversas una de otra. 


7 PROPIEDADES COMO FUNCIONES INVERSA! 


= а^ si y sólo si x = loga yo 


xy parax>0 > 


La función logaritmo de base 10 se llama función logaritmo común (o 
decimal). Para ella, y = 10* si y sólo si x = log;o y. 


EJEMPLO 2 Bases distintas de e 


Despejar x en las siguientes ecuaciones. 


1 

а) ж. b) log, x=-4 

Solución: 

a) Aplicamos la función logaritmo b) Aplicamos la función exponen- 
de base 3 en ambos lados de la cial de base 3 en ambos lados de 
ecuación la ecuación 

3- 1 log, x = -4 
© 8] д!°®зх 974 
log; 3% = log; — x= 1 
24 
х= log; 374 l 
x== O 


Sección 5.5 
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Derivación e integración 


Para derivar funciones exponenciales y logarítmicas en base arbitraria hay tres 
opciones: 1) usar las definicioens de a* y log, x y derivar mediante las reglas 
válidas para las funciones de base e, 2) usar derivación logarítmica, o 3) usar 
las siguientes reglas de derivación. 


TEOREMA 519 DERIVADAS EN BASE ARBITRARIA 


) y sea и una función derivable de х: 


шке 
1. du 


Т 


Demostración: Por definición, ах = ей", Por tanto, la primera regla se prueba 
haciendo u = (In a)x y derivando: 


d d d 
с [ах] = T [en 205] = e" ўя 2 em (п а) РЕ (Іа aja” 
La tercera se demuestra así: 


d d 1 1 1 1 
— [log, х] =—|—1пх|= = 
ах ах | ina In a \x (n а)х 


La segunda y la cuarta son simplemente versiones vía la regla de la cadena de 
la primera y la tercera. | 


| Nota. Estas reglas de derivación son análogas a las de las funciones de base e. En 
efecto, sólo difieren en factores constantes In a y Мпа. Ahí vemos una de las razones 
que hacen de e la base más conveniente para el cálculo. 


EJEMPLO 3 Derivación de funciones en base distinta de e 

Derivar cada una de estas funciones. 

а) y=2 Ьу у= 23* с) y= logio cos х 
Solución: 


‚_ 4 ху _ 2x 
a) y = q Z = (ln 2) 


d 
b) y= кт [22%] = (In 2)2%(3) = (3 In 2)23* 
х 
Escriba 2%* como 8* y derive para comprobar que obtiene el mismo resultado. 


0 


–ѕеп х 1 i 
=- x 
[dn 10) cosx] Into È 


d 
c) y= I [logio cos х] = 
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| Nota. Convénzase de que no hay 
regla sencilla de derivación para 
y = х*. En general, si y = и(х)”°, es 
preciso recurrir a la derivación lo- 
garítmica. 


Funciones logarítmicas, exponenciales y otras funciones trascendentes 


Ocasionalmente, un integrando contiene una función exponencial en base 
distinta de e. En tal caso, hay dos opciones: 1) pasar a base e utilizando la 
fórmula a” = е % y entonces integrar, о 2) integrar directamente, usando la 
fórmula de integración (que se deduce del Teorema 5.13): 


EJEMPLO 4 Integración de una función exponencial en base distinta de e 
Hallar f 2* dx. 


Solución: 


1 
2% dx = — 2 +С O 
In 2 


Al introducir la regla de las potencias D,[x"] = их" 1 en el Capítulo 2, 
exigimos que л fuese racional. Ahora extenderemos esa regla a cualquier valor 
real de n. Intente probar este teorema utilizando derivación logarítmica. 


ARA EXPONENTES REALES - 


u una función derivable de x: 


El próximo ejemplo compara las derivadas de cuatro tipos de funciones. 
Cada una de ellas requiere una fórmula de derivación, dependiendo de si la 
base o el exponente son constantes o variables. 


EJEMPLO 5 Comparando variables y constantes 


d 

a) de [e] =0 Regla de la constante 
A 
d X х + 

Ь) de le] = e Regla de la exponencial 
X 

c) 1; [х°] = ехе! Regla de las potencias 
X 

d) y=x Derivación logarítmica 


Iny=x1nx 


ЕТТЕ 1+ ах 
y 


Xx 


Й 


y = у(1 +1 х) = х1 + ln x) 


Sección 5.5 
n А 
T 
l $1.080,00 
ЖИ чын —| 
2 $1.081,60 
4 $1.082,43 
12 $1.083,00 
365 $1.083,28 
x+1y 
x 
х 
10 2,59374 
1 J 
100 2,70481 
1.000 2,71692 
10.000 2,71815 
100.000 2,71827 
1.000.000 | 2,71828 
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Bases distintas de e y aplicaciones 


Aplicaciones de las funciones exponenciales 


Si se depositan P dólares en una cuenta a una tasa r anual de interés (en forma 
decimal) y los intereses se acumulan en la cuenta, ¿cuál es el capital al cabo de 
1 año? La respuesta depende del número п de veces que el interés se compone 
(se acumula), de acuerdo con la fórmula 


rx” 
a=r(1+?) 
n 


Por ejemplo, el resultado para un depósito de $1.000 al 8 por 100 de interés 
compuesto п veces al año se muestra en la tabla. 

Al crecer n, el balance A tiende a un límite. Para hallarlo, utilizamos el 
próximo teorema. Para comprobar que su contenido parece razonable, calcule 
[(x + 1)/x]* para varios valores de x (véase tabla inferior). Una demostración 
del teorema se puede consultar en el apéndice. 


Volvamos ahora a la fórmula del balance A en una cuenta de interés com- 
puesto л veces al año. Tomando el límite рага л tendiendo а infinito, obtenemos 


py” 
А = lím el +1) 
п 0 п 


Tomar el límite paran > œ% 


1 п/е Tr 
=P lím 1+ — Reescribir 
пэ о n/r 
1 х pr 
= P| ип ( + Э | Hacer x = n/r. Entonces x > оо cuando n > ос 
х= X 
= Ре" Aplicar el Teorema 5.15 


Este límite da el balance tras un año de interés compuesto continuamente. Así 
pues, para un depósito inicial de $1.000, el balance a fin de año sería 


А = 1.000€e%%8 ~ $1.083,29 


Estos resultados se resumen a continuación. 
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А 


А 
5.000 Г 
4.000 | 
3.000 757 


2000-00 5 
| 


Balance (en dólares) 


1.0005 


Tiempo (en años) 


FIGURA 5.25 
El balance en una cuenta crece exponencialmente. 


Peso del cultivo (en gramos) 


2123456780910 


Tiempo (en horas) 


FIGURA 5.26 
El límite del peso del cultivo cuando £ -> ос es 1,25 g. 


Funciones logarítmicas, exponenciales y otras funciones trascendentes 


EJEMPLO 6 Comparación de interés compuesto trimestral o continuamente 


Se depositan $2.500 en una cuenta al 5 por 100 anual de interés. Calcular el 
balance a los 5 años si el interés se compone a) trimestralmente, b) mensual- 
mente, с) continuamente. 


Solución: 


гү“ 0,05 ү) 
а) А= 4 + А = 2.500| 1 + з) Compuesto trimestralmente 
n 


= 2.500(1,0125)2° 
x $3.205,09 


r nt 0.05 12(5) 
b) A= Pl + ) = 2500( 1 + р ) Compuesto mensualmente 
п 


х 2.500(1,0041667)°° 
x $3.208,40 
с) А = Ре" = 2.500[е9%()] Compuesto continuamente 
= 2.500e%25 
z $3.210,06 


La Figura 5.25 muestra cómo crece el balance durante los 5 años. Hay que 
hacer constar que la escala de la figura no distingue gráficamente entre los tres 
tipos de crecimiento exponencial en a), b) y c). O 


EJEMPLO 7 Crecimiento de un cultivo de bacterias 


Un cultivo de bacterias crece según la función logística 


1,25 


optar FO 


y 


donde y es el peso del cultivo en gramos y / el tiempo en horas. Calcular el peso 
del cultivo tras a) O horas, b) 1 hora, y c) 10 horas. d) ¿Cuál es el límite cuando 
t tiende a infinito? 


Solución: 

a) Cuandof=0, y= na кс И 12 
| 1+0,25e 240 1,25 

b) Cuando г = 1 ЕРЕ E 
; Г + 0,250 040) 5 > 

c) Спаапйдот=10, у= 125 x 1,244 g 


1 + 0,250 0-10 


d) Finalmente, tomando el límite para £ tendiendo a infinito, se obtiene 


1,25 1,25 
í , OS 
a 1+ 0250 0% 140 $ 


La Figura 5.26 muestra la gráfica de la función. O 


Ejercicios de la Sección 5.5 


Ejercicios de la Sección 5.5 
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En los Ejercicios 1-4, evaluar la expresión con la calculadora. 
1. log, (2) 2. 108,59 


1 
3. log; 1 4. loga- 
a 


En los Ejercicios 5-8, escribir la ecuación exponencial en 
forma logarítmica o viceversa. 


5. а) 2%=8$8 6. а) 2722-9 
b) 37121 b) 16% = 8 

7. а) 10810.01 = -2 8. а) log; b= -2 
Б) logos 8 = -3 b) 4912 =7 


En los Ejercicios 9-14, despejar х о b. 


9. а) logio 1.000 =x 10. а) log, =x 


b) logio 0,1 =x b) logs25=x 
1. а) logsx=-—1 12. а) 108,27 = 3 
b) log, х= –4 b) log, 125 = 3 


13. а) x? -x= log; 25 
b) Зх+ 5 = log, 64 

14. а) log3x+ log; (х— 2) = 1 
b) logio œ+ 3) -— logio x= 1 


En los Ejercicios 15-20, dibujar a mano la gráfica de la fun- 
ción. 


15. y=3* 16. y=3*71 
17. у= (2) 18. у= 25 
19. h(x) = 55-2 20. у= 3-1 


En los Ejercicios 21-24, usar la calculadora para representar 
la función y aproximar sus ceros con tres decimales. 

21. р(х) =6(217%) = 25 

22. f(t) = 300(1,0075*2) — 735,41 

23. (5) = 32 logio ($s — 2) + 15 

24. g(x)=1 -2 logio [xx - 3 


En los Ejercicios 25 y 26, ilustrar que las funciones son inver- 
sas una de otra dibujando sus gráficas en unos mismos ejes. 


25. fía) = 4% 26. у(х) = 3х 
80%) = loga х 800) = log; х 


27. Раға репѕағ Latabla adjunta se ha formado evaluan- 

do una cierta función. Decidir cuáles de las afirmacio- 
nes son verdaderas y cuáles falsas. Explicar la razón en 
cada caso. 
a) yes una función exponencial de x. 
b) y es una función logarítmica de х. 
с) xes una función exponencial de y. 
d) yes una función lineal de x. 


x 1 2 8 
y 0 1 3 
28. Para pensar Sea f(x) = log ¡4 x. 
a) ¿Cuál es el dominio de f? 
b) Hallar f7?. 
с) Six está entre 1.000 y 10.000, ¿en qué intervalo es 
en el que hay que buscar f(x)? 
d) ¿En qué intervalo ha de estar x si FO) < 0? 
e) Para que f(x) crezca una unidad, ¿por qué factor 
hay que multiplicar x? 


f) Hallar la razón entre x; ух» sabiendo que f(x) =3n 
yA) =n. 


En los Ejercicios 29-44, derivar la función propuesta. 


29. fœ) = 4 30. gœ) =2* 
ЗІ. у= 5*72 32. у= х(773%) 

32: 
33. g) = г2' 34. Р) = и 
35. А0) = 27% cos л0) 36. е(о) = 57*2 sen 25 
37. у= log; х 38. у= logio 2х 

yx — 1 

39. ЈО) = юв: —— 40. нод = logs DE 


Aim 


41. у= Іов; ./x2-] 42. y=10810 Č 


10 log, г 
= E 44. fO =P log, /74 1 


43. g(t) 


En los Ejercicios 45-48, hallar dy/dx por derivación logarít- 
mica. 


45. у= ҳ?/* 
47. у= (х -– 2): +1 


46. у= х7! 
48. у= (1+ х) 
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49. Orden de funciones Ordenar las funciones f(x) = 
= log, x, g(x) = x*, h(x) = х? y k(x) = 2” de mayor a 
menor ritmo de crecimiento para valores grandes de x. 


50. Dada la función exponencial f(x) = a*, probar que 


а) flu+v)=f(u) fo) b) fx) = S? 


51. Inflación Sila tasa de inflación anual es, en prome- 
dio, del 5 por 100 en los próximos 10 años, el coste C 
de bienes o servicios en los años de esa década es 


C(0) = P(1,05) 


donde Р es el coste presente y г el tiempo en años. 

a) Siel cambio de aceite de su automóvil cuesta hoy 
$24,953, estime el precio dentro de 10 años. 

b) Calcular el ritmo de cambio de С respecto de г 
рагаѓ= 1 уѓ= 8. 

с) Verificar que el ritmo de cambio de С es propor- 
cional a С. ¿Cuál es la constante de proporcionali- 
dad? 


Pf 52, Depreciación Tras t años, el valor de un automóvil 


adquirido por $20.000 es 


3 t 
V(t) = ооо) 


a) Con una calculadora, representar la función y ha- 
llar el valor del automóvil dos años después de su 


compra. 
b) Calcular el ritmo de cambio de V respecto de ѓ para 
1=1уг= 4. 


с) Usar la calculadora para representar У'(/) y hallar 
su asíntota horizontal. Interpretar su significado en 
el contexto del problema. 


Interés compuesto Еп los Ejercicios 53-56, completar la 
tabla para determinar el balance A de P dólares depositados a 
una tasa r de interés durante f años y compuesto n veces al 
año. 


"гр 
а Ы 


53. Р = 81.000 54. Р = $2.500 
r = 33 por 100 г = 6 por 100 
t = 10 años t = 20 años 
55. Р = $1.000 56. Р = 82.500 
r= 5 рог 100 ғ = 5 рог 100 
t = 30 años t = 40 años 
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Interés compuesto En los Ejercicios 57-60, completar la 
tabla para determinar la cantidad P (valor presente) que debe 
ser depositada a una tasa r de interés anual para producir un 
balance final de $100.000 a los £ años. 


57. r=5 рог 100 Interés continuo 

58. r=6por100 Interés continuo 

59. r=5 рог 100 Compuesto mensualmente. 
60. к= 7 рог 100 Compuesto diariamente. 


61. Interés compuesto Una inversión renta un 6 por 100 
compuesto diariamente. ¿Cuál de las siguientes opcio- 
nes produciría un balance mayor a los 8 años? 

a) $20.000 ahora 

b) $30.000 en 8 años 

с) $8.000 ahora, y $20.000 en 4 años 

а) 89.000 ahora, $9.000 en 4 años, y $9.000 en 8 años 


Be 62. Interés compuesto Se depositan $100 al r por 100 de 


interés compuesto continuamente durante 20 años. Re- 
presentar en la calculadora las funciones exponenciales 
que describen el crecimiento del capital para cada una 
de las tasas de interés que se especifican. Comparar los 
balances finales. 

a) r=3 por 100 b) ғ= 5 рог 100 

c) r=6 por 100 


63. Producción de madera La producción V (en millo- 
nes de т? por acre) de un bosque de edad г años es 


V = буе 48! 


a) Calcular el volumen límite de madera por acre 
cuando / tiende a infinito. 

b) Hallar el ritmo de cambio de V cuando £ = 20 y 
cuando £ = 60 años. 


64. Teoría del aprendizaje Un modelo matemático para 
la proporción P de respuestas correctas en un experi- 
mento sobre aprendizaje resultó seguir el modelo 


0,83 


z 1 +е7 02 


а) Calcular la proporción Р límite cuando и tiende а 
infinito, 

b) Calcular el ritmo de cambio de P después de n = 3 
y de n = 10 pruebas. 


Ejercicios de la Sección 5.5 


As 65, Defoliación forestal Para estimar la defoliación pro- 


ducida por las lagartas durante un año, un ingeniero 
forestal cuenta el número de montones de huevos x en 
Җ de acre en el otoño anterior. El porcentaje de defo- 
liación viene dado aproximadamente por 


300 


у= 3 4 170 00625x 

donde х denota el número de montones en miles. 

(Fuente: USDA Forest Service.) 

a) Representar la función en la calculadora. 

b) Estimar el porcentaje de defoliación si se cuentan 
2.000 montones. 

c) Estimar el número de montones de huevos en un 
bosque sabiendo que se han defoliado los 2 de ese 
bosque. 

d) Estimar, mediante el Cálculo, el valor de x para el 
que y está creciendo a ritmo máximo. 


Crecimiento de poblaciones Se repuebla un río con 
500 peces y su población crece de acuerdo con la curva 
logística 


_ 10.000 
141907115 


pt) 
donde г se mide en meses. 
a) Representar la función en la calculadora. 
b) ¿Cuál es el tamaño límite de la población de peces? 
c) ¿A qué ritmo crece la población al final del primer 
mes? ¿Y al final del décimo? 
d) ¿Al final de qué mes crece más deprisa? 


Un modelo matemático La tabla recoge los gastos en 
Sanidad y (en miles de millones de dólares) en EE.UU. 
entre 1984 y 1993, con x = 4 correspondiendo a 1984. 
(Fuente: U.S, Health Care Financing Administration.) 


y 623,9 | 696,6 | 755,6 | 820,3 | 884,2 


a) Usar la calculadora para hallar un modelo expo- 
nencial que ajuste esos datos, y representar los da- 
tos y el modelo. 

b) Usar la calculadora para hallar un modelo logarít- 
mico que ajuste esos datos, y representar los datos 
y el modelo. 
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c) ¿Qué modelo ajusta mejor los datos? 

d) Calcular el ritmo de crecimiento de cada modelo 
para el año 2000. Con el fin de ahorrar dinero en 
Sanidad, ¿cuál sería el modelo preferible? Expli- 
car la respuesta. 


Comparación de modelos El montante y (en miles de 


millones de dólares) de las donaciones filantrópicas de 
individuos, fundaciones, etc., entre 1983 y 1993 en 
EE.UU. viene dado en la tabla adjunta, donde x = 3 
corresponde a 1983. (Fuente: AAFRC Trust for Philan- 
tropy.) 


0 
111,9 | 117,1 


a) Usar regresión en la calculadora para ajustar los 
siguientes modelos a los datos. 


Y2=a+blax 


Ya = ax 


уу =0ax+b 
уз = ab* 


b) Representar en la calculadora los datos y los mo- 
delos. ¿Cuál de los modelos se ajusta mejor a los 
datos? 

c) Interpretar la pendiente del modelo lineal en el 
contexto del problema. 

d) Calcular el ritmo de cambio de cada modelo para 
el año 1992. ¿Cuál de ellos crece a mayor ritmo 
en 1992? 


En los Ejercicios 69-76, hallar la integral. 


69. | ах 70. 


71 


73 


75 


[esas 


2 0 
2* dx 72. | 


=2 


(3? - 52) dx 


| 
[кё 
| 


74. E -x786 dx 


32х 
—— dx 76. 


25°" * cos xdx 
1 + 32 
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Campos de direcciones Еп los Ejercicios 77 y 78, se dan 
una ecuación diferencial, un punto y un campo de direccio- 
nes. a) Esbozar dos soluciones aproximadas de la ecuación 
sobre el campo de direcciones, una de las cuales pase por el 
punto indicado. b) Hallar, por integración, la solución parti- 
cular y representarla en la calculadora. Comparar el resulta- 
do con los esbozos del apartado a). 


d | с 
77. Lega (o - 78. E pis сов x, (1,2) 
2 dx 


dx 


з 79,  Conjetura 


а) Aproxime, con ayuda de una calculadora, las inte- 
grales de las funciones 


| 3N 213 3/9 t 
HO = aG) ‚ 80) = 16 


y ht) = Дет 96538861 


en el intervalo [0, 4]. 

b) Represente en la calculadora las tres funcines. 

c) А la vista de los resultados de los apartados a) y 
b), formule una conjetura acerca de esas tres fun- 
ciones. ¿Podría haber enunciado la conjetura par- 
tiendo sólo del apartado a)? Explique la respuesta. 
Demuestre su conjetura analíticamente. 


80. Área Calcular el área de la región acotada por las 
gráficas de y = 3%, y=0,x=0yx=3. 


81. Movimiento continuo de саја El valor presente Р de 
un movimiento de caja anual de $2.000 al 6 por 100 
compuesto continuamente durante 10 años es 


10 
P= | 2.000е7 99% dt 


0 


Hallar P. 


82. Completar la tabla para mostrar que e puede definirse 


también como lím (1 + х)! 
x>0* 


(+x) 


Funciones logarítmicas, exponenciales y otras funciones trascendentes 


En los Ejercicios 83 y 84, hallar una función exponencial que 
ajuste los datos experimentales tomados en el петро ?. 


83. — 
t 0 1 2 3 4 
Т 
y  |1.200,00| 720,00 | 432,00 | 259,20 | 155,52 
84. 
t 0 1 2 3 4 
y 600,00 | 630,00 | 661,50 | 694,58 | 729,30 


¿Verdadero o falso? En los Ejercicios 85-90, decidir si la 
afirmación es correcta. Si no lo es, explicar la razón o dar un 
ejemplo que ponga de relieve su falsedad. 


85. е= 271.801/99.990. 


86. Si f(x) = ln х, entonces f(e"* 1) – f(e") = 1 para cual- 
quier valor de л. 


87. Las funciones f(x) = 2 + e* y g% = In (x — 2) son 
inversas una de otra. 


88. La función exponencial у = Се“ es solución de la ecua- 
ción diferencial d"y/dx" = у, п = 1, 2, 3,... 


89. Las gráficas de f(x) =e* y g(x) =е ~ se cortan en ángu- 
lo recto. 


90. 51 f(x) = о(х)е*, los únicos ceros de f son los ceros de g. 


91. Resolver la ecuación diferencial logística 


dy 8 {5 e 
Е Иа 


y obtener la función de crecimiento logístico del Ejem- 


lo 7 E pra (+ l ) 
plo 7. | Ayuda: = Я 
у-у) 5 \у iy 


92. Hallar una ecuación para la recta tangente а у = х*"* 


лт 
ent) 
252 
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| т 
CONTENIDO = Ecuaciones diferenciales: crecimiento y desintegración 
Ecuaciones diferenciales = 


Modelos de crecimiento y desintegración = , А ы 
Ecuaciones diferenciales 


Hasta aquí sólo hemos aprendido a resolver dos tipos de ecuaciones diferenciales, 
у=) e y"=f(1) 


En esta sección aprenderemos a resolver otras más generales. La estrategia, 
denominada separación de variables, consiste en reescribir la ecuación, de 
manera que cada variable aparezca sólo en uno de los lados de la ecuación. 


EJEMPLO } Separación de variables 


Resolver la ecuación diferencial у = 2x/y. 


Solución: 
, 2x 
YA= Ecuación original 
y 
уу = 2х Multiplicar por y 
ES dx= |» ах Integrar con respecto a x 
ВЕЕ dy = у dx 
1 2 2 : 
5 y = х + С, Aplicar la regla de las potencias 
у2- 252 = С Reescribir llamando С = 2С, 


Así pues, la solución general viene dada por 


y? -2х?° + С 


Puede comprobarse el resultado por derivación implícita. O 
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| Nota. Al integrar ambos miembros de la ecuación del Ejemplo 1, no es necesario 
añadir una constante de integración en los dos lados. Si se hiciera así, se obtendría el 


[>®- [24 


1 
А а 


mismo resultado. 


1 
з= (С=С) 


En la práctica, muchos prefieren usar la notación de Leibniz y las diferen- 
ciales al aplicar separación de variables. Con esta notación, la solución del 


Ejemplo 1 sería: 


dy 2х 
ах y 
y dy = 2x dx 
[ra [za 
а 
5 1 
у? -2x = С 


Modelos de crecimiento y desintegración 


En muchas aplicaciones el ritmo de cambio de una variable y es proporcional al 
valor de y. Si y es función del tiempo г, la proporcionalidad puede expresarse así: 


El ritmo de cambio de y es proporcional a y 
dy ЫБ” 
й 


La solución general de esta ecuación diferencial se da еп el próximo teorema. 


Sección 5.6 


y 


a $ 


4 


FIGURA 5.27 
Si el ritmo de cambio de y es proporcional a у, 
la magnitud y sigue un modelo exponencial. 


Ecuaciones diferenciales: crecimiento y desintegración 409 
Demostración: 

y = Ку Ecuación original 

y 

= Separar variables 

y 


Integrar con respecto a t 


dy = y dt 


In y = kt +С, Hallar la primitiva de cada lado 
y= еей Despejar у 
y = Ce" Hacer С = ес O 


| Nota.  Derivar la función y = Се“ con respecto а г para comprobar que y’ = ky. 


EJEMPLO 2 (п modelo de crecimiento exponencial 


El ritmo de cambio de y es proporcional a y. Cuando г = 0, у = 2. Cuando г= 2, 
у = 4. ¿Cuál es el valor de y cuando г = 3? 


Solución: Сото y' = ky, sabemos que ѓе y están relacionadas por la ecuación 
y = Се“. Hallamos los valores de С y k utilizando las condiciones iniciales. 


Cuando г = 0, у = 2 


1 
= 5 12 = 0,3466 Cuando г = 2, у= 4 


Рог. tanto, el modelo es y д: 2е0.3466: y cuando г = 3 el valor de y es 
2е0:3466(3) а 5,657 (véase Figura 5.27). a 


La desintegración radiactiva se caracteriza por la semivida, el número de 
años que han de transcurrir para que se desintegren la mitad de los átomos 
iniciales de una muestra. Las semividas de algunos isótopos radiactivos comu- 
nes son las siguientes. 


Uranio (0238) 4.510.000.000 años 
Plutonio (Pu?39) 24.360 años 
Carbono (С!) 5.730 años 
Radio (Ra??*) 1.620 años 
Einstenio (Es?54) 270 días 


Nobelio (№257) 23 segundos 
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EJEMPLO 3 Desintegración radiactiva 


Supongamos que en el accidente nuclear de Chernobil se liberaron 10 gramos 
del isótopo Pu-239 del plutonio. ¿Cuánto tiempo hará falta para que quede sólo 
1 gramo? 


Solución: Sea y la masa de plutonio, en gramos. Como el ritmo de desintegra- 
ción es proporcional a y, sabemos que 


y = Се“ 


donde г es el tiempo en años. Las condiciones iniciales nos van a permitir 
conocer los valores de C y de k. Como y = 10 en г = 0, 


10 = Секо) = Ce? 


de donde С = 10. Además, сото y = 5 cuando г = 24.360, se deduce que 


5 = 10624360) 


= e?^4 360k 


——— In 
24.360 2 
-2,8454 x 1075 x k 
Por tanto, el modelo es 
Modelo de la semivida 


ys 10e 7 0,000028454t 


Para saber el momento en que sólo restará 1 gramo, hemos de resolver la ecua- 
ción 


1 = 10е 9000028454: 


La solución es aproximadamente 80.923 'años. O 


| Nota. El modelo de desintegración exponencial del Ejemplo 3 se podría haber expre- 
sado como y = 10(3)/2*-300. Este modelo es mucho más fácil de deducir, pero menos 
conveniente para muchas aplicaciones. 


En el Ejemplo 3, observe que en un problema de crecimiento o decreci- 
miento exponencial, es fácil deducir C cuando se dan los valores de y para 
t = 0. El siguiente ejemplo demuestra un procedimiento para calcular C y k 
cuando se desconoce el valor de y para t = 0. 


Número de moscas de la fruta 


Unidades vendidas (en miles) 
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Tiempo (en días) 


FIGURA 5.28 


23 4 5 6 7 8 
Tiempo (en meses) 


FIGURA 5,29 
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EJEMPLO 4 Crecimiento de una población 


Supongamos que una población experimental de mosca de la fruta crece de 
forma exponencial. Había 100 moscas tras el segundo día y 300 tras el cuarto 
día. Estimar cuántas moscas había al comienzo del experimento. 


Solución: Sea y = Се“ el número de moscas en el instante £, con £ medido en 
días. Como y = 100 en г = 2 y además y = 300 en 1 = 4, eso significa que 


100 = Ce?’ у 300 = Се“ 


De la primera ecuación deducimos que С = 100e 2*. Sustituyendo este valor 
en la segunda, se obtiene 


300 = 100e 7 24 


300 = 100е2* 
In 3 = 2k 
1 
-In3=k 
2 
0,5493 x k 


Por tanto, el modelo exponencial es y = Се®-5493°_ Para despejar C volvemos a 
utilizar el hecho de que y = 100 cuando / = 2: | 


100 = (Се9:5493(2) 


С = 100е 10°86 д 33 


Así pues, la población inicial (еп г = 0) era de y = С = 33 moscas (véase 
Figura 5.28). 


EJEMPLO 5 Descenso de las ventas 


Cuatro meses después de suprimir la publicidad, una empresa constata que sus 
ventas han bajado de 100.000 unidades mensuales a 80.000. Si las ventas si- 
guen un modelo exponencial de decrecimiento, estimar las ventas dos meses 
más tarde. 


Solución: Usamos el modelo y = Се“ con t medido en meses, como muestra la 


- Figura 5.29. Por la condición inicial (t = 0) sabemos que С = 100.000. Además, 


puesto que y = 80,000 cuando / = 4, tenemos 


80.000 = 100.0002** 
0,8 = e* 
In (0,8) = 4k 
0,0558 x k 
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Así pues, dos meses después (1 = 6) esperamos unas ventas de 


100.008 0-0558(6) 
71.500 unidades O 


x 


y 


En los Ejemplos 2 a 5, a decir verdad, no hemos tenido que resolver la 
ecuación diferencial 


y =ky 


(Esto se hizo una vez en la demostración del Teorema 5.16.) El próximo ejemplo 
propone un problema que requiere separación de variables. Se refiere a la ley de 
enfriamiento de Newton, según la cual el ritmo de cambio de la temperatura de 
un objeto es proporcional a la diferencia entre su temperatura y la del ambiente. 


EJEMPLO 6 Ley de enfriamiento de Newton 

Sea y la temperatura (en °Е) de un objeto en una habitación cuya temperatura 
se mantiene constante а 60°. Si el objeto se enfría de 100° а 90° en 10 minutos, 
¿cuánto tiempo más tardará en enfriarse a 80°? 

Solución: La ley de enfriamiento de Newton establece que 


у= Ку - 60), 80 < y < 100 


Para resolver esta ecuación diferencial, separamos las variables. 


2 = k(y — 60) Ecuación diferencial 
(a) dy=kdt Separar variables 
– 60 
f ыс dy = | ка Integrar 
у— 60 
In |y — 60] = kt + С, Hallar primitivas de ambos miembros 


Como y > 60, | y — 60| = y — 60, luego podemos omitir el signo de valor absolu- 
to. En notación exponencial, tenemos 


у-60=е“+*© у = 60 + Се“ С=е© 


Recordando que у = 100 cuando г = 0, obtenemos 100 = 60 + Сек = 60 + C, lo 
cual implica que С = 40. Y al ser y = 90 cuando / = 10, deducimos que 

90 = 60 + 40609 

30 = 40е!9% 


k= ка In Я а —-0,02877 
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Así pues, el modelo es 


y 
140 y = 60 + 40e 7 0.02877: Modelo del enfriamiento 
m 120 
510 y, finalmente, para y = 80 obtenemos 
р 80 
Е 
б 607 т 80 = 60 + 40е 002877: 
Е 40 
3 . _ -0,028771 
а 20 = 40е 
р 5 1 
5 10 15 20 25 2 = е7 0028771 
Tiempo (en minutos) 2 
RA 5. 1 
ba In = = -0,028771 
2 
t = 24,09 minutos 
Por consiguiente, tendrán que pasar unos 14,09 minutos más para que la tem- 
peratura del objeto descienda hasta 80° (véase Figura 5.30). O 
Ejercicios de la Sección 5.6 
En los Ejercicios 1-6, resolver la ecuación diferencial. Para pensar En los Ejercicios 9-12, escribir y resolver la 


ecuación diferencial que responde al enunciado en palabras. 


5 y Т 2y 9. El ritmo de cambio de О con respecto а г es inversa- 
f ? mente proporcional al cuadrado de г. 
3, y = 4/ху 4 y=x1 +y) . р y 
a р 10. El ritmo de cambio de Р con respecto а г es proporcio- 
5. (1+x%)y-2xy=0 6. xy + у = 100x nala 102 
, l е 11. El ritmo de cambio де N con respecto а s es proporcio- 
Be Campos de direcciones Еп los Ejercicios 7 y 8, se dan una nal а 250-s. 
ecuación diferencial, un punto y un campo de direcciones. Ё . | 
a) Esbozar dos soluciones aproximadas de la ecuación sobre 12. El ritmo de cambio de y con respecto a x es proporcio- 
el campo de direcciones, una de las cuales pase por el punto паіахуа/ ~ y. 


indicado. b) Hallar, por integración, la solución particular у 
representarla en la calculadora. Comparar el resultado con el En los Ejercicios 13-16, hallar la función у = f(t) que pasa 


esbozo del apartado a). por el punto (0, 10) con la primera derivada dada. Represen- 
tarla en la calculadora. 


dy 
7. —=х(6-у), (0,0 8. 
FF x(6-y), (0,0) 


dy 1 
ау 
dt 2 
dy 3 
14. == -- 4/1 
dt ¿Y 
dy 1 
15. =-2 
d 2?” 
dy 3 
16. a y 
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En los Ejercicios 17-20, hallar la función exponencial que 
pasa por los dos puntos dados. 


17. 


19. 20. 


Desintegración radiactiva En los Ejercicios 21-26, com- 
pletar la tabla para cada isótopo radiactivo. 


Cantidad Cantidad 
Semivida Cantidad después de después de 
Isótopo (еп años) inicial 1.000 años 10.000 años 


21. Ва226 1620 10е 

22. Ra??® 1.620 1,5 р 

23. С!ї* 5.730 2g 
24. Сї 5.730 3g 

25. Pu??? 24.360 2,1g 


26. Pu?” 24.360 0,4 g 


27. Desintegración radiactiva El radio radiactivo tiene 
una semivida de 1.620 años aproximadamente. ¿Qué 
porcentaje de una muestra queda tras 100 años? 


28. Datación por carbono La datación por carbono su- 
pone que el dióxido de carbono actual contiene la mis- 
ma proporción de С!“ radiactivo que tiempos atrás. Si 
eso es cierto, la cantidad de C** absorbida por un árbol 
que creció siglos atrás debe ser la misma que absorbe 
un árbol actualmente. Un fragmento de carbón antiguo 
contiene sólo el 15 por 100 del que contiene un frag- 
mento actual. Calcular su antigüedad. (La semivida del 
C** es de 5.730 años.) 
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Interés compuesto Еп los Ejercicios 29-34, completar la 
tabla para una cuenta en la que el interés se compone de 
forma continua. 


Inversión Tiempo de Cantidad 
inicial Tasa anual duplicar (años) tras 10 años 
29. $1.000 6 por 100 
30. $20.000 55 por 100 
31. $750 73 
32. $10.000 5 
33. $500 $1.292,85 
34. $2.000 $5.436,56 


Interés compuesto Ел 105 Ejercicios 35 y 36, hallar el capi- 
tal P que debe invertirse a una tasa de interés r, compuesto 
mensualmente, para que tras / años se haya convertido en 
$500.000. 


35. r=7%4por100, г= 20 36. r=6 рог 100, 1=40 


Interés compuesto Еп los Ejercicios 37 y 38, averiguar el 
tiempo necesario para doblar $1.000 invertidos a una tasa de 
interés r, compuesto a) anualmente, b) mensualmente, 
c) diariamente, y d) continuamente. 


37. r=7 por 100 38. r=6% por 100 


Población Еп los Ejercicios 39-42, la tabla da la población 
(en millones) de una ciudad en 1990 y la población estimada 
рага el año 2000. Hallar el modelo exponencial у = Ce* para 
esa población, denotando por г = 0 el año 1990. Estimar, con 
ese modelo, la población en el año 2010. 


Ciudad 1900 2000 
39. Dhaka, Bangladesh 4,22 6,49 
40. Houston, Texas 2,30 2,65 
41. Detroit, Michigan 3,00 2,74 


42. Londres, United Kingdom 9,17 8,57 


43. Para pensar 

a) En los Ejercicios 39-42, ¿qué constante en la ecua- 
ción у = Ce" representa el ritmo de cambio? 

b) En los Ejercicios 39 y 41, una población crece 
mientras la otra decrece. ¿Qué constante de la 
ecuación da cuenta de esta diferencia? Explicar las 
respuestas. 


А 44, 


45, 


46. 


47. 


48. 
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Un modelo matemático А 10 largo de cinco horas se 
cuenta, cada hora, el número N de bacterias en un culti- 
vo que tenía inicialmente 100. Los resultados aparecen 
en la tabla, con el tiempo г en horas. 


| t 0 1 2 3 4 5 | 
| N 100 | 126 | 151 198 P43 297 | 


a) Usar regresión en la calculadora para hallar un 
modelo exponencial que ajuste esos datos. 

b) Estimar, con ese modelo, el tiempo necesario para 
que la población se cuadruplique. 


Presión atmosférica La presión atmosférica P (en 
milímetros de mercurio) decrece exponencialmente 
con la altura x (en metros). La presión es 760 mm de 
mercurio al nivel del mar (x = 0) y 672,71 mm a 1.000 
metros de altura. Calcular la presión a 3.000 metros. 


Ingresos Una crisis económica provoca en una em- 
presa un descenso de los ingresos de $742.000 en 1996 
а $632.000 en 1998. Supuesto que los ingresos siguen 
una ley exponencial, estimar los ingresos esperados 
para 1999 (poner г = 0 para el año 1996). 


Curva de aprendizaje El gerente de una fábrica esti- 
ma que un operario puede producir a lo sumo 30 unida- 
des diarias. La curva de aprendizaje para el número N 
de unidades producidas al día por un obrero que lleva г 
días trabajando es 


N=30(1 – е“ 


Tras 20 días de estancia en la fábrica, un trabajador 
produce 19 unidades diarias. 

a) Hallar su curva de aprendizaje. 

b) ¿Cuántos días después producirá 25 unidades diarias? 


Curva de aprendizaje En el ejercicio anterior, el ge- 
rente exige a un trabajador nuevo que produzca 20 uni- 
dades diarias a los 30 días de su incorporación. Hallar 
a) la curva de aprendizaje que describe ese requisito 
mínimo y b) el número de días que tardará ese operario 
en producir 25 unidades diarias. 


Ventas Las ventas S (en miles de unidades) de un 
nuevo producto т años después de ser lanzado al merca- 
do son 


S = Cer 


a) Hallar < en función de ż si se han vendido 5.000 
unidades el primer año y el punto de saturación del 
mercado es 30.000 (es decir, lím $ = 30). 

too 


b) ¿Cuántas unidades se venderán en los 5 primeros 
años? 
c) Representar en la calculadora la función de ventas. 


fe 50, 


51. 
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Ventas Las ventas 5 (en miles de unidades) de un 
producto nuevo, a los г años de estar en el mercado, son 


5 = 30(1 – ей) 


а) Hallar 5 como función de f si se han vendido 5.000 
unidades el primer año. 

b) ¿Cuántas unidades saturarán el mercado? 

c) ¿Cuántas unidades se venden en los 5 primeros 
años? 

d) Representar en la calculadora la función de ventas. 


Explotaciones forestales El valor V de la madera de 


un bosque es 
V(t) = 100.0008 


donde f es el tiempo en años, con += 0 correspondiendo 
a 1998. Si el capital devenga un 10 por 100 de interés 
continuo, el valor presente de esa madera en cualquier 
tes 


A(D) = Ve 9-19 


¿En qué año debe venderse la madera para hacer máxi- 
ma la función valor presente? 


Un modelo matemático La tabla recoge, en miles de 
millones de dólares, los ingresos netos y los intereses 
requeridos para pagar la deuda pública de los EE.UU. 
entre 1968 y 1995. (Fuente: U.S. Office of Manage- 
ment and Budget.) 


— 
Año 1986 | 1987 | 1988 | 1989 | 1990 
J= SE эы 18 ВЕЕ НЕ 4 
Ingresos | 769,1 | 854, 1 | 909,0 | 990,7 (1.031,33 
— rr 
Interés | 136,0 | 138,7 | 151,8 169,3 | 184,2 
L =4 L 
Año 1991 1992 | 1993 | 1994 | 1995 
—+— 
Ingresos | 1.054,3 |1.090,5 | 1.153,5 1.2577 | 1.346,4 
Interés | 194,5 | 199,4 | 198,8 203,0 | 234,2 


a) Usar regresión en la calculadora para hallar un 
modelo exponencial R para los ingresos y uno lo- 
garítmico / para los intereses. Sea f el tiempo en 
años, cont=0 correspondiendo a 1980. 

b) Representar en la calculadora los datos de ingre- 
sos y el modelo exponencial. Según ese modelo, 
¿cuál es el ritmo continuo de crecimiento de los 
ingresos? 

c) Representar en la calculadora los datos de intere- 
ses y el modelo logarítmico. 

d) Hallar una función Р(ї) que aproxime el porcenta- 
je de los ingresos necesario para pagar la deuda y 
representar esa función en la calculadora. 
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Intensidad del sonido El nivel В, en decibelios, de un 
sonido de intensidad / es 


1 
BU) = 10 logio — 
10 


donde /o es la intensidad de 101° vatios/cm?, que 
corresponde al umbral de audición. Determinar £(1) 
para: 


а) 1= 1071 vatios/cm? (cuchicheo). 

b) 1= 107° уайоѕ/ст2 (calle con mucho tráfico). 
с) 1= 107° vatios/cm? (martillo neumático). 

а) 1I=107* vatios/cm? (umbral de dolor). 


Nivel de ruido Con la instalación de materiales espe- 
ciales, el nivel de ruido en un auditorio bajó de 93 a 80 
decibelios. Usar la función del Ejercicio 53 para calcu- 
lar el porcentaje de decrecimiento en la intensidad de 
ruido. 


Intensidad de un terremoto Та magnitud R de un te- 
rremoto de intensidad /, en la escala de Richter, es 


191-10 0 
7 nlo 


donde Jo es una intensidad mínima que se utiliza para 

comparar. Supongamos ly = 1. 

a) Calcular la intensidad del terremoto de San Fran- 
cisco de 1906 (R = 8,3). 

b) ¿Por qué factor hay que multiplicar la intensidad 
para que la medida en la escala de Richter se doble? 

c) Hallar dR/dl. 


Ley de enfriamiento de Newton Cuando un objeto se 
saca de un horno y se coloca en un ambiente a tempera- 
tura constante de 90 °F, su temperatura es de 1.500 °F. 
Una hora más tarde ha bajado a 1.120 °F. Calcular su 
temperatura a las 5 horas de sacarlo del horno. 


Ley de enfriamiento de Newton Un termómetro se 
lleva de un lugar que estaba а 72 °F a otro donde hay 
20 °F. Determinar la lectura del termómetro a los 5 mi- 
nutos, sabiendo que en un minuto baja a 48 °F. 
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v 58. Comparación de modelos El tiempo t (en segundos) 


que necesita un Dodge Avenger de 1995 para alcanzar 
una velocidad de s millas/h partiendo del reposo viene 
dado en la tabla. (Fuente: Road & Track, marzo 1995.) 


Pa pepa pepa 
[ee se [a [oa eais a 


a) Usar la calculadora para hallar un modelo expo- 
nencial que ajuste esos datos. 

b) Representar en la calculadora los datos y el modelo. 

с) Hallar + y di/ds para s = 55. 


Hipotecas А una hipoteca de $120.000 a 35 años le 
corresponde una mensualidad de $985,93. Parte del 
pago mensual son intereses y otra parte amortización. 
La cantidad que se dedica a intereses es 


Pr pie 
и=М-{м- {1+ 
е е) 


у la que amortiza el capital es 


En esas fórmulas, P es el importe de la hipoteca, r la tasa 

de interés, М el pago mensual y / el tiempo en años. 

a) Representar en la calculadora cada función, mos- 
trando en la pantalla los 35 años de duración de la 
hipoteca. 

b) En los primeros años, la mayor parte de la men- 
sualidad, ¿a qué menester se dedica? Estimar el 
momento en que se dedican cantidades iguales a 
intereses y a amortización. 

c) Enunciar, a la vista de las gráficas, una conjetura 
sobre la relación entre las pendientes de las rectas 
tangentes a las dos curvas para un / concreto. Dar 
un argumento analítico que verifique esa conjetura. 

d) Repetir los apartados a) y b) para un plazo de 
20 años (М = $1.118,56). ¿Qué se puede concluir? 


Ecuaciones diferenciales: separación de variables 


Soluciones particulares y generales 


A lo largo del texto hemos identificado varios fenómenos físicos que pueden 


ser descritos por ecuaciones diferenciales. Así ocurría, en la Sección 5.6, con la 
desintegración radiactiva, el crecimiento de poblaciones o la ley de enfria- 


miento de Newton. 
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Se dice que una función y = f(x) es solución de una ecuación diferencial si 
la ecuación se satisface al sustituir y y sus derivadas por f(x) y sus derivadas. 
Por ejemplo, derivando y sustituyendo se comprueba que y = е7 2 es solución 
de la ecuación diferencial у + 2y = 0. Se puede demostrar que toda solución de 
esta ecuación diferencial es de la forma 


=2x 


y = Ce Solución general de у + 2y = 0 


donde C es cualquier número real. Esa solución se llama la solución general. 
Algunas ecuaciones diferenciales tienen soluciones singulares que no se 
pueden expresar como casos especiales de la solución general. No considera- 
remos tales soluciones en este libro. El orden de una ecuación diferencial 
viene determinado por la derivada de orden más alto que aparece en la ecua- 
ción. Así, y' = 4y es una ecuación diferencial de primer orden. 

En el Ejemplo 8 de la Sección 4.1 vimos que la ecuación diferencial de 
segundo orden s”(f) = -32 tiene solución general 


50) = -16 + Си + С, Solución general de s'(1) = -32 


que contiene dos constantes arbitrarias. Se puede demostrar que una ecuación 
diferencial de orden n tiene una solución general con п constantes arbitrarias. 


EJEMPLO 1 Comprobación de soluciones 


Averiguar si las siguientes funciones son solución de la ecuación diferencial 
tt 
y -у=0. 


a) y=senx b) y=4e * с) у= Се* 
Solución: 
a) Como y = sen x, у = cos x, e y” = –ѕеп x, se sigue que 


ГА 


Y - у= -sen х ~ sen х= —2 sen x #0 


Por tanto, у = sen х по es solución. 


b) Сото y= 4e™*, у =-4e"* e y” = de" *, se sigue que 
y —-y=4e *-4e*=0 


Por tanto, y = 4e”* es solución. 


с) Como y = Ce”, у = Ce”, е у" = Ce”, se sigue que 
y” — у= Ce" ~ Сех = 0 


Por tanto, у = Се* es solución para cualquier valor de C. О 
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FIGURA 5.31 
Curvas solución de ху + y = 0. 
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Geométricamente, la solución general de una ecuación diferencial de pri- 
mer orden representa una familia de curvas conocidas como curvas solución, 
una para cada valor asignado a la constante arbitraria. Por ejemplo, es fácil 
comprobar que toda función de la forma 


у= — Solución general de ху + y = 0 
X 


es una solución de la ecuación diferencial ху + y = 0. La Figura 5.31 muestra 
algunas de esas curvas solución correspondientes a distintos valores de C. 

Las soluciones particulares de una ecuación diferencial se obtienen a par- 
tir de condiciones iniciales que dan el valor de la variable dependiente, o de 
una de sus derivadas, para un valor particular de la variable independiente. El 
término «condición inicial» proviene de que en los problemas cuya variable 
independiente es el tiempo ż, se parte del valor de la variable dependiente o de 
alguna de sus derivadas en el instante inicial t = 0. Por ejemplo, la ecuación 
diferencial de segundo orden s”(1) = -32, con solución general 


s = -16 + C,1+C, Solución general de s"(f) = -32 
podría tener las condiciones iniciales 
s(0) = 80, s(0)=64 Condiciones iniciales 
En tal caso, las condiciones iniciales determinarían la solución particular 


s(t) = -16 + 641 + 80 Solución particular 


EJEMPLO 2 Cálculo de una solución particular 
Para la ecuación diferencial 
xy – Зу = 0 


verificar que у = Сх? es solución. Hallar la solución particular determinada por 
la condición inicial y = 2 cuando x = -3. 


Solución: Que y = Cx? es solución es claro, ya que у = 3Cx? y 


ху — Зу =x(3Cx?) — 3(Cx*) 
=0 


Además, la condición inicial y = 2 en x = —3 permite escribir 


y= Cx? Solución general 
2.= C(=3Y Sustituir la condición inicial 
2 


=== Despejar С 
27 
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PARA MÁS INFORMACIÓN 

Un ejemplo interesante de ecuación 
diferencial separable en Ingeniería 
puede verse en el artículo 
«Designing a Rose Cutter», de J. S. 
Hartzler en The College 
Mathematics Journal, enero 1995. 
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y concluimos que la solución particular es 


2x? 


ч: 


Solución particular 


Compruebe la solución sustituyendo y e у' en la ecuación diferencial 
original. О 


| Nota. БІ número de condiciones iniciales necesario para fijar una solución particular 
es el número de constantes de la solución general. 


Separación de variables 


Consideremos una ecuación diferencial que pueda escribirse en la forma 
d 
Мо) + Му) Z =0 
dx 


donde M es una función continua de x y N una función continua de y. Como 
vimos en la sección anterior, en una ecuación de este tipo todos los términos en 
x se pueden agrupar con dx y todos los términos con y se pueden agrupar con 
dy. Tales ecuaciones se llaman separables y su proceso de resolución se deno- 
mina separación de variables. He aquí varios ejemplos de ecuaciones diferen- 
ciales separables. 


Ecuación diferencial original Reescrita con variables separadas 
d 
х2 + зу =0 3y dy = =x? dx 
dx 
(sen x) у = cos x dy = ctg x dx 
xy' 1 2 
== 2 d == d 
e+l e + 1 4 х Е 


EJEMPLO 3 Separación de variables 


Hallar la solución general de 
d 
(+4) = xy 
dx 


Solución: Para empezar, observemos que y = 0 es solución. Con el fin de encon- 
trar otras soluciones, supongamos y = 0 y separemos las variables como sigue. 


(х2 + 4) dy = xy dx Forma diferencial 
y 


ау x 


3 4 dx Separar variables 
y AA 


420 


Capítulo 5 Funciones logarítmicas, exponenciales y otras funciones trascendentes 


Integrando ahora obtenemos 


d 
| 2 = | == 4 dx Integrar 
y xX 


1 
In [y] =>3 In (4 +4) + С, 


Puesto que у = 0 es solución, podemos escribir la solución general como 


WEC /х? +4 Solución general П 


| Nota. Aconsejamos а] lector que compruebe, еп todo este capítulo, cada una de las 


soluciones. En el ejemplo 3 se puede verificar la solución y = С,/ х? + 4 derivando y 
sustituyendo en la ecuación original. 


En algunos casos no es factible escribir la solución general en la forma 
explícita у = f (x). El próximo ejemplo ilustra esa situación. Puede comprobarse 
la solución por derivación implícita. 


EJEMPLO 4 Cálculo de una solución particular 


Hallar la solución particular determinada por la condición inicial y(0) = 1 para 
la ecuación diferencial 


xydx+e"“(y?- 1)dy=0 


Solución: Salta a la vista que y = 0 es solución de la ecuación diferencial, pero esa 
solución no cumple la condición inicial dada. Por tanto, supongamos y 5 0. Para 
separar las variables, hemos de quitar y del primer sumando y del segundo e э, 
Por consiguiente, multiplicamos por ех /у, con lo que obtenemos 


xydx+e (y? – 1) ду = 0 
е ® (y? – 1) dy = -xy dx 


fe- faea 


2 

y l o 
Wanye Р 
AS 


La condición inicial y(0) = 1 nos dice que 5 — 0 = —4 + С, de modo que С = 1. 
Así pues, la solución particular buscada tiene la forma implícita 
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—+— HA A f 
A 2 2 4 6 8 
FIGURA 5,32 


| Nota. Por f(x, у) denotamos una 
función de dos variables, del mis- 
mo modo que f(x) denota una fun- 
ción de una sola variable. Estudia- 
remos las funciones de dos 
variables en el Capítulo 12. 
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EJEMPLO 5 Га curva de una solución particular 


Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (1, 3) y tiene pendiente 
y/x? en el punto (x, y), como muestra la Figura 5.32. 


Solución: Como la pendiente de la curva viene dada por y/x?, se tiene 


1 
In [у| З С, 


у= ec (119 +С, = CeT Yx 


Al ser y = 3 en x = 1, se deduce que3=Ce ! у C = Зе. Por tanto, la ecuación de 
la curva especificada es 


y = (Зе)е \/* = Зе®—1)/х, x>0 О 


Ecuaciones diferenciales homogéneas 
Algunas ecuaciones diferenciales no separables en x e y se convierten en sepa- 
rables mediante un cambio de variables. Eso sucede para las ecuaciones dife- 


renciales del tipo у = f(x, y), donde fes una función homogénea. Se dice que 
la función f(x, y) es homogénea de grado л si 


Рах, ty) = "f(x y) Función homogénea de grado л 


donde л es un número real. 


EJEMPLO 6 Comprobación de funciones homogéneas 
а) f(x, у) = х?у — 4х3 + 3xy? es una función homogénea de grado 3 porque 


Рах, ту) = (x) y) — 4103 + З(ро)(у)? 
= Py) – 13(4х5) + 13(3ху?) 
= P(x?y – 4х3 + 3xy?) 
= Pf(x, у) 
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Funciones logarítmicas, exponenciales y otras funciones trascendentes 
b) f(x, у) = хе“? + y sen (y/x) es una función homogénea de grado 1 porque 


Я t 
Рах, ty) = txe™® + ty sen 
x 


t| хех? + y sen 4 
x 


= f(x, y) 


1 


с) f(x, у) = х + y? no es homogénea porque 
Fx, ty) = tx + Py? = x + ty?) A Mx у?) 


d) f(x, у) = x/y es una función homogénea de grado 0 porque 


Рах, ty) = a = [9 X 


tx 
У 


EJEMPLO 7 Ecuaciones diferenciales homogéneas 


a) (e + xy) dx + у? dy = 0 es homogénea de grado 2. 


b) (х2 + 1)ах + у? dy = 0 no es una ecuación diferencial homogénea. C 


Al resolver una ecuación diferencial homogénea por separación de varia- 
bles utilizaremos el siguiente resultado sobre cambio de variables. 
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EJEMPLO 8 _ Resolución de una ecuación diferencial homogénea 


Hallar la solución general de (x? —y?) dx + 3xy dy =0. 
ADVERTENCIA Га sustitución 
y = vx produce una ecuación 
diferencial separable en las 
variables x, v. Hay que expresar 
la solución obtenida al final 
en términos de las variables А FS AA 
originales x, y. (х7 — р°х°) dx + Зх(рх)(х dv + v dx) = 0 


(x? + 20x?) dx + 3x%0 dv = 0 
x? (1 + 202) dx + х2(30х) dv = 0 


Solución: Сото (х2 — y?) y 3xy son ambas homogéneas de grado 2, hacemos 
y = ох. Así, dy = x dv + v dx, de modo que sustituyendo obtenemos 


dy 


Ahora dividimos por x? y separamos las variables. 


(1 + 202) dx = -Зрх du 
d К 
е z dv 
х 1 + 212 
3 


ln |х| = -3m (1 + 202) + С, 


4 In |x] =—3 In (1 + 202) + 1n |C] 


FIGURA 533 И Р 
Soluciones de (+? ~ y?) dx + 3xy dy = 0. In xt = |С(1 + 20%) 7] 


xt = С(1 + 20?) 7? 


Sustituyendo р se obtiene la solución general 


Че] 


2\3 
(128) =c 
X 


(х2 + 2y2) = Cx? | Solución general O 


Aplicaciones 


EJEMPLO 9 Una población de coyotes 


El ritmo de cambio de coyotes N(£) en una población es directamente propor- 
cional a 650 — N(t), donde t es el tiempo en años. Cuando / = 0, la población era 
300 y cuando 1 = 2 ha crecido hasta 500. Calcular la población cuando / = 3 
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Solución: Сото el ritmo de cambio es proporcional a 650 — N(t), podemos 
escribir la ecuación diferencial 


IN _ 650 - № 
dt 


que podemos resolver por separación de variables: 


ам = k(650 – № dt Forma diferencial 
A = ка Separar variables 
—1п |650 — N| = kt + С, Integrar 
In 1650 — N] = -kt - С, 
650-N=e "TO Suponer N < 650 
N = 650 – Се“ Solución general 


Al ser N = 300 en t = 0, deducimos que C = 350, por lo que 
N = 650 — 350e * 


Usando ahora que N = 500 para t = 2, obtenemos 


TE k ғ 0,4236 


500 = 650 — 350е7 2* 


Así pues, el modelo рага la población de coyotes es 
М = 650 — 350e 7 04236: Modelo de población 
Cuando 1 = 3, aproximamos la población como 
М = 650 – 350€ 7 042363) ду 552 coyotes 


La Figura 5.34 ilustra el modelo resultante. 


N 


= 650 35060408 


Número de coyotes 
5888883 


Tiempo (en años) 


FIGURA 5.34 
Modelo para la población de coyotes. C 
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Un problema común en Física consiste en hallar una familia de curvas, 
cada una de las cuales sea ortogonal a una familia de curvas dada. Por ejemplo, 
la Figura 5.35 muestra una familia de círculos 


x+y EC Familia de círculos 
cada uno de los cuales corta a las rectas de la famiha 
у= Кх Familia de rectas 


en ángulo recto. Dos familias así se dice que son mutuamente ortogonales y 
cada curva de una familia se llama una trayectoria ortogonal a la otra familia. 
En Electrostática, las líneas de fuerza son ortogonales a las curvas equipoten- 
FIGURA 5.35 ciales. En Termodinámica, el flujo de calor en una superficie plana es ortogo- 
Cada recta y = Kx es una trayectoria ortogonal nal a las curvas isotermas. 
de la familia de círculos. 


EJEMPLO 10 Cálculo de trayectorias ortogonales 


Describir las trayectorias ortogonales a la familia de curvas 


Familia dada: Familia ortogonal C 
ху=б` e ARA y=— 
A КК i х 


para С + 0. Dibujar varias curvas de cada familia. 


Solución: Escribiendo la ecuación como xy = С y derivando implícitamente res- 
pecto de x obtenemos la ecuación diferencial 


xy + y=0 Ecuación diferencial 


AS Pendiente de la familia dada 
FIGURA 5.36 ах х 


Trayectorias ortogonales. Como У representa la pendiente de la familia de curvas dada en (x, y), la fami- 


lia ortogonal ha de tener pendiente x/y, así que 
dy x 
анан Pendiente de la familia ortogonal 


ах y 


Ya podemos hallar la familia ortogonal separando variables e integrando. 


Da = [xa 
y y? 


—==+C€ 
у гет шр 
Por consiguiente, cada trayectoria ortogonal es una hipérbola dada por 
2 
y x 
=== 2C,=K #0 
K K | 


Todas tienen su centro en el origen y sus ejes transversales son verticales para 
K > 0 y horizontales para Ķ < 0. Varias de esas trayectorias se muestran en la 
Figura 5.36. П 
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Ejercicios de la Sección 5.7 


Funciones logarítmicas, exponenciales y otras funciones trascendentes 


En los Ejercicios 1-6, verificar la solución de la ecuación 
diferencial. 


Solución Ecuación diferencial 


dy 
1. у= Се ду 
ах 
2ху 
2. х? +у? = Су у == 
x =y 
3. у= С, cos x+ C, sen x y +у=0 


4. y=Cje *cosx+C,e *senax у" +2у + 2у = 0 
5. y=-<cos х In |sec x + tg x| Y + y=tgx 


6. у= 2 (е 72% + е") y" +2у = 2е* 


En los Ejercicios 7-12, averiguar si la función es solución de 
la ecuación diferencial у — 16y = 0. 
7. у= 3 соѕ х 
8. у= 3 cos 2х 
9. у=ет?% 
10. у= 5 х 
11. у= Се + Ce”? + С, sen 2x + C, cos 2х 
12. v=5e ?*+3 cos 2х 


En los Ejercicios 13-18, averiguar si la función es solución 
de la ecuación diferencial ху — 2y = хе“. 


13. y=x 14. y=x%e* 
15. y= x2 + ех) 16. y=senx 
17. у= 1л х 18. y =x e ~ 5х2 


19. Раға pensar Se sabe que у = Ce** es solución de la 
ecuación diferencial 


dy 

—— = 0,07y 

ах 
Con esa información, ¿es posible determinar С o k? En 
tal caso, calcular su valor. 


20. Para pensar Sabiendo que у = А sen wt es solución 
de la ecuación diferencial 


2, 


trol 
саа у = 
dt? i 


calcular el valor de о). 


En los Ejercicios 21 y 22, se dan algunas de las curvas co- 
rrespondientes a diferentes valores de C en la solución gene- 
ral de la ecuación diferencial. Hallar la solución particular 
que pasa por el punto que se indica en la figura. 


Solución Ecuación diferencial 
21. y? = Cè 2ху ~ Зу = 0 
22. 202 -y =C уу = 2х = 0 


ПО ОКО рр А НЕ ЧЕ 


FIGURA E.21 


FIGURA E.22 


' En los Ejercicios 23 y 24, se da la solución general de 


la ecuación diferencial. Representar en la calculadora las 
soluciones particulares para los valores de С que se especi- 
fican. 


23. 4уу-х=0 
4y? -x =C 
C=0, C= +1, C= +4 


24. y +x=0 
х +у = С 
С= 0, С= 1, С= 4 


En los Ejercicios 25-30, comprobar que la solución general 
satisface la ecuación diferencial y, a continuación, hallar la 
solución particular que cumple la condición inicial. 


25. у= Се ?* 26. 2х2 + Зу = С 
у + 2у = 0 2х + Зуу = 0 
у= Зепх= 0 у= 2епх= 1 
27. у= С, ѕепЗх+ С, соѕ Зх 28. у= С, +С, ах 
y" + 9у = 0 ху +y = 0 
у= 2 епх = л/б у= Оепх= 2 
y=lenx=x/6 y=jenx=2 
29. у= Cx + Cor? 30. y=e (C +C,x) 
9y” — 12y + 4у = 0 


у= 4епх= 0 


xy" – Зху + Зу = 0 
у= Оепх= 2 


у= 4епх= 2 у= Оепх = 3 


Ejercicios de la Sección 5.7 


En los Ejercicios 31-38, hallar, por integración, una solución 
general de la ecuación diferencial. 


dy dy 

3L =з? ү Es 
dx ах 1+x 
d -2 

33. ы 34. ера х? 
ах х ах 
а а 

35. =з зеп 2x 36, а tg? x 
dx dx 
dy dy 3 

37. —=x/x-3 38. — = хех 
dx $ dx 


En los Ejercicios 39-48, hallar la solución general de la ecua- 
ción diferencial. 


зэ, 2-7 дса 
dx y dx 3y? 
dr dr 

41. -—=0,05r 42. — = 0,055 
ds ds 


43. (2+ ду = Зу 44. ху = у 


45. уу =senx 46. 4/1 42у = х 


47. ylnx-xy=0 48. уу – 2е* = 0 


En los Ejercicios 49-58, hallar la solución particular de la 
ecuación diferencial que satisface la condición inicial. 


Ecuación diferencial Condición inicial 


49. уу -e=0 y(0) = 4 
50. x+ yy = 0 У) =4 
51. ух+ 0) +у= 0 y) = 1 
52. хуу - х= 0 10) = 0 
53. y0 + х2)у – х(1 + у) = 0 y(0) = WE 
54. y/1 -xy -x/1-y?=0 y(0) = 1 
55, qu = uv sen р? u(0) = 1 
dv 
56, “ше? қ) =0 
ds 
57. dP-kPdt=0 P(0) = Po 
58. dT+KkT-T70)dt=0 T(0) = 140 
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En los Ejercicios 59 y 60, hallar una ecuación para la curva 
que pasa por el punto y tiene la pendiente que se indica. 


Punto Pendiente 
59. (1,1) за 
Н > y =-=— 
f 16y 
2y 
60. (8,2) y== 
3x 


En los Ejercicios 61 y 62, hallar todas las funciones f con la 
propiedad especificada. 


61. La tangente a la gráfica de fen el punto (х, y) corta al 
eje x en (x + 2, 0). 


62. Todas las tangentes a la gráfica de f pasan por el origen. 


En los Ejercicios 63-68, decir si la función es homogénea y, 
si lo es, de qué grado. 


xy 
64. fx, у) = = 


63. f(x, у) =x? —4xy? +y? 
VX + y? 


65. fx, y)=2 In xy 66. f(x, y) = tg (x + y) 


67. fy=21m2 68. fo у) = 
y x 


En los Ejercicios 69-74, resolver la ecuación diferencial ho- 
mogénea. 


3 3 
x+ x+y 
69. у= y 70. y= à 
2x xy 
2 2 
х-у х + у 
71. у = - 72. у= - 
x+y 2xy 
А Ху ‚ 3х+2у 
73 у= 2 5 74 y ==, 
х – у x 


En los Ejercicios 75-78, hallar la solución particular que sa- 
tisface la condición inicial. 


Ecuación diferencial Condición inicial 


75. хау – (2хе ?* + y)dx=0 у) = 0 

76. у? dx + x(x + у) у= 0 У(1) = 1 
y 

77. КЕГЕТИ у) = 0 
x 

78. (2х2 + у2) ах + xydy=0 yd) = 0 


^ Campos de direcciones 
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Campos de direcciones Consideremos la ecuación diferen- 


cial de primer orden 
dy Р(х, y) 
“z= X, y 
dx p 


La función F asigna а cada punto (хо, уо) de su dominio una 
dirección (pendiente) de la solución de la ecuación diferen- 
cial. Para visualizar esto, dibujamos un pequeño segmento 
en varios puntos que indique esa dirección, obteniendo de 
esa manera un campo de direcciones. Este campo puede uti- 
lizarse para aproximar gráficamente las soluciones de la 
ecuación diferencial. En los Ejercicios 79-82, esbozar unas 
cuantas soluciones de la ecuación diferencial sobre su campo 
de direcciones y, a continuación, hallar la solución general 
analíticamente. 


dy dy x 
79. —=x 80. —=-- 
dx dx y 
y 
T E ЧЕ 
A E EEA 
DF A 29 мм МА 
AP пф wta 
tt tft х 
Arta 214 
x 2+ ОКЪ? ф 
` So + оу / 
Ls A+ С, 
ау 
81. 82. — = 0,25х(4 — у) 
ах 
y y 
9 


жаа ах 
4 -2 2 4 

En los Ejercicios 83-86, а) escribir 

una ecuación diferencial que corresponda al enunciado, 

b) asignar a la ecuación diferencial un campo de direcciones, 

y с) verificar el resultado representando en la calculadora el 

campo de direcciones de cada ecuación diferencial. 


a) b) 5 


с) 


83. 


84. 


88. 


89. 
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19 9 


+ 


Ена 


El ritmo de cambio de у respecto de х es proporcional a 
la diferencia entre y y 4. 


El ritmo de cambio de y respecto de x es proporcional a 
la diferencia entre x y 4. 


El ritmo de cambio de y respecto de x es proporcional 
al producto de y por la diferencia entre y y 4. 


El ritmo de cambio de y respecto de x es proporcional a y?. 


Crecimiento de las ventas Denotemos por < las ven- 
tas de un producto, por £ el nivel máximo de ventas 
(ambos en miles de unidades) у por геї петро en me- 
ses. El ritmo de cambio de < respecto de / varía conjun- 
tamente con el producto de S y L ~ $ (véase figura). 

a) Escribir la ecuación diferencial para el modelo de 
las ventas si L = 100, 5 = 10 cuando 1=0, y 5 = 20 
cuando ż = 1. Verificar que 5 = L/(1 + Се"). 

b) ¿Cuándo está creciendo más rápidamente el 
aumento de las ventas? 

c) Representar en la calculadora la función de ventas. 

d) Esbozar la solución del apartado a) sobre el cam- 
po de direcciones de la figura. 

е) Siel nivel máximo de ventas estimado es correcto, 
usar el campo de direcciones para describir la for- 
ma de las curvas solución para las ventas si, en 
algún período de tiempo, las ventas sobrepasan L. 


Crecimiento de poblaciones El ritmo de crecimiento 
de una población de moscas de la fruta es proporcional 
al tamaño de la población en cada momento. Si había 
180 moscas al final del segundo día y 300 al final del 
cuarto, ¿cuántas había inicialmente? 


Desintegración radiactiva El ritmo de desintegra- 
ción del radio radiactivo, cuya semivida es 1.620 años, 
es proporcional a la cantidad presente en cada momen- 
to. ¿Qué porcentaje queda sin desintegrarse al cabo de 
25 años? 
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90. Reacción química En una reacción química, un com- 
puesto se convierte en otro a un ritmo proporcional a la 
cantidad que queda por transformarse. Inicialmente ha- 
bía 20 gramos del compuesto original y al cabo de una 
hora hay 16 gramos. ¿Cuándo se habrá transformado el 
75 por 100 del compuesto? 


91. Navegación Despreciando resistencia, un bote parte 
del reposo y acelera (dv/dt) a un ritmo proporcional a la 
diferencia entre las velocidades del viento y del bote. 
a) Expresar la velocidad como función del tiempo / si 
el viento sopla a 20 nudos y al cabo de un minuto 
el bote se desplaza a 5 nudos. 

b) Con el resultado del apartado a), escribir la distan- 
cia recorrida en función del tiempo. 


N 92, Receptor de radio En áreas montañosas la recepción 
de radio es débil. Consideremos un transmisor de FM 
situado en el punto (1, 1), detrás de una colina repre- 
sentada por y = х — x7, y un receptor situado al otro lado 
de la colina. (Suponemos que el eje x representa el ni- 
vel del suelo en la base de la colina.) 

a) ¿Cuál es la mínima distancia a la colina a la que se 
puede colocar el receptor para que su recepción no 
sea obstruida? 

b) Expresar esa distancia mínima x en función de А si 
el transmisor está situado еп (—1, A). 
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c) Representar en la calculadora la función del apar- 
tado b), hallar su asíntota vertical e interpretar el 
resultado. 


№ En los Ejercicios 93-98, hallar las trayectorias ortogonales 


de la familia dada. Representar en la calculadora varias cur- 
vas de cada familia. 


93. x+y =C 
95. х? = Су 96. y? = 2Сх 
97. y? = Ce 
¿Verdadero o falso? En los Ejercicios 99-102, decidir si la 


afirmación es correcta, Si no lo es, explicar el porqué o dar 
un ejemplo que muestre su falsedad. 


99. Si y=f(x) es solución de una ecuación diferencial de 
primer orden, y = f(x) + C lo es también. 


100. La ecuación diferencial у = xy — 2y + x — 2 se puede 
escribir en forma de variables separadas. 


101. Та función f(x, у) = х2 + xy + 2 es homogénea. 


102. Las familias х2 + у? =2Cy ух? + y? = 2Kx son mutua- 
mente ortogonales. 


CONTENIDO = 
Funciones trigonométricas inversas = 
Derivadas de las funciones trigonométricas 


Funciones trigonométricas inversas y derivación 


inversas = Funciones trigonométricas inversas 


Resumen de las reglas de derivación básicas " 


Esta sección comienza con una afirmación algo chocante: ninguna de las seis 
funciones trigonométricas admite inversa. Y es cierto, ya que las seis funcio- 
nes trigonométricas son periódicas y, en consecuancia, no inyectivas. En esta 


у= 8х 
Dominio: [-71/2, 7/2] 
Recorrido [1,1] 


y inversas. 


como 


FIGURA 5.37 
La función seno es inyectiva en [-7/2, 7/2]. 


sección analizaremos esas seis funciones para ver si podemos restringir su 
dominio de manera tal que, en ese dominio restringido, admitan ya funciones 


En el Ejemplo 4 de la Sección 5.3 vimos que la función seno es cre- 
ciente (у por tanto inyectiva) en el intervalo [—л/2, п/2] (véase Figura 5.37). 
En ese intervalo podemos definir la inversa de la función seno restringida 

y = агсѕеп х 51 y sólo si seny=x 


donde —1 < x < 1у-л/2 < arcsen x < 2/2. 


Bajo restricciones adecuadas, cada una de las seis funciones trigonométri- 
cas es inyectiva y admite inversa, como recoge la siguiente definición. 


430 Capítulo 5 Funciones logarítmicas, exponenciales y otras funciones trascendentes 


EXPLORACIÓN 


La función inversa de la secan- 
ѓе -En la anterior definición la 
función inversa de la secante se 
ha definido restringiendo el do- 
minio: де Ја función secante а 


los intervalos [о =) ы E _ o 
P Каи 


La mayoría de los libros с coinci- 
den enla: restricci \ 


calculadoras no dispo: 
función im de l 
¿Cómo : i 
función con la calculadora? - 


| Nota. El término «arcsen x» se lee «arco seno de х» o, en más detalle, «ángulo cuyo 
seno es х». Una notación alternativa para la función inversa del seno es «sen! х». 


La Figura 5.38 muestra las gráficas de las seis funciones trigonométricas 
inversas. 


O OF aresentx у= агосбвесх 


зун = же X ВЕУ ы е ЧЕНИНИН КИН E” x 
2 2 ш І 2 
Dominio: [-1, 1] Dominio: (-%,--1] U [l, 00) Dominio: (-%, о) 
Recorrido: [ -72/2, л/2] Recorrido: [-л/2, 0) U (0, 1/2] Recorrido: (1/2, 1/2) 
2 
Dominio: {-1, 1] Dominio: [-oo, --1] U И, ә) Dominio: (--00, 00) 
Recorrido: [0, л] Recorrido: [0, 7/2) U (7/2, л] Recorrido: (0, л) 


FIGURA 5.38 
Gráficas de las seis funciones trigonométricas inversas. 
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¡ Nota. Al evaluar funciones trigo- 
nométricas inversas recuerde que 
denotan ángulos medidos en ra- 
dianes. 
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EJEMPLO 1 Evaluación de las funciones trigonométricas inversas 


Evaluar: 


1 
a) arcsen (-) b) arccos 0 c) arctg З d) arcsen (0,3) 


Solución: 


а) Рог definición, y = агсѕеп (—3) implica que sen y = —3- En el intervalo 
[—л/2, 1/2] el valor correcto de y es —1/6. 


b) Por definición, у = arccos 0 implica que cos у = 0. En el intervalo [0, л] 
tenemos y = 1/2. 


T 
arccos 0 = — 
2 


c) Por definición, y = arctg B implica que tg y = 43. En el intervalo 
(—л/2, 1/2) tenemos y = 1/3. 


arctg WE = Н 


d) Usando la calculadora еп «modo radianes» se obtiene 


arcsen (0,3) = 0,3047 


Las funciones inversas tienen las propiedades 
FEDE y FUN) = х 


Al aplicar estas relaciones a las funciones trigonométricas inversas, debe tener- 
se en cuenta que las funciones trigonométricas tienen inversas sólo en los do- 
minios restringidos. Para valores de x fuera de esos dominios, esas dos propie- 
dades no son válidas. Así, агсѕеп (sen л) es 0, по л. 
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СЄ 


УІ? 
FIGURA 5.39 
у = агсѕер х. 
5 1 
ye 
2 


FIGURA 5.40 


5 
y = arcsec У. 
и 2 
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EJEMPLO 2 Usando las propiedades de inversas para resolver una ecuación 


л 
arctg (2х — 3) = 4 Ecuación original 
п 
tg [arctg (2х – 3)] = tg 4 Tomar tangentes en ambos lados 
2x-3=1 Aplicar la propiedad de inversa 
x=2 Despejar x 


Algunos problemas requieren evaluar expresiones del tipo cos (arcsen x), 
como ilustra el próximo ejemplo. 


EJEMPLO 3 Usando triángulos rectángulos 


a) Dada y = агсѕеп x, donde 0 < y < 1/2, hallar cos у. 
b) Dada y = arcsec (/5/2), hallar tg y. 
Solución: 


a) Como y = arcsen x, sabemos que sen y = x. Esta relación entre x e y puede 
representarse en un triángulo rectángulo, como indica la Figura 5.39, 


ady. 5 
cos y = cos (arcsen x) = Б = уу =х 
1 


(Este resultado es válido también para —л/2 < y < 0.) 
b) Usando el triángulo rectángulo de la Figura 5.40 se obtiene 


| e) op. 1 
tg y = tg | arcsec 2 = = 


ady. 2 


Derivadas de las funciones trigonométricas inversas 


En la Sección 5.1 vimos que la derivada de la función trascendente f(x) = In x 
es la función algebraica f'(x) = 1/x. Ahora veremos que las derivadas de las 
funciones trigonométricas inversas son también algebraicas (aunque las fun- 
ciones trigonométricas son trascendentes). 

El próximo teorema da la lista de las derivadas de las seis funciones trigo- 
nométricas inversas. Nótese que tres de ellas son las negativas de las otras tres. 


| Nota. No hay acuerdo universal sobre la definición de arcsec х (o de агссоѕес х) para 
valores negativos de x. Al definir el recorrido de la arcsec elegimos preservar la identi- 
dad de reciprocidad 


1 
arcsec x = arccos — 
xX 


Por ejemplo, para evaluar arcsec (-2) hacemos 
arcsec (-2) = arccos (-0,5) = 2,09 


Una de las consecuencias de la definición de la inversa de arcsec expuesta en el texto es 
que su gráfica tiene pendiente positiva en todo х de su dominio (Figura 5.38). Ello se 
refleja en el signo de valor absoluto en la fórmula de la derivada de arcsec x. 
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“Si u es una función derivab! 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


| o o 


== [arccosec иа = 
a те July = Lo 


Estas fórmulas se deducen por derivación implícita. Así, y = arcsen x, en- 
tonces sen у = х y (cos у)у = 1. (Véase Ejercicio 64.) 


EJEMPLO 4 Derivación de funciones trigonométricas inversas 


d 2 2 
a) — [агсѕеп (2x)] = = 
190 dispone dx ¿aloe bd 
función arcsec, pued з 
ner su gráfica usando E A] AA. 
a dx 1 +(3)2 149x% 
өзи ) _ [агсѕеп х/х] Ue | l 
А a с Nada > ыз 25 с. 
ах М 2 e 2 
2e?* 2e?* 2 


d 
d) — [arcsec e?*] = = = 
dx е2х Ney = 1 eta =>] Je” zaf 


El signo de valor absoluto no es necesario, porque e?* > 0. 


EJEMPLO 5 Una derivada que admite simplificación 


Derivar y = агсѕеп x+x./1- х2. 
Solución: 
y= | +a(3) 2090 12) "®+,/1—-х°? 
1 – х? 2 
= | Е жета" 


| Nota En el Ejemplo 5 se aprecia una de las ventajas de las funciones tri gonométricas 
inversas: pueden utilizarse para integrar funciones algebraicas comunes. Por ejemplo, 
del resultado de ese ejemplo se sigue que 


ГЫ 


1 
1-х? dx = 3 (arcsen x + x / 1 — х?) 


y 
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: Puntos de 
| inflexión 


FIGURA 5.41 
La gráfica de у = (arctg х)? tiene una asíntota 
horizontal en y = 224. 


FIGURA 5.42 
La cámara debe estar a 2,236 pies de la pared 
para hacer que el ángulo $ sea máximo. 
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EJEMPLO 6 Опа gráfica relacionada con una función inversa 
Analizar la gráfica de y = (arctg x)?. 


Solución: De la derivada 


1 
' = 2(агсї 
y azae a(r) 
_ 2 arctg х 


1 +x? 


deducimos que el único número crítico es x = 0. Por el criterio de la primera 
derivada, corresponde a un mínimo relativo. Y de la segunda derivada 


2 
, (1+ ol; г =) — (2 arctg x)(2x) 
y = 


(1 + 1? 
2(1 — 2x arctg x) 
+22) 
se sigue que los puntos de inflexión están en los х donde 2х arctg х = 1. Usando 


el método de Newton se ve que esos puntos son х = +0,765. Finalmente, de 
2 
л 
lím (arctg х)? == 
хә tE 4 
concluimos que la gráfica tiene a y = n?/4 como asíntota horizontal. La Figu- 
ra 5.41 muestra la gráfica. 


EJEMPLO 7 Haciendo máximo un ángulo 


Se está fotografiando de un cuadro de 4 pies de altura colgado en una pared de 
una galería de arte. La lente de la cámara está 1 pie bajo el extremo inferior del 
cuadro (Figura 5.42). ¿A qué distancia de la pared ha de colocarse la cámara 
para conseguir que el ángulo subtendido por el cuadro sea máximo? 


Solución: En la Figura 5.42, el ángulo f que deseamos maximizar cumple 
В= 0-а 


x 
= arcctg 5 — arcctg x 


Derivando obtenemos 


dB -1/5 Е 
dx 1+ 002/25) 1+2? 
-5 1 
Tas 1+х? 

4(5 = х?) 


COSINA + х2) 


Сото df/dx = 0 cuando х = J5. concluimos del criterio de la primera derivada 
que esa distancia hace máximo al ángulo $. Así pues, la distancia requerida es 
x = 2,236 pies y el ángulo máximo В = 0,7297 radianes = 41,81”. 
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Resumen de las reglas de derivación básicas 


En el siglo ХУП Europa se vió inmersa en la era científica por grandes pensado- 
res como Descartes, Galileo, Huygens, Newton y Kepler. Estos hombres creían 
en una naturaleza gobernada por leyes básicas, expresables en gran parte en 
términos matemáticos. Una de las publicaciones más influyentes de la época, 
el Diálogo dei massimi sistemi de Galileo Galilei, se ha convertido en una 
descripción clásica del pensamiento científico moderno. 

Conforme las Matemáticas se han ido desarrollando en los siglos posterio- 
res, se ha visto que unas pocas funciones elementales son suficientes como 
modelos de la mayoría (algunas funciones importantes usadas en Ciencia o en 
Ingeniería, como las funciones de Bessel o la función gamma, no son funciones 
elementales) de los fenómenos de la Física, la Química, la Biología, la Ingenie- 
ría, la Economía y otros muchos campos. Una función elemental es una fun- 
ción de la lista siguiente o que puede construirse con las que aparecen en ella 
mediante sumas, productos, cocientes o composiciones. 


Funciones algebraicas Funciones trascendentes 


Funciones polinómicas 
Funciones racionales 
Funciones con radicales 


Funciones logarítmicas 

Funciones exponenciales 
Funciones trigonométricas 
Funciones trigonométricas inversas 


Con las reglas de derivación introducidas hasta ahora en el texto es posible 
derivar todas las funciones elementales. Por conveniencia, resumimos esas re- 
glas aquí. 
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Ejercicios de la Sección 5.8 
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N Análisis numérico y gráfico En los Ejercicios 1 y 2, 


a) completar la tabla con ayuda de calculadora, b) represen- 
tar a mano los puntos de la tabla y la función, c) representar 
la función en la calculadora y comparar con el dibujo ante- 
rior, y d) hallar las intersecciones con los ejes y las simetrías 
de la gráfica. 


х -1 | -0,8 —0,6 —0,4 —0,2 
› | 
х 0 | 0,2 | 0,4 | 0,6 | 0,8 | 1 
ЖЕ ЖИ ШИШЕ ИИ 
1. у = агсѕеп x 2. у= агссоѕ х 


3. ¿Verdadero o falso? Decidir si esta afirmación es co- 
rrecta y explicar la respuesta: Como cos (-л/3) = 1. se 
sigue que arccos 4 = —л/3. 

4. Determinar las coordenadas que faltan en los puntos de 
la gráfica de la función. 


э Y artgx 


л 
2 


En los Ejercicios 5-12, evaluar la expresión sin calculadora. 


5. arcsen 3 6. агсѕеп 0 
7. arccos 3 8. arccos 0 
pan 
v3 
9. arctg 2 10. arcctg (1) 
11. агссоѕес EJD 12. arccos ES) 
2 


En los Ejercicios 13-16, usar la calculadora para aproximar 
la función trigonométrica inversa. Redondear la respuesta a 
dos decimales. 

13. arccos (-0,8) 14. агсѕеп (—0,39) 

15. arcsen 1,269 16. arctg (-3) 


17. Parapensar Explicar por qué tg л = 0 no implica que 
arctg 0 = л. 


› 18. Confirmar соп la calculadora que f(x) = sen x y g(x) = 


= arcsen x son funciones inversas (recordar que debe 
restringirse el dominio). 


En los Ejercicios 19-22, evaluar la expresión sin usar calcu- 
ladora. (Ayuda: Véase Ejemplo 3.) 


3 2 
19. a) sen (чае 5) 20. a) tg С Y) 
4 5 
b) sec | агсѕеп — b) cos | arcsen — 
5 13 


21. а) сїр Е (=) 22. a) sec [aro ()] 
2 5 
b) sosec | arct BEA b) t a y _5 
cosec | arctg 19 g | агсѕеп 6 


En los Ejercicios 23-30, escribir la expresión en forma alge- 
braica. 


23. cos (агсѕеп 2х) 24. sec (arctg Зх) 
25. sen (arcsec х) 26. cos (arcctg х) 
27. tg (чек 5) 28. sec [arcsen (x — 1)] 
х x-h 
29. соѕес | arctg 5 30. cos | агсѕеп 
2 ғ 


En los Ejercicios 31 у 32, representar en la calculadora f y g 
conjuntamente para comprobar que son iguales. Explicar la 
razón. Identificar sus asíntotas. 


31. РО) = sen (arctg 2х), 20) = к. Ио 
T 
( 5) 4-х? 
32. х) = tg | агссоѕ = |, gx) = 
2 х 


En los Ejercicios 33 у 34, verificar cada identidad. 


1 
33. а) arccosec х = агсѕеп —> |х| > 1 
xX 


loz 
b) arctgx+arctg===» x>0 
x 2 


34. а) агсѕеп (-x) = –агсѕеп x, |х| < 1 


b) arccos (=x) = п ~ arccos х, |x| < 1 


№ 


ЦУ 
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En los Ejercicios 35-38, dibujar la gráfica de la función a 
mano y comprobarla en la calculadora. 


35. f(x) = arcsen (х ~ 1) 36. f(x) = arctg x + 5 


37. f(x) = arcsec 2х 38. f(x) = arccos A 


En los Ejercicios 39-42, despejar x. 


39. агсѕеп (3x — л) = 4 40. arctg 2x = -1 


ел 
41. arcsen y 2x= агссоѕ J 42. arccos x = arcsec x 


En los Ejercicios 43-56, hallar la primera derivada de la fun- 
ción. 


43. уб) = 2 агсѕеп (х – 1) 44. f(x) = arcsen ? 


45. (х) = 3 arccos 5 46. f(x) = arcsec 2х 


47. f(x) = arctg ad 48. f(x) = arctg \/х 
а 


arcsen 3x 


49. f(x) = = =ч 50. A(x) = x arctg x 


51. A(t) = sen (arccos f) 


52. f(x) = агсѕеп x + arccos x 


l/l x+1 
53. у=—-{—-1п y + arctg x 


242 x- 
54. y=3(x /1- x? + агсѕеп х) 
55. y=xarcsenx+./1-— x? 


56. y=xarctg 2x — 4 In (1 + 4х2) 

Aproximaciones lineal y cuadrática En los Ejercicios 57 y 
58, usar derivación simbólica para hallar la aproximación li- 
neal 


PAS) = (a) + fax — a) 


y la aproximación cuadrática 
1 
Р(х) = f(a) + (а) — a) + ¿Í "(а)(х — а)? 


de la función fen x = a. Dibujar la función y sus dos aproxi- 
maciones. 


57. Р(х) = arcsen x 


а= } 


58. f(x) = arctg х 


а = |] 
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En los Ejercicios 59 y 60, encontrar los extremos relativos de 
la función. 


59. f(x) = arcsen x — x 60. f(x) = агсѕеп x — 2x 


61. Ritmo de cambio angular Еп un experimento sobre 
caída libre, se deja caer un objeto desde una altura de 
256 pies. Una cámara, situada en el suelo y distante 500 
pies del punto de impacto, toma imágenes de la caída. 
a) Hallar la función posición que describe la altura 
del objeto en cada instante 7, supuesto que se deja 
caer en г = 0. ¿En qué momento llega al suelo? 
b) Calcular el ritmo de cambio del ángulo de eleva- 
ción de la cámara cuando 1=1 y f=2, 


62. Ritmo de cambio angular Una cámara de televisión 
graba el despegue vertical de un cohete desde 750 me- 
tros del punto de lanzamiento. Sea 0 el ángulo de ele- 
vación del cohcte y s la distancia entre la cámara y el 
cohete. Expresar 0 como función de s. Derivar el resul- 
tado para hallar d0/dt en términos de s y de ds/dt. 


63. Demostrar que 


+ y 
— xy % ] 


x 
arctg x + arctg y = arctg | 
— ХУ 


Usar esa fórmula para probar que 


| | 
arctg — + arctg — = 
#5 £3 


AlIa 


64. Verificar las siguientes fórmulas de derivación. 


d w 
a) Л; [агсѕеп и] = e 
b) ү. [arctg и] = d > 
dx 1 +u” 
9 = ul 
c) T [arcsec и] = ue 
d) a [агссоѕ и] = ас. МР 
ах V! = и? 
e) a [агссір и] = E 2 
ах Il + и? 
l ОРЫ ОИ -и 
Р) ЕТ [агссоѕес и] = П) с 


65. Existencia de inversa Averiguar los valores de k 
para los que la función f(x) = kx + sen x tiene inversa. 
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Ae 66. Para pensar Representar en la calculadora 67. La pendiente de la gráfica de la inversa de la función 


Ро) =senx у gx) = агсѕеп (sen х) 


tangente es positiva para todo х. 


a) ¿Por qué la gráfica de g no es la recta y = x? 68. El recorrido de у = агсѕеп x es [0, л]. 
b) Hallar los extremos de g. 


¿Verdadero o falso? En los Ejercicios 67-70, decidir si la 


d 
69. de [arctg (tg x)] = 1 para todo x en el dominio. 
ax 


afirmación es correcta. Si no lo es, explicar por qué o exhibir 
у + 3 2 
un ejemplo que ponga de manifiesto su falsedad. 70. агсѕеп? x + arccos? х = 1. 


CONTENIDO 

Integrales que contienen funciones trigonométricas 
inversas 

Completar el cuadrado 

Resumen de reglas de integración básicas 


5.9 
Funciones trigonométricas inversas e integración 


Integrales que contienen funciones trigonométricas inversas 


Las derivadas de las seis funciones trigonométricas inversas se agrupan en 
pares. En cada par, la derivada de una es la negativa de la de la otra. 


1 
za [агсѕеп x] = 
dx 1- x? 
y 
d 1 
— [arccos x] = ~ 
dx =? 


Al hacer la lista de primitivas es suficiente una de cada par. Suele usarse arcsen x 
como primitiva de 1/,/1 — х? en lugar de -arccos x. El próximo teorema da 
una fórmula para la primitiva de cada una de las tres parejas. Su demostración 
se deja como ejercicio (véase Ejercicio 48). 


| Nota. Otra demostración de la parte 2 del Teorema 5.19 puede verse en el artículo «A 
Direct Proof of the Integral Formula for Arctangent» de Arnold J. Insel, en The College 
Mathematics Journal, mayo 1989. 
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EJEMPLO } Integrales que contienen funciones trigonométricas inversas 


= акеп 5 —+ С 


е 


b) |> -:| 3 dx А % 
u= эх, а= 
2 + 9x? (V2? + Gay ї 
l t a +C 
= —- arctg —= 
3/2 Ег 
| ах | 2 dx 
с) = =2х,а=3 
x./4x? — 9 2x, /Quy? — 3? 
1 | 2х| 
= — arcsec — +С 
3 3 


Las integrales del Ejemplo 1 son aplicaciones muy directas de las fórmulas 
de integración. Por desgracia, no es lo frecuente. Las fórmulas de integración 
que involucran funciones trigonométricas inversas suelen camuflarse de muy 
diversas formas. 


EJEMPLO 2 Integración por sustitución 


dx 
Hallar | ——— 
| 
Solución: Tal como está, la integral no se ajusta a ninguna de las tres fórmulas 
para las funciones trigonométricas inversas. Pero haciendo u = е“ se obtiene 


du du 
и=е* EED du=e dx Œ> dx=— = 
e и 
Con esa sustitución ya podemos integrar así: 
dx dx | 
= Escribir e** como (ех)? 
е?* ыс Nery j 
duju У 
= = Sustituir 
и” — 1 
du | 
= к эск Reescribir para que se aplique la regla del arcsec 
UN и 
lu! | 
= arcsec Ж +C Aplicar la regla del arcsec 


= arcsec е + C Deshacer la sustitución [7] 
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EJEMPLO 3  Reescribir como suma de dos cocientes 


2 
Hallar | E dx. 


4 - xy? 


Solución: Tampoco esta integral parece ajustarse a las fórmulas. Sin embargo, 
desdoblando el integrando en dos partes, la primera es integrable por la regla 
de las potencias y la segunda da una inversa del seno. 


x+2 d | х d +] 2 ү, 
———====@х= | ———ах -——===@х 
\/4— 2? /4 — x? 4 -x? 
1 1 
=-2 | (4-12) !'%(—2х)ах +2 [e 
2 /4-— x? 
_1 е. х 
= + 2 агсѕеп — + С 
NET 2 


—/4 = +2 arosen у +С O 


Completar el cuadrado 


Cuando hay funciones cuadráticas en el integrando, completar el cuadrado 
ayuda a resolver la integral. Por ejemplo, la función cuadrática x? + bx + с 
puede escribirse como diferencia de dos cuadrados sumando y restando (b/2)? 


py? Ь\2 Б\? px? 
x +bx+c=x + В+ {1 12) +eo=lx+*2) -[7] +c 
2 2 2 2 


EJEMPLO 4 Completar el cuadrado 


dx 
Hallar | —— 
x“—4Ax+/7 


Solución: Escribimos el denominador como suma de dos cuadrados. 
д2 - 4+7 = (х2 - 4+4) - 4+7 = (х - 2)2 +3 = и? +a? 


Ahora, hacemos и = х - 2 уа = WE 


dx dx 1 и Е 
== = arc 
Penri E ү д 
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FIGURA 5.43 
El área de la región acotada por la gráfica de f, el eje x 
y las rectas x = 3/2, x = 9/4 es 716, 


2 del Ejemplo 5 
el recurso d 
rica. A 
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51 el coeficiente dominante no es 1, conviene sacarlo factor común del 
cuadrado. Por ejemplo, se puede completar el cuadrado en 2x? — 8x + 10 como 
sigue 


2x? — 8x + 10 = 2022 — 4x + 5) 
=2Ux* -4x+4-4+5) 
= 2[(x - 2) + 1] 


Para completar el cuadrado cuando el coeficiente de x? es negativo, el mismo 
proceso de sacar factor común sirve. Así, se puede completar el cuadrado en 
Зх — х? como sigue: 


3x х? = —(у? – 31) 


-e 


EJEMPLO 5 Completar el cuadrado (coeficiente dominante negativo) 


Calcular el área de la región acotada por la gráfica de 


el eje x y las rectas х= З y x=2. 


Solución: En la Figura 5.43 vemos que el área viene dada por 


e Чч 
Área = | — dx 
3/2 1 /3x ~ х? 


Usando la forma con el cuadrado completado de antes se puede integrar: 


М dx | dx 
m/m das JOD- k- ODR 
= arcsen 1. 
3/2 3/2 


1 
= агсѕеп 5 —arcsen 0 
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Resumen de reglas de integración básicas 


Ya hemos completado la introducción de reglas básicas de integración. Si se 
quiere llegar a un uso eficaz de tales fórmulas resulta más que conveniente 
aprenderlas de memoria. 


Se aprende mucho comparando esta lista con la de las reglas de derivación 
de la sección anterior. Mientras disponemos ya de reglas de derivación sufi- 
cientes para derivar cualquier función elemental, la situación en lo que se re- 
fiere a la integración dista mucho de ese nivel. 

Las reglas recogidas en la lista de aquí arriba son esencialmente las que 
hemos podido deducir de las reglas de derivación. No hemos desarrollado reglas 
para integrar un producto o un cociente general, o la función logaritmo natural o 
las funciones trigonométricas inversas. Lo que es más importante, ninguna de las 
reglas de la lista es aplicable si no se logra construir el du apropiado correspon- 
diente a la u de la fórmula. La cuestión es que necesitamos trabajar más sobre 
técnicas de integración, cosa que haremos en el Capítulo 7. Tal vez los dos 
ejemplos próximos den una idea más clara de lo que se puede y de lo que no se 
puede hacer con las técnicas de que disponemos en este momento. 
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EJEMPLO 6 Comparación de problemas de integración 


Hallar las integrales que sea posible, de entre las que se proponen, mediante las 
técnicas estudiadas hasta ahora en este libro. 


) | ах b) хах ) | ах 

а A ышан Sei с = 
х/х? 1 y? — 1 Е 1 

Solución: 


a) Se puede integrar (se ajusta a la regla de la arcsec). 


dx 
———==== = arcsec |x| + С 
155 — 1 


b) Se puede integrar también (se adapta la regla de las potencias). 


=== l | оёр ona 


т ш 2 


_1 (х2 – py? 
[+0 
=./x2-1+C 


c) No se puede integrar con las técnicas de que disponemos. Verifique esta 
conclusión pasando revista a las fórmulas de nuestra lista. 


EJEMPLO 7 Comparación de problemas de integración 


Hallar las integrales que sea posible, de entre las que se proponen, mediante las 
técnicas estudiadas hasta ahora en este libro. 


4 lo xd 
a) | ss b) [ms с) [nas 
хах х 


Solución: 


a) Se puede integrar (se ajusta a la regla log). 


= ln |in x| + C 


b) Se puede integrar (la regla de las potencias es suficiente). 


| ы = [Ju x)! dx 
x x 


(In х)? 
2 


+C 


c) No se puede integrar con las técnicas de que disponemos. O 


| Nota, Hagamos constar que en los Ejemplos 6 y 7 son precisamente las funciones de 
aspecto más sencillo las que no somos capaces de integrar todavía. 
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En los Ejercicios 1-20, hallar la integral. 


van 1 3 1 
3 x 4 dx 
o 1+4х? д9 +2? 
5 | d. 6 l d 
. —==—— dx іх 
x А2 — 1 4+ (х= 1)? 
de] 
7. dx 


| 
| 
9. ==" 10. 
| 
| 


+16 
11 A dt 12 | 4 
: ? — dx 
1-4 xxt 4 
1%: М2 arcsen x i VVZ arccos x 
o 1—х° 0 1-х? 
2 х о х 
14. -> da 16 > ах 
112. ./1 =- x? E l+x 
е?* 2 1 
17. zk в. | — a 
4 + е^ 1 3 +(х ~ 2) 


5 sen x 
19. | 50 
aja 1 + COS” x 


En los Ejercicios 21-32, calcular la integral, completando el 
cuadrado cuando sea necesario. 


== 
|. +х) 


А ах ч dx 

21 5 22. а= з ы 
o х®—2х+2 оз X? + бх + 13 

2х 2x-5 

2з. | 24. | М 
хе + бх + 13 х^ + 2х +2 

25 | | d 26 | І 4 

А X . А. 
yx? — 4х yx? + 2х 

27 | а 28 | = ЕТ 

а KA A . туш X 
—х* -4x х? – 2х 

29 |, зайд 30 | l d 

Ж == S Б Xx 
2 yx х? (х= 1). /x? — 2x 

з. [== 32. | 2 ах 
х + 2x7 +2 9 + 8х2 — х“ 


Para pensar Еп los Ejercicios 33-36, determinar cuál de 
las integrales puede ser obtenida usando las reglas básicas 
estudiadas hasta ahora en el libro. 


1 l 
33. o f dx » | хак о Sw 
/1—х° 1-2 x / 1-22 
А 3 ИРТ 
34. а) fe dx b) pe dx c) E е! dx 
x 
x 
35. a) | х-14х b) |: х-14х с) | ах 
\/х—1 
зб йу |с. йу |с д ш 
. a x З 
1+х% úl 1+х* И 1+х* ч 


En los Ejercicios 37 y 38, hallar la integral mediante sustitu- 
ción. 


37. | e-3dt 


Campos de direcciones Ел los Ejercicios 39 y 40, se dan 
una ecuación diferencial, un punto y un campo de direccio- 
nes. Un campo de direcciones consta de segmentos rectos, 
con pendientes fijadas por la ecuación diferencial, que ofre- 
cen una visualización de sus soluciones. a) Dibujar dos solu- 
ciones aproximadas de la ecuación sobre el campo de direc- 
ciones, una de las cuales pase por el punto especificado. b) 
Hallar, por integración, la solución particular de la ecuación 
diferencial y representaria en la calculadora. Comparar el re- 
sultado con los dibujos del apartado a). 


38. [2а 


x+l 


40. 


En los Ejercicios 41 y 42, calcular el área de la región acota- 
da por las gráficas de las ecuaciones. 


1 
41. у= 


WA =0,x=1,x=3 
x2-2x+5 7 


у= 0, х= 0, х= 1 
4-2 


43. 


N 44, 


N 46, 


N 47], 


Ejercicios de la Sección 5.9 


Aproximación Determinar qué valor aproxima mejor 
el área de la región entre el eje x y la función 


B == 


en el intervalo [-0,5, 0,5]. (Basar la elección en un di- 
bujo de la región, no en cálculos.) 


a 4 b) -3 c) 1 d) 2 e) 3 


Aproximación Dibujar la región cuya área viene 


dada por la integral 
1 
| агсзеп x dx 


0 


y usar integración en la calculadora para aproximar su 
valor. 


a) Probar que 


b) Estimar el número л usando la regla de Simpson 
con л = бу la integral en a). 

c) Estimar el número л usando integración en la cal- 
culadora. 


Investigación Consideremos la función 


] x+2 2 
Fa) => а 
meg | +1 


х 


а) Dar una breve explicación escrita de F(x) соп rela- 
ción a 


2 


х* +1 


fœ) = 


Haciendo caso de tal explicación, estimar el valor 
de x donde F(x) es máxima. 

b) Efectuar la integración para hallar una forma alter- 
nativa de F(x). Localizar, usando el Cálculo, el va- 
lor de x que hace máxima a F(x) y compararlo con 
la estimación del apartado a). 


Consideremos la integral 


| l 

=== dx 

6x- х2 

a) Hallar la integral completando el cuadrado en el 
radical. 

b) Hallarla ahora haciendo la sustitución u= A 

c) Las primitivas obtenidas en a) y b) parecen muy 
diferentes. Representarles en la calculadora para 
ver la relación entre ellas. Determinar sus dominios. 


48. 


50. 
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Comprobar las siguientes fórmulas por derivación (a > 0). 


du и 
а) ——===—— = aresen ~ + С 
а®*-и а 


а 


b) du 1 i u Е. 
= – arctg — 
а+и? а Р 


1 |н | 
= — arcsec — + С 
a a 


6) | du 
u Ju? — а? 

Movimiento vertical Se lanza un objeto desde el sue- 

lo hacta arriba con velocidad inicial de 500 pies/s. En 

este ejercicio el objetivo es analizar su movimiento 
mientras asciende. 

a) Despreciando la resistencia del aire, expresar la 
velocidad en función del tiempo. Representar esta 
función en la calculadora. 

b) Usando el resultado del apartado a), hallar la fun- 
ción posición y calcular la altura máxima alcanza- 
da por el objeto. 

c) Sila resistencia del aire fuese proporcional al cua- 
drado de la velocidad, el movimiento seguiría la 
ecuación 

dv 

— = (32 + ku?) 

dt 
donde -32 pies/s? es la aceleración de la gravedad 
y К una constante. Hallar la velocidad en función 
del tiempo resolviendo la ecuación 


dv 
туе = -| а 
= | 


d) Representar еп la calculadora la función velocidad 
del punto с) (т) si k = 0,001. Usar la gráfica para 
estimar el instante ғо en el que se alcanza la máxi- 
ma altura. 

е) Usar integración en la calculadora para aproximar 


el valor de 
La 
| v(t) йй 
0 


donde (г) y to son los obtenidos en d). Ésta es la 
estimación de la máxima altura del objeto. 

J) Explicar la diferencia entre los resultados de b) y 
los de e). 


PARA MÁS INFORMACIÓN Véase el artículo 
«What Goes Up Must Come Down; Will Air 
Resistance Make It Return Sooner, or Later?» 

de John Lekner, en Mathematics Magazine, 

enero 1982. 


Representar y; = | 5° Y2 = arctg x, € уз = хеп 
+x 


[0, 10]. Probar que | = < arctg х < x para x > 0. 
+ 


х2 
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5.10 


CONTENIDO = 1#] Funciones hiperbólicas 

Funciones hiperbólicas = 

Derivación e integración de funciones hiperbólicas = 
Funciones hiperbólicas inversas = Funciones hiperbólicas 
Derivación e integración de funciones hiperbólicas 
inversas " En esta sección estudiaremos brevemente una clase de funciones exponencia- 

les especial, las llamadas funciones hiperbólicas. Esta denominación proviene 
de la comparación entre el área de una región circular (Figura 5.44) y la de una 
región hiperbólica (Figura 5.45). La integral que da el área del semicírculo 
contiene una función trigonométrica (circular) inversa: 


1 


1 1 
| ¡a | JT + arsen | => а 1,571 


-1 -1 


La integral que da el área de la región hiperbólica contiene una función hiper- 
bólica inversa: 


1 


1 1 

ES | ta Teta] zx 2,296 
SS OS, | -1 2 -1 

JOHANN рет MBERT Ésta es una de las muchas analogías existentes entre las funciones hiperbólicas 

gie ЧЕ no y las trigonométricas. 
Johano Heinrich Lambert, ип... 
matemático germano-suizo y colega.de .. | 
Euler, fue el primero.en publicar ún | 
tratado acerca de las funciones. 24 
hiperbólicas. pl | 

| ya ME 


cc A 


FIGURA 5,44 FIGURA 5.45 
Círculo: 2 + y?=1, Hipérbola: 22 + y? = 1, 


PARA MÁS INFORMACIÓN 
Véase el artículo «An Introduction 
to Hyperbolic Functions in 
Elementary Calculus» de Jerome 
Rosenthal, en Mathematics 
Teacher, abril 1986. 


| Ма. sh x se lee «seno hiperbólico de x», ch x se lee «coseno hiperbólico de x», etc. 
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La Figura 5.46 muestra las gráficas de las seis funciones hiperbólicas, así 
como sus dominios y recorridos. Nótese que las gráficas de sh x y ch x se 
pueden obtener sumando las funciones exponenciales f(x) = e” y g(1)=)e"*. 


da po 
2 A | 
Ei 
{ 
| 
] 


-2 “2 
Dominio: { х, ә) Dominio: (o, œ) Dominio: (х, о) 
Recorrido: (00, со) Recorrido: [1, œ) Recorrido: ( 1, 1) 
sgh ¿E 
ы += 
Ai + os | = 
1 -2 1 И 1 2 
Е 1 4- ах 
Dominio: (ә, 0) U (0, оо) Dominio: (- о, оо) Dominio: (ә, 0) U (0, ©) 
Recorrido: (9, 0) U (0, со) Recorrido: (0, 1] Recorrido: (о, 1) U (1, œ) 
FIGURA 5.46 


Gráficas de las seis funciones hiperbólicas. 


Muchas identidades trigonométricas tienen sus correspondientes identida- 
des hiperbólicas. Por ejemplo, 


eFt? ete 


PARA MÁS INFORMACIÓN 

Véase el artículo «A Short Proof 4 
Linking the Hyperbolic and => 
Geometric Functions» de Michael 4 
J. Seery, en AMATYC Review, = | 


volumen 15, n.* 2. y 
X o a d pr + p` xX 
2shxchx=2 £ £ Š ° 
2 2. 


li 
n 
мш 
м 
“ 
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hs у= сано 
a shi- y) = sh x ch y ch x sh y 
| «б (к+ у) =ch x ch y + sh sh y 


Derivación e integra ión de funciones hiperbólicas 


Puesto que las funci: nes hiperbólicas se expresan mediante er y e *,es fácil 
obtener reglas de der'vación para ellas. El próximo teorema presenta una lista 
de esas reglas junto соп las correspondientes reglas de integración. 


TEOREMA 5.20: DERIVADAS E INTEGRALES DE LAS FUNCIONES HIPERBÓLIC AS 
Si u es una función derivable dex, a С 
E 2 in ul (ии E б 
E [ch и] ч w Hidu sch u+ e ? 
dx: chu +C 


a | 
z [th u] = (sech? wi [зае и гй = = th u+ -C 


o 


| set u th udu = sech u + C 


esch u coth иди = —csch u + С 


Demostración: 
d d Ci aX х х 
— [sh х] = å E = = =Cch x 
dx dx 2. 2 
d d | shx ch x(ch х) — sh x(sh х) 
— Ith x] = = > 
dx dx | ch x ch^ х 
1 2 
= —-— = sech” х 
chf х 


En los Ejercicios 83 y 87 se pide la demostración de las demás. 


Ра 


К 
> 
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Лу (куех 


FIGURA 5.47 


700) <0, luego (0, -1) es un máximo relativo, 


0, así que (1, -sh 1) es un mínimo relativo. 


FIGURA 5.48 
Catenaria. 
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EJEMPLO 1 _ Derivación de funciones hiperbólicas 


а) 2 [sh (х2 — 3)] = 2x ch (x? – 3) 
dx 


å sh. 
Б) ghh 


d 
С) —[xshx-chx]=xchx+shx-shx=xchx 
e 


EJEMPLO 2 Localización de extremos relativos 


Localizar los extremos relativos de f(x) = (x – 1) ch x ~ sh x. 
Solución: Comenzamos igualando a cero la derivada de Í. 


FO) =(G-lshx+chx-chx=0 
(х= 1) 83а х= 0 


Así pues, los números críticos son х = 1 ух = 0. Con el criterio de la segunda 
derivada es fácil comprobar que en (0, —1) hay un máximo relativo y en (1, -sh 1) 
un mínimo relativo, como muestra la Figura 5.47. Confirme este resultado con la 
calculadora. Si no dispone en ella de las funciones hiperbólicas, utilice exponen- 
ciales así: 


FO) = (х – о) +е х) – > (е – ех) 


х 


1 _ И Za 
o Eae tere *—е*+е*у 


1 
= > (хе* + хех ~ 2е*) 


Cuando un cable flexible uniforme, como un hilo telefónico, está suspendi- 
do de dos soportes, adopta la forma de una саѓепагіа, que se estudia en el 
Ejempo 3. 


EJEMPLO 3 Cables colgantes 


Los cables de un tendido eléctrico están suspendidos entre dos torres, forman- 
do la catenaria que muestra la Figura 5.48, de ecuación 


х 
y=ach- 
a 


La distancia entre las dos torres es 2b. Calcular la pendiente de la catenaria en 
el punto de sujeción del cable en la torre de la derecha. 
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Solución: Derivando se ve que 


1 
y =a( ¿Jai 
a a a 
En el punto (b, a ch (b/a)), la pendiente (por la izquierda) viene dada por 


m= sh- 
a 


EJEMPLO 4 Integración de una función hiperbólica 


1 
E 2x sh? 2x dx = 2 | (sh 2х)2(2 ch 2x) dx u = sh 2x 


Е 1 E Ы mn 
2 3 


sh? 2x 
6 


+C 


Funciones hiperbólicas inversas 


A diferencia de las trigonométricas, las funciones hiperbólicas no son periódi- 
cas. De hecho, volviendo a la Figura 5.46 se ve que cuatro de las seis son 
inyectivas (el seno, la tangente, la cosecante y la cotangente hiperbólicas). El 
Teorema 5.7 afirma que esas cuatro admiten inversas. Las otras dos son inyec- 
tivas si se restringe su dominio a los números reales positivos, de modo que en 
este dominio restringido ya admiten función inversa. Como las funciones hi- 
perbólicas se definen en términos de las exponenciales, no es de extrañar que 
las funciones hiperbólicas inversas puedan expresarse en términos de funcio- 


nes logarítmicas, como indica el Teorema 5.21. 


Sección 5.10 


Funciones hiperbólicas 451 


Demostración La demostración es una aplicación directa de las propiedades de 
las funciones exponenciales y logarítmicas. Por ejemplo, si 


X TE 


Го) = sh x= EE y а(х) =In(x+./x? +1) 


podemos ver que f(e) = х y g(f00)) = x, lo cual implica que g es la 
inversa de f. |] 


Gráficas de da función tangente hiperbóli 


3 суш! 


ТРИЕ и. 
р 


2 + 
вее 
Dominio: [l, o) Recorrido: [0, оо) 


y 
3 
2 


ПЕ ИИ 


3 -2 -l 


l Т 
+ 


| 


2 
3+ 


Dominio: (0, 1] Recorrido: [0, ©) 


Dominio: (ә, --1) U (1, œ) Recorrido: (~œ, 0) U (0, œ) 


Las gráficas de las funciones hiperbólicas inversas se muestran en la Figura 5.50. 
y 
A 


[7 


t 
i 
[ 
i 
П 
i 
i 
i 
П 


3 

у. 
| 
| 


Dominio: { %, о) Recorrido: (œ, ә) 


ра р 


2 3 


h 
П 
П 
i 
T 
' 
П 
П 
! 
! 
i 
t 
П 
! 
! 
! 


Dominio: (—%, 0) О (0, оо) Recorrido: (оо, 0) U (0, ©) 


FIGURA 5.50 
Gráficas de las seis funciones hiperbólicas inversas. 
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Persona 
ovo 


Muelle 
у= 20 sech q ҮДТ! 


FIGURA 5.51 
Una persona debe caminar 41,27 pies para acercar 
el bote a 5 pies del muelle. 


Funciones Jogarítmicas, exponenciales y otras funciones trascendentes 


Con la inversa de la secante hiperbólica se puede definir la curva tractriz о 
curva de persecución, que aparece en el próximo ejemplo. 


EJEMPLO 5 Una tractriz 


Alguien está arrastrando un bote tirando de él con una cuerda (Figura 5.51). 
Mientras camina por el muelle, el bote recorre una tractriz de ecuación 


cs 
y=asech ®——{ү/а%*—х 
a 


donde a es la longitud de la cuerda. Si a = 20, hallar la distancia que debe 
caminar la persona para llevar el bote a 5 pies del muelle. 


Solución: Еп la Figura 5.51 vemos que la distancia recorrida por la persona es 


y =y+./20? - х2 = (20 sech“! -./20? - Y) +./20? — х? 


= 20 весһ^! —- 
20 


Cuando x = 5, esta distancia es 


3 1 1 — (1/4)? 
Ту A 


1/4 


= 20 In (4 + 4/15) 


x 41,27 pies 


Derivación e integración de funciones hiperbólicas inversas 


Las derivadas de las funciones hiperbólicas inversas, que recuerdan las de las 
funciones trigonométricas inversas, se recogen en el Teorema 5.22, junto con 
las correspondientes fórmulas de integración (en forma logarítmica). Puede 
comprobarse cada una de ellas aplicando las definiciones logarítmicas de las 
funciones hiperbólicas inversas. (Véanse Ejercicios 84-86.) 


TEOREMA 5.22 


Si u es una función derivable de x, 


Я 


DERIVACIÓN E INTEGRACIÓN RELATIVAS A FUNCIONES HIPERBÓLICAS INVERSAS 


d а и 
— [saul = =з 


а ; 
[tht u]= 
ах! u] 


£ [secht u] = 


| Е 


иу E 
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EJEMPLO 6 Más sobre la tractriz 


Para la tractriz del Ejemplo 5, probar que el bote está siempre apuntando hacia 
la persona que tira de él. 


Solución: En un punto (x, y) de la tractriz la pendiente de la gráfica da la direc- 
ción del bote, como se ve en la Figura 5.51. 


d 
E sech”! Р 4/20? | 
x 


р (э) ыл тилу |- G) lu) 


20? 
a 207- х2 P = х2 
_ 20? — x? 

X 


Y en esa misma figura se constata que la pendiente del segmento que une 
(0, yı) con (x, y) es también m = (-,/20* — x?)/x. Así pues, el bote apunta 
hacia la persona en todo momento. (Por esa razón se llama curva de persecu- 
ción a la tractriz.) 


EJEMPLO 7 Integración usando funciones hiperbólicas inversas 


dx 
Evaluar | ——===—-. 
| x./4 — 9х? 
Sea a = 2 y u = 3x 
3 dx | du 


dx 
|> Га 9x2 | (Зх), /4 — 9х2 


Solución: 


Tyra 2 
иу а-и 


1. 2+ ,/4 9х2 Er 
In O ES 


2 [3x] a lu] 


EJEMPLO 8 Integración usando funciones hiperbólicas inversas 


dx 
Evaluar | ——- 
5 — 4x? 


Solución: Sea a = 1/5 ун=2х 


| dx _1 24х du 
5-40 2 ! е - (2x)? | ЕА. 
tn [YE + Ec 
E Eg ] 


па 
Ее ve 


„5 +2]. 


J5- бу 
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En los Ejercicios 1-6, calcular el valor indicado. Si el valor 
no es un número racional, dar la respuesta con tres decimales 
correctos. 


1. а) sh3 2. а) ch0 
by th(-2) b) sech 1 

3. а) csch (in 2) 4. а) sh 0 
by coh (ln 5) b) mo 

5. а) сһ!2 6. а) сзсһ 12 
b) sech“! 2 b) соф! 3 


En los Ejercicios 7-12, verificar la identidad. 


7. th? х + sech? x= 1 


1 + ch 2х 
2 


8. сһ2 х= 


9. sh(x+y)=shxch y + ch xsh y 
10. sh2x=2shxchx 
11. sh3x=3shx+4sh*x 


Xx+ 
12. chx+chy=2 ch a 


En los Ejercicios 13 y 14, usar el valor de la función hiperbó- 
lica dada para hallar el de las demás. 


13. 5 х= 3, chx= ‚ thx= ‚ сес х= 2, 
sech х = ‚ cothx= 

14. shx= сх = х= 2, esch х= ш, 
sech х = ‚ cothx= 


En los Ejercicios 15-28, calcular la derivada de la función. 


15. y=sh(l - х2) 16. y= coth 3x 

17. f(x) = ln (sh x) 18. g(x)= In (ch х) 

19. у= а С 5) 20. y=xshx-chx 
1 х 

21. Ах) =-sh2x-- 22. h(t)=1- coth t 
4 2 

23. f(t) = arctg (sh 1) 24. fa) = е" 

25. g(x) = х" 26. g(x) = sech? 3x 

27. у= (ch x- sh x)? 28. у = sech (х + 1) 


PS En los Ejercicios 29 y 30, hallar los extremos relativos de la 


función y confirmar los resultados en la calculadora median- 
te una gráfica. 


29. f(x)= sen x shx- cos xchx, -4 <x<4 


30. f(x)=xch(x-1}-sh (x- 1) 


>” En los Ejercicios 31 y 32, representar la función en la calcu- 


ladora y aproximar sus extremos relativos. 
31. g(x) = х sech х 32. х) = 2 х - х 


En los Ejercicios 33 y 34, probar que la función satisface la 
ecuación diferencial. 


Función Ecuación diferencial 
33. y=ashx у-у = 0 
34. у= асһ х y -y=0 


PE Aproximación lineal y cuadrática Еп los Ejercicios 35 y 36, 


usar derivación simbólica para hallar la aproximación lineal 
Р(х) = fla) + (а)(х — a) 


y la aproximación cuadrática 
1 
Pala) = f(a) + Playa — а) + 5/ Фе - а)? 


а la función en х = а. Representar еп la calculadora la fun- 
ción y las dos aproximaciones. 


35. (х) = 1х 36. Ро) = сх 


а= 1 а= 0 


En los Ejercicios 37-52, hallar la integral. 


37. sh (1 – 2x) dx 


38. e 
\/х 

sh x 

1+sh?x 


| 
= | 
ү | 


39. |ch?(x-1)sh(x-1)dx 40. 


43. x eE а 44. sech? x th хах 


45. 


47. 


49, 


51. 


Ejercicios de la Sección 5.10 


fesch (1 th (1 
се Гл) (а dx 46 | x dx 
x 

| e 1 

| 5 х 48. | ах 
Јо 25=x о 4/25 – х? 
Me 50 [= d 

е Sa 

Jo /1-4x? x/1l+ 4x? 


En los Ejercicios 53-60, hallar la derivada de la función. 


53. y=ch ? (3х) 
x 

54. у= 17! 

А 2 
55, y=sh ! (tg х) 
56. y=sech"! (cos 2х), 0 <х<л/4 
57. y=coth"! (sen 2х) 
58. y=(csch ?! xy? 
59, y=2xsh !(2х)— 4/1 +4х? 
60. у= х 'x+In,/1-=x? 
Tractriz En los Ejercicios 61 у 62, usar la ecuación de la 


| Е: 
tractriz у = а sech™! = – 4а? — x°, а > 0. 
а 


62. 


Hallar dy/dx. 


Sea L la recta tangente a la tractriz en el punto Р. Si L 
corta al eje y en el punto O, probar que la distancia 
entre Ру Q es a. 


En los Ejercicios 63-70, hallar la integral indefinida usando 
las fórmulas del Teorema 5.22. 


65, 


67. 


69. 


ех 
64. | ТЕРЕ dx 


1 P 
| = ах 66. | MR dx 
YA LR V! + хэ 
-1 d 
| 5 dx 68. | =P 
4x = х (1-1) x -2x+2 
1 dx 
dx 70. | 
== (х+10),/2х2 + 4+8 
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En los Ejercicios 71-74, resolver la ecuación diferencial. 


71. 


72. 


73. 


74. 


dy _ 1 

de вова 1602 

ау 1 

de ажа 
dy _ x? – 21х 


ах 5+ 45-х? 


ду 1-2х 


de 45-2 


En los Ejercicios 75-78, calcular el área de la región acotada 
por las gráficas de las ecuaciones. 


75. 


76. 


77. 


78. 


79. 


№ 80. 


x 
Paredz y=0, x= —4,x=4 


y=th2x, y=0,x=2 
A 
Ес 
6 
а у= 0, х= 3, х= 5 
Reacciones químicas Los productos A у В se combi- 


nan en razón За 1 para formar un compuesto. La canti- 
dad x de compuesto producida en el instante £ es pro- 
porcional a las cantidades que quedan sin transformar 
de A y B en la solución. Así pues, si se mezclan 3 kg de 
A con 2 kg de B, se tiene 


dx 3x х 3k 
=k13 2- = (х2 ~ 12x + 32) 
dt 4 4 16 


Si en 10 minutos se ha formado 1 kg del compuesto, 
calcular la cantidad formada en 20 minutos, resolvien- 
do la integral 


3k dx 
—dt= | —— 
| 16 [= 12x + 32 


Movimiento vertical Un objeto se deja caer desde 

una altura de 400 pies. 

a) Expresar su velocidad en función del tiempo (des- 
preciando la resistencia del aire). 

b) Hallar la función posición, utilizando el resultado 
de a). 
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c) Si la resistencia del aire es proporcional al cuadra- En los Ejercicios 83-87, verificar la fórmula de derivación. 
do de la velocidad, entonces 
вз. L ch x]=sh аа 
«e — [CN Х| = 8) x . — [sec Ааа 
dv dx dx —х? 
T L32 + ko? /1-х 
К Н ТР 
85. — [ch ' x]= 86. [sht х] = 
ах х2 1 dx х?+1 


donde —32 pies/s? es la aceleración de la gravedad 
y k una constante. Probar que la velocidad v es, 
como función del tiempo, 


d 
87. T [sech x] = -sech x th x 


ax 


v=- | = (4/3260) 


afectuando la siguiente integración y simplifican- 
do el resultado: 


dv 
=—— =-| аі 
32 — ku? 


d) Usando el resultado de с), calcular lím 00 e 
interpretarlo. көз 

e) Integrar la función velocidad del apartado с) y ha- 
Паг la posición s de un objeto en función de т. Re- 
presentar en la calculadora la función posición 
para k= 0,01 y la función posición del punto b) en 
la misma pantalla. Estimar el tiempo adicional re- 
querido para que el objeto alcance el suelo, cuan- 
do se tiene en cuenta la resistencia del aire. 


81. Redacción Describa qué cree que sucedería si se 
aumentara el valor de k en el ejercicio anterior. A con- 
tinuación, compruebe su opinión con un valor concreto 
de k. 


82. Demostrar que arctg (sh х) = arcsen (th x). 


Ejercicios de repaso del Capítulo 5 


En los Ejercicios 1 y 2, esbozar la gráfica de f a mano e En los Ejercicios 5 y 6, escribir la expresión como el logarit- 
identificar sus asíntotas. mo de una única cantidad. 
1. foO=Inx+3 2. /(х)=1п(х-3) 5. In3+3Ih(4-13%)-Inx 


ЖОКТУ; ; 6.-3[шх-2ш(х^+1)]+21п5 
En los Ejercicios 3 y 4, usar las propiedades de los, logarit- 


mos para escribir la expresión como una suma, diferencia y/o 


áltiplo de | it ¿Verdadero o falso? En los Ejercicios 7 y 8, discutir si el 
múltiplo de logaritmos. 


enunciado es correcto o no. 


йы 4x? — | 4. In[& + 006 1) 7. El dominio de f(x) = In x es toda la recta real. 


8. Іа (х+у) = 1ах+1һу 
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En los Ejercicios 9 y 10, despejar x. 
9. In,/x+1=2 10. х + 1 (х 3) = 0 
En los Ejercicios 11-18, hallar Ја derivada de la función. 


x(x — 1) 
х- 2 


14. FO = In [х(х2 z 2)23] 


1 
15, у=— | ln (a + bx) + $ 
b a + bx 


Lg) = In yx 12. м) = п 


13. Хо) = хуа х 


1 
16. у= pi [а + bx — a ln (a + bx)] 


1 a+bx 1 b a+bx 
17. у=—-1п J + n 
a х ах а x 


En los Ejercicios 19-26, hallar la integral. 


19, 


1 
7х ~ 


| dx 
21 E dx 22. La 
| de 


1 + соѕ х 


23. 


2 
а +] 
i 


СК) л/4 л 
25, | sec 040 26. | tg G - г) ах 
0 o 4 


En los Ejercicios 27-34, a) hallar la inversa de f, b) represen- 
tar en la calculadora f y / 1 en una misma pantalla, y 


с) comprobar que f7 (х) = РОР 0) = x. 


27. Р) = іх -3 28. Рх) = 5х-7 

29. f(0)=y/x+ 1 30. у(х) = 5+2 
з= 1 32. р) = 2-5, х > 0 
33. Ро) = уух 34. Ро) = ех 


En los Ejercicios 35-38, dibujar a mano la gráfica de la fun- 
ción. 
35. y=e 0? 


37, h(x) = —3 arcsen 2x 


36. р(х) = 6(27*) 

38. f(x) = 2 arctg (х + 3) 
En los Ejercicios 39 y 40, evaluar la expresión sin usar la 
calculadora. (Ayuda: Dibujar un triángulo rectángulo.) 

39. а) sen (arcsen 1) 40. а) tg (агссір 2) 

b) cos (arcsec 4/5) 


b) cos (агсѕеп $) 
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En los Ejercicios 41-58, hallar la derivada de la función. 


ех 


41. Ро) = In (е7) 4. а) = т 
43. ep) = 12е! 44. М) = е2 

45. у= e” + ег 2% 46. у= 2+! 

47. Рох) =3 1 48. Р(х) = (4e) 

49. g(x) = 2 50. f(0)= ; КЕ 
51. у= tg (arcsen х) 52. у= arctg (х2 – 1) 
53, у= x arcsec х 54. у= } агсів e?* 
55. у = x(arcsen х)? – 2x + 2,/1 — x? агсѕеп х 

56. у= /x?*- 4-2 arcsec (5/2), 2<x<4 

57. y=2x-ch,/x 58. у= х7! 2x 


En los Ejercicios 59 у 60, hallar dy/dx por derivación implí- 
cita. 


59. ylInx+y?=0 60. cos х2 = хе” 


61. Para pensar Supuesta a constante, hallar la derivada 
de cada función. 
а) у=х, b) y=a, с) y=x, d) у= 
62. Interés compuesto ¿Qué capital hay que invertir al 
7 por 100 de interés compuesto continuamente para 
que al cabo de 15 años el balance final sea $10.000? 


63. Interés compuesto Un depósito a una tasa del r por 
100 de interés compuesto continuamente dobla su va- 
lor en 10 años. Calcular r. 


бе 64. Вито de ascensión El tiempo г, en minutos, que tarda 


un pequeño avión en subir hasta una altura de А pies es 


18.000 


O е с 

donde 18.000 es el tope de altitud del aparato. 

a) Determinar el dominio de la función apropiado al 
contexto del problema. 

b) Representar en la calculadora la función e identifi- 
car sus asíntotas. 

c) Cuando el avión se acerca a su techo tope, ¿qué 
puede decirse del tiempo que necesita para as- 
cender? 

d) ¿En qué instante está creciendo la altitud a ritmo 
máximo? 
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En los Ejercicios 65-80, hallar la integral. 


е\!х 
66. [= 7 Ях 


ах 68. 


2х 


etl dx 


dx 70. 


71. 


16 +x? 


75. dx 76. 


A 


агсѕел х 


77. 78. 


| ¡== 
| E 
73. [¿G« м. qua 
| li 
| 25 
| 


Шо 


79. ах 80. е sech? х? dx 


En los Ejercicios 81 y 82, calcular el área de la región acota- 
da por las gráficas de las ecuaciones. 


82. y= -5 
х +1 


у= 0, х= 0, х= 1 


En los Ejercicios 83-88, resolver la ecuación diferencial. 


dy х? +3 d ¿7 2x 
83. е? 84. == 
dx x dx 14+e 
85. ү -– 20у = 0 86. у – е? ѕепх = 0 
87. dy 2 х? + у? Ка; ау _ 3(х + y) 
dx 2xy dx x 


89. Usar la ecuación diferencial у = 4/1 — y? y el campo de 
direcciones de la figura para responder las cuestiones. 


90. 


Pu 91, 


92. 


93, 


94. 


95. 
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a) Dibujar varias curvas solución sobre el campo de 
direcciones. 

b) ¿Cuándo es máximo el ritmo de cambio de la solu- 
ción? ¿Cuándo es mínimo? 

c) Hallar la solución general de la ecuación diferen- 
cial. Comparar el resultado con las curvas trazadas 
en el apartado a). 


Demostrar que y = ех(а cos Зх + b sen Зх) satisface la 
ecuación diferencial y” — 2у + 10y = 0. 


Hallar las trayectorias ortogonales a la familia (x — С)? + 
+ y? = С? y representar varios miembros de cada fami- 
lia en la calculadora. 


Presión atmosférica Bajo condiciones ideales, la 
presión del aire decrece continuamente con la altura 
sobre el nivel del mar a un ritmo proporcional a la pre- 
sión en esa altura. Si el barómetro mide 30 pulgadas al 
nivel del mar y 15 pulgadas a 18.000 pies, ¿cuál es la 
presión a 35.000 pies? 


Probabilidad Se toman al azar dos números entre O y 
10. La probabilidad de que su producto sea menor que 
n(0 <и < 100) es 


1 оол 
= —į|n+ — dx 
100 "о X 


a) ¿Qué probabilidad tiene el producto de ser menor 
que 25? 
b) ¿Y menor que 50? 


Movimiento vertical Supongamos que un objeto en- 
cuentra al caer una resistencia del aire proporcional a su 
velocidad. Si la aceleración de la gravedad es -9,8 m/s?, 
el cambio neto de la velocidad es 


dv 
— = kv — 9,8 
dt 


a) Expresar la velocidad como función del tiempo si 
la velocidad inicial es vo. 

b) Usando el resultado de a), hallar el límite de la 
velocidad cuando / tiende a infinito. 

c) Integrar la función velocidad encontrada en a) 
para hallar la función posición s. 


Movimiento armónico Un peso de masa m está suje- 
to al extremo de un muelle que oscila con movimiento 
armónico simple (véase figura en la página siguiente). 
Según la ley de Hooke, 


| dy | Е 
= di 
/А? 26 у? J m 


96. 
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donde A es el desplazamiento máximo, г el tiempo y k 
una constante. Expresar y en función de £, supuesto y = 0 
епі = 0. 


Un modelo matemático Los pares ordenados (t, P) 
dan la población P (en millones) de EE.UU. entre los 
años 1850 y 1990, donde г es el tiempo en años, con г = 0 
correspondiendo a 1900. (Fuente: U.S. Bureau of Cen- 
sus.) 


(50, 23,2), (-40, 31,4), (30, 39,8), (20, 50,2), 
(10, 62,9), (0, 76,0), (10, 92,0), (20, 105,7), 
(30, 122,8), (40, 131,7), (50, 150,7), (60, 178,5), 
(70, 203,3), (80, 226,5), (90, 248,7) 


a) Usar regresión en la calculadora para ajustar los 
siguientes modelos a esos datos: 


Lineal: y=at+b 
Cuadrático:. у= а? +bt+c 
Exponencial: y = ab' 


97. 
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b) Representar en la calculadora los datos y los mo- 
delos. 

c) Evaluar cada modelo y su ritmos de crecimiento 
para el año 1998. ¿Qué modelo parece más razo- 
nable? 


Ahorro de combustible Un cierto automóvil hace 

28 millas por galón de gasolina cuando viaja a veloci- 

dades inferiores a 50 millas/h. Por encima de esa velo- 

cidad, el número de millas por galón desciende un 

12 por 100 por cada 10 millas/h. 

a) Sises la velocidad e y el número de millas por 
galón, expresar y como función de s resolviendo la 
ecuación diferencial 


D 0012 
a ae 


s>50 


b) Usar la función del apartado a) para completar la 
tabla. 


Velocidad 
Millas por galón 


MOTIVACIÓN DEL CAPÍTULO 


(16, 389) (0, 389) 


(-16, 244) 


(59, о) 


ж 


40 80 
(-16, 0) 


Sección de la presa 
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Construcción de una presa 


Las presas se proyectaron al principio para asegurar reservas de agua en las 
épocas de sequía. Conforme los conocimientos técnicos han progresado, han 
sido dedicadas a otros menesteres, tales como formación de lagos de recreo, 
saltos generadores de energía o previsión de riadas. Junto con esos beneficios, 
una presa puede implicar daños ecológicos y obliga a recolocar a las personas e 
incluso la fauna de la zona. Asimismo, una presa de construcción deficiente 
supone un riesgo de catástrofe para la región de su entorno. 

Uno de los diseños empleados en la construcción de presas es la presa de 
arco. Suele utilizarse en cañones estrechos y se curva hacia el agua que contie- 
ne. La fuerza del agua presiona las paredes de la presa contra el cañón, de 
manera que la roca hace de soporte adicional para la estructura. Eso permite 
ahorrar materiales en la construcción de la presa, por comparación con las de 
soporte vertical. 

Una sección de una presa de arco típica sigue el modelo del esquema (a la 
izquierda) y responde a la función 


0,031? + 7,1x + 350, -70 < x < -16 
fœ) = y 389, 
-6,593x + 389, 


-l6<x<0 
0<x< 59 


Al girar esa sección en torno al eje y se forma la presa de arco. El número de 
grados que se gira y la anchura de la base varían de una a otra, dependiendo 
sobre todo de las variaciones que pueda sufrir el nivel del agua. Una posible 
configuración, con giro de 150° y base de 150 pies, se muestra en el esquema 
de la página siguiente. 


CUESTIONES 


1. Calcular el área de una sección de la presa. 


2. Planificar una estrategia para estimar el volumen de hormigón necesario 
para construir la presa. 


3. Estimar, con esa estrategia, el volumen de hormigón necesario en la cons- 
trucción de la presa del esquema anterior. 
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CONTENIDO = 
Ате de una región entre dos curvas = 
Area de una región entre dos curvas que se cortan " 


Región i 


оге dos 
„е i 
Eon | Y 
x=4a x=b 
FIGURA 6.1 


Rectángulo representativo 


Altura: fæ) gx) 
y Anchura: Ах 


dy Ny 
| joo 
13 же у 
Ь 


FIGURA 6.3 


е Мы da 
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Aplicaciones de la integral 


6.1 
Área de una región entre dos curvas 


Área de una región entre dos curvas 


El cálculo del área de una región bajo una curva mediante integrales definidas 
se extiende sin esfuerzo a regiones comprendidas entre dos curvas. Sean f y g 
dos funciones continuas en el intervalo [a, b]. Si, como sucede en la Figura 6.1, 
las dos gráficas están por encima del eje x y la de f por encima de la de g, 
podemos interpretar el área de la región entre ellas como el área bajo fmenos el 
área bajo g, como sugiere la Figura 6.2. 


Área de la región. 


Área de la región. 


Área dela región 


h h h 
| [700 — 8001 4х = | Јо? ах = | g(x) dx 


a а а 


FIGURA 6.2 


Con el fin de verificar que el resultado de la Figura 6.2 es razonable, parti- 
mos [a, b] en n subintervalos, cada uno de ellos de anchura Ах. Entonces, como 
ilustra la Figura 6.3, formamos un rectángulo representativo de anchura Ах y 
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altura f(x) ~ g(x), donde x; está en el ¡-ésimo subintervalo. El área de ese 
rectángulo representativo es 


= (altura)(anchura) = [f (x) — g(x,)]Ax 


Sumando las áreas de los n rectángulos y tomando el límite para ||А|| — 0 
(п > œ), obtenemos 


lím y LF) — в(х]Ах 


> 
п o i=1 


Como fy g son continuas en [a, b], f — g es continua también, luego el límite 
existe. Por tanto, el área de la región dada es 


Área 


lím Y [/(х) = (Ах 


эхо. 
пе 1 


b 
| [/ Ө) — g(x)]dx 


ÁREA DE UNA RE ÓN 


En la Figura 6.1 las gráficas de f y g estaban por encima del eje x. Pero esa 
circunstancia no es necesaria. El mismo integrando [f(x) — g(x)] sirve cuando 
f y g son continuas у g(x) < f(x) en el intervalo [a, b]. Este resultado se 
ilustra en la Figura 6.4. 


f) 


FO) glo) 


(х, g 60) 


(х, 800) 


FIGURA 6.4 


| Noa La altura de un rectángulo Los rectángulos representativos se utilizan en varias aplicaciones a lo largo 
representativo es f(x) — g(x), sea de este capítulo. Un rectángulo vertical (de anchura Ax) implica integración 
cual sea la posición relativa del eje con respecto a x, mientras un rectángulo horizontal (de anchura Ay) implica 
x, como muestra la Figura 6.4. integración con respecto a y. 
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wga) 
gee 


FIGURA 6.5 


Región acotada por la gráfica de f, la gráfica de g, 
x=0,yr=1. 


FIGURA 6.6 
Región acotada por las gráficas de f y g. 


Aplicaciones de la integral 


EJEMPLO 1 Cálculo del área de una región entre dos curvas 


Calcular el área de la región acotada por las gráficas de y = х? + 2, y = —x, x = 0, 
yx=l. 


Solución: Sean g(x) = —х y f(x) = х? + 2. Entonces g(x) < f(x) para todo x en 
[0, 1] (véase Figura 6.5). Así pues, el área del rectángulo representativo es 


АА = [/(х) — g(0)]Ar = [о + 2) — (—х)]Ах 


y el área de la región 


1 


h 
A= | [$60 — 600]ах = | Го? + 2) — (—х)]ах 


о 
х? y? 1 
= | + + 2х 
3 2 © 
11 
=- +2 +2 
3 2 
17 
75 О 
6 


Area de una región entre dos curvas que se cortan 


Las gráficas de f(x) = х? + 2 y g(x) = —x en el Ejemplo 1 no se cortan y los 
valores a y b se han dado explícitamente. Un problema más común consiste en 
hallar el área de una región comprendida entre dos gráficas que se cortan, de 
manera que los valores de a y b han de ser calculados previamente. 


EJEMPLO 2 Una región determinada por dos gráficas que se cortan 


Calcular el área de la región comprendida entre las gráficas de f(x) = 2 — х? y 
ga) = х. 


Solución: En la Figura 6.6 observamos que las gráficas de f y g tienen dos pun- 
tos de intersección. Para determinar estos puntos, hacemos f(x) = g(x) y despe- 
jamos x. 


г Е 
2-х = х Igualar f(x) соп g(x) 
-x -х+2 = 0 Expresar en forma canónica 
Ax + 2)(х = 0) = 0 Factorizar 


x=-201 Despejar x 


Así pues, а = —2 y b = 1. Como g(x) < f(x) para todo x del intervalo [-2, 1], el 
rectángulo representativo tiene área 


АА = [f(%) — g00]Ax = [(2 х?) — х]Ах 
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FIGURA 6.7 
Una de las regiones acotadas por las gráficas 
de las funciones seno y coseno. 
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y el área de la región resulta ser 


1 „3 2: 
a=| (Oh a Ea] 


1 


ш 


4 - 
2 


EJEMPLO 3 Una región determinada por dos gráficas que se cortan 


Las gráficas del seno y del coseno se cortan infinitas veces, encerrando regio- 
nes de áreas iguales (véase Figura 6.7). Calcular el área de una de esas regiones. 


Solución: 

sen x = COS x Igualar f(x) a gx) 
sen x 

= Dividir por cos x 
COS x 

tgx= ] Identidad trigonométrica 
п 5л 
xX E 7 А О<х < 2л Despejar х 


Por tanto, а = 1/4 у b = 57/4. Puesto que sen х > cos хеп el intervalo [л/4, 
57/4], el área de la región es 


5л/4 


5п/4 
А = | [sen x — cos х]ах = Е" х — sen | 


л/4 
= 2/2 


Si dos curvas se cortan en más de dos puntos, hay que localizar los puntos 
de intersección y averiguar, en cada uno de los intervalos delimitados por esos 
puntos, cuál de las gráficas está por encima de la otra. 


1/4 


EJEMPLO 4 Curvas que se cortan en más de dos puntos 


Calcular el área de la región comprendida entre las gráficas de las funciones 
Fx) = Зх? — x? — 10x y gœ) = -1? + 2x. 


Solución: Para empezar, igualamos f(x) a g(x) con el fin de obtener, al despejar 
x, las coordenadas x de los puntos de intersección. 


Зх = x? - 10x = =x? + 2x Igvalar f(x) con g(x) 
3x? – 12х= 0 Expresar en forma canónica 
Зх(х? – 4) = 0 Factorizar 


x=-2,0,2 Despejar x 
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FIGURA 6.8 
En [-2, 0], g00 < flo). y en 10,2), fo) < gl) 


FIGURA 6.9 
Rectángulos horizontales (integración 
con respecto a y). 


Aplicaciones de la integral 


Así pues, las dos gráficas se cortan en x =-2, 0 y 2. En la Figura 6.8 vemós que 
200 < РО) en [2, 0], mientras que f(x) < g(x) en [0, 2]. Por consiguiente, 
necesitamos dos integrales, una en [—2, 0] y otra en [0, 2]. 


2 


0 
А = | Iœ = 200 ldx + | le) — $60) ldx 
2 


о 


o 2 
= | (3х? —12x)dx + | (—3х? + 12x)dx 


= 2 о 


3 4 о —3 4 2 
= E - s | + | + в | 
4 =2 4 o 


= (12 — 24) + (—12 + 24) 


=24 


| Nota. En el Ejemplo 4 se obtendría una respuesta incorrecta si se integrase entre —2 y 
2, ya que tal integración daría 


2 2 
| [/(х) — 20)]ах = | (3х? — 12x)dx = 0 
2 


5 -2 

Si una frontera de la región es una función de y, suele ser conveniente usar 
rectángulos representativos horizontales y hallar el área integrando en la varia- 
ble y. En general, para determinar el área entre dos curvas, se pueden usar 


х 
А = | [(curva de arriba) — (curva de abajo)]dx Rectángulos verticales 
х М 2 


en la variable х 


КА 
А = | [(curva derecha) — (curva izquierda)]dy Rectángulos horizontales 
Y 4 


х 


en la variable y 


donde (x4, y,) y (х1, У) son puntos adyacentes de intersección de las dos cur- 
vas o puntos de las líneas frontera especificadas. 


EJEMPLO 5  Rectángulos representativos horizontales 


Calcular el área de la región acotada por las gráficas delx = 3-удух=у+1. 


Solución: Consideremos g(y) = 3 – y? y f(y) = y + 1. Estas dos curvas se cortan 
cuando y = —2 y cuando y = 1 (véase Figura 6.9). Como f(y) < g(y) en ese 
intervalo, se tiene 


AA = [g0) — ONAY = [63 — у?) — (у + 1)]Ау 
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Por tanto, el área es 
1 
A= | [G – у?) – (у + му 


(y? – у + 2)dy 


il 
2 


2 
3 2 1 
OS 
Fog la 
1 
3 


ps) 


| Nota, Еп el Ejemplo 5, al integrar en la variable y sólo es necesaria una integral. Si 
FIGURA 6.10 hubiéramos integrado en x, hubieran sido necesarias dos integrales, a saber 


a= | [(х-—1)++/3 tas | = хХ++4/3 — хах 
-1 > 


Rectángulos verticales (integración con respecto a x). 


porque la curva dominante cambia en x = 2, como muestra la Figura 6.10. 


En esta sección hemos desarrollado una integral para el área basada en un 
rectángulo como elemento representativo. En cada nueva aplicación del resto 
del capítulo, construiremos un elemento representativo adecuado, utilizando 
fórmulas previas al Cálculo, de sobra conocidas. A partir de ahí se obtendrá 
cada nueva fórmula integral sumando esos elementos representativos. 


Fórmula conocida ES Elemento 


E Nueva fórmula 
anterior al Cálculo representativo 


de integración 


Por ejemplo, en esta sección hemos desarrollado la fórmula para el área así: 


| A = (altura)(anchura) 


} 


| AA = [fœ – g00)]Ax 


} 


b 
A= | Iœ) — gx) ldx 
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107 Petróleo 
ahorrado 
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FIGURA 6.12 


f: Ritmo de conjunto antes de 1979 
2: Ritmo de conjunto después de 1979, 


Aplicaciones de la integral 


Consumo de petróleo 
(en miles de millones de barriles) 


Año (0 => 1970) 


FIGURA 6.11 

Entre 1960 y 1979, el consumo de petróleo en EE.UU, siguió aproximadamente una línea recta. Al final de los setenta, sin embargo, 
el precio del crudo subió drásticamente y el comportamiento del consumo cambió, como recoge el diagrama de barras. 
(Fuente: U.S. Energy Information Administration.) 


EJEMPLO 6 Consumo de petróleo 


El comportamiento del consumo de petróleo se ha modificado en los últimos 
años (véase Figura 6.11). El ritmo de consumo (en miles de millones de barri- 
les) de petróleo en EE.UU. entre 1960 y 1979 admite el modelo 


FO = 0,181 + 5,38, -10<1<09 
donde + = 0 corresponde a 1970. De 1979 а 1993, el consumo admite el modelo 
200) = -0,00291* + 0,1491? — 2,421 + 18,38, 9<1<23 


como indica la Figura 6.12. Hallar el ahorro total entre 1979 y 1993 como 
consecuencia de ese nuevo esquema de consumo. 


Solución: Puesto que la gráfica del modelo anterior a 1979 está por encima de la 
del modelo vigente a partir de 1979 en el intervalo [9, 23], la cantidad de 
petróleo ahorrada viene dada por 


23 


Fuel ahorrado = | [/@) — elo Ide 


9 


Usando para f y g los modelos citados, encontramos que 


23 


Fuel ahorrado = | (0,00291? — 0,1491? + 2,61 — 13)dt 
9 
23 


= | 0.000725 — 0,049667 + 1,31? — | 


9 
z 30,44 miles de millones de barriles 


Por tanto, se ahorraron unos 30,44 miles de millones de barriles de petróleo. 


Ejercicios de la Sección 6.1 


Ejercicios de la Sección б.1 
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En los ejercicios 1-6, formular la integral definida que da el 
área de la región. 


1. f(x) =x? ~ 6x 
80) =0 


2. /(х=х?+2х +1 


200) = 2х+5 


3. Р) = х2 - 4х +3 4. 


ga) = -х? + 2х + 3 


5, fœ = 30° — х) 6. рО) = (х 1) 


gax) = 0 800) =х- 1 


En los Ejercicios 7-10, el integrando es la diferencia entre 
dos funciones. Dibujar la gráfica de esas dos funciones y 
sombrear la región cuya área viene dada por la integral pro- 
puesta. 


4 x 1 
ГА | [oa 8. | [(1—х?)-(х?— 1)]4х 
0 2 са! 


6 x т/3 
9, | [Л = 1 dx 10. | (2 – sec х) dx 
o 6 —л/3 


Aproximaciones En los Ejercicios 11 y 12, determinar qué 
valor aproxima mejor el área de la región acotada por las 
gráficas de f y g. (Elegir a la vista de un esbozo de la región, 
no haciendo cálculos.) 


11. fo=x+1, 200) = (х — 1)? 

а) —2 b) 2 с) 10 d) 4 e) 8 

1 

12. /дф=2-ж, gu)=2- \/х 

а) 1 b) 6 с) —3 d) 3 e) 4 
En los Ejercicios 13-26, dibujar la región acotada por las 
gráficas de las funciones algebraicas y calcular su área. 
13. р) = х2 - 4х, р(х) = 0 
14. ро) = 3 - 2х - 02, р(х) = 0 
15. р(х) = х2 + 2х + 1, 2800) = Зх +3 
16. р(х) = -х2 + 4+2, р(х) =х+2 


17. у= х, y=2-x у= 0 
18. у= —, у= 0, х= 1, х= 5 


19. ро) = x+], рб) =х+1 

20. (к) = 5, (х) = 

21. 0) = у, 60) =у+2 

22. fO =у0- у), (У) = -у 

23. РО) = у +1, 400) = 0, у=-1, y=2 


y 
24. ү(у) = 20у) = 0, у= 3 
16 — y? 


4 
25. fœ == x=0, y=l, y=4 
х 
4 
26. g(x) = ——»> у= 4, х= 0 
2-х 


En los Ejercicios 27-36, representar en la calculadora la re- 
gión acotada por las gráficas de las funciones y usar integra- 
ción en la calculadora para hallar su área. 


27. ЈО) = х0? – Зх +3), (х) = х? 

28. fœ = х - 25+ 1, 200) = -2х, х=] 
29. у= х2 = 4x +3, у= 3 +4х- х2 

30. у= х“ – 22, у= 25? 


є 
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ЗІ. fa) =t- A, а(х) =? 4 
32. FO) = х“ = 4х2, g(x) == x? – 4x 
33. рх) = ШЕ + xX) р(х) = 7 


34. р) = 6002 + 1), y=0, 0<x<3 


35. y=yl + х, y=-x+2, х= 0 
4-х 

36. у= х > y=0, х= 4 
4+ х 


En los Ejercicios 37-40, esbozar la región acotada por las 
gráficas de las funciones trascendentes y calcular su área. 


37. f0)=2senx, g(x)= tgx, = < хл < 5 
y п 5л 
38. р(х) = зеп 2х р(х) = cos x, Ex < 
6 6 
39. рх) = хет", y=0, 0<x<l 
40. /(ху=3*, (х) = 2х +1 


En los Ejercicios 41-44, representar la región acotada por las 
gráficas en la calculadora y usar integración en ella para cal- 
cular el área de la región. 


41. fla)=2senx+sen2x, y=0, О<х< лп 
0, 0 


42. f(x)=2 еп х + соѕ 2х, у= 0, <х<л 


у=0, 1<х<3 


1 
43. fœ) = Se de 
х 


А 4 а х 
44. у(х) = > 
х 


En los Ejercicios 45 y 46, a) representar en la calculadora la 
región acotada por las gráficas de las ecuaciones, b) formular 
la integral que da el área de esa región (¿puede calcular esa 
integral a mano?), y с) usar integración en la calculadora 
para estimar el área. 


y=0, x=0, x=1 
En los Ejercicios 47 y 48, calcular, por integración, el área 
del triángulo con los vértices que se especifican. 


47. (0, 0), (a, 0), (b, с) 48. (2, -3), (4, 6), (6, 1) 


En los Ejercicios 49 y 50, escribir y calcular la integral de- 
finida que da el área de la región acotada por las gráficas 
de la función y de la recta tangente a su gráfica en el punto 
indicado. 


з E 1 
49. Ро) = х, (1,1) 50. ѓо) = 5 T Lo 


51. Para pensar Las gráficas de у = x* — 2х° + le 
у= 1 – х? se cortan en tres puntos. Sin embargo, el área 
entre las curvas puede hallarse con una sola integral. 
Explicar cómo y formular esa única integral. 


52. Parapensar El área de la región limitada por las grá- 
ficas de y = x? e y = x no viene dada por la integral 


1 
| (х? — хђах 
-1 


Explicar por qué. Usar la simetría para escribir una sola 
integral que represente ese área. 


En los Ejercicios 53 y 54, hallar b de modo que la recta y = b 
divida, en dos partes de igual área, la región acotada por las 
gráficas de las dos ecuaciones. 

53. у=9- 22, y=0 54. у=9- |4, у= 0 
Ер los Ejercicios 55 y 56, calcular el límite y dibujar un es- 
bozo de la región cuya área viene dada por ese límite. 


55. lím Y (x,-x7) Ах 


А10 ¿4 

donde x; = i/n y Ax = l/n 
56. lím Y (4- x?) Ax 

зо E, 


donde x; = -2 + (4i/n) y Ax = 4/n 


Ingresos En los Ejercicios 57 y 58, se dan dos modelos 
para los ingresos (en miles de millones de dólares) de una 
gran empresa. El modelo R, da los ingresos previstos entre 
los años 2000 (z = 0) y 2005, y R, da los previstos si hubiese 
una disminución en el ritmo de crecimiento de las ventas en 
ese período. Estimar la reducción total de los ingresos en 
caso de que se acabe cumpliendo el modelo А,. 


57. К, = 7,21 + 0,58 
R, = 721 + 0,45 

58. К, = 7,21 + 0,26 + 0,027? 
R, = 7,21 + 0,12 + 0,0102 


А 59, 


60. 


61. 


62. 


Ejercicios de la Sección 6.1 


Consumo de vacuno Entre 1985 y 1994, el ritmo de 
consumo de carne de vacuno (en miles de millones de 
libras) en EE.UU. siguió el modelo 


а 27,77 – 0361, 5< t < 10 
121,00 + 0,27, 10 <7 < 14 


siendo f el tiempo en años, con 7 = 5 correspondiendo а 

1985. (Fuente: U.S. Department of Agriculture.) 

a) Representar el modelo en la calculadora. 

b) Supuesto que el consumo entre 1990 y 1994 si- 
guiera el modelo de los años 1985-1990, ¿cuánta 
carne de vacuno menos se hubiera consumido en 
esos años? 


Coste del combustible El coste de combustible С (en 
millones de dólares) proyectado por una empresa entre 
los años 2000 y 2010 es 


С, = 568,50 + 7,151 


donde { es el tiempo en años, con £ = 0 correspondiendo 
al año 2000. Debido a la instalación de un equipa- 
miento de ahorro energético, el coste sigue este otro 
modelo 


C, = 525,60 + 6,431 
Estimar el ahorro producido en esos 10 años. 


Beneficios El departamento de contabilidad de una 
empresa informa que los beneficios en el último ejerci- 
cio fiscal fueron $893.000 y predice para los próximos 
5 años un crecimiento anual entre el 33 por 100 y 5 por 
100. Estimar la diferencia acumulada en los beneficios 
totales durante esos 5 años entre los dos extremos de la 
predicción. 


Para pensar El Congreso está debatiendo dos pro- 
puestas para eliminar el déficit público en el año 2004. 
La figura muestra el ritmo de descenso en cada pro- 
puesta. Tomando como objetivo lograr hacer mínimo 
el déficit acumulado, ¿qué propuesta es la mejor? Ex- 
plique la respuesta. 


Propuesta 2 


Propuesta 1 


AAA К de 
уз t 


пая A 
1996 2000 2004 
Año 


Déficit presupuestario anual 
(en miles de millones de dólares) 
w 
o 


63. 


64. 


65. 


66. 
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Área La región sombreada en la figura consta de to- 
dos los puntos que distan menos del centro del cuadra- 
do que de los lados. Calcular su área. 


Diseño mecánico La superficie de una pieza de una 
máquina es la región entre las gráficas de y, = |x| e y, = 
= 0,081? + k. 

a) Hallar k si la parábola es tangente a la gráfica de уу. 
b) Calcular el área superficial de la pieza. 


4 
| 
| 
| 


== 


Diseño de edificios Unas vigas de cemento emplea- 

das en un nuevo edificio tienen la forma y dimensio- 

nes, en metros, indicadas en la figura. 

a) Hallar el área de la cara adosada al sistema de 
coordenadas rectangular. 

b) Calcular el volumen de cemento de la viga, multi- 
plicando por 2 el área obtenida en a). 

c) Un metro cúbico de cemento pesa 5.000 libras. 
¿Cuánto pesa la viga? 


y 


(5,5, 0) 


Diseño de edificios Para disminuir el peso y mejorar 
el proceso de endurecimiento, la viga del Ejercicio 65 
no se fabrica sólida. Rehacer el Ejercicio 65 si en ella 
se hacen unos orificios cilíndricos como los indicados 
en la figura de la página siguiente. 
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Excesos de consumo y producción En los Ejercicios 67 y 
68, hallar el exceso de consumo y el de producción para las 
curvas de producción y demanda especificadas. Esos exce- 
sos vienen dados por las áreas dadas en la figura. 


Curva de 
producción 


Р 
à  Excedente 
№ de consumo 


Punto de 


1 

1 

1 
| Excedente de ] Curva de 
oducción ı demanda 


¿Verdadero o falso? En los Ejercicios 69 y 70, discutir si 
la afirmación es correcta. Si no lo es, explicar por qué o exhi- 
bir un ejemplo que ponga de manifiesto su falsedad. 


69. Si el área de la región acotada por las gráficas de f y g 
es 1, el área de la región acotada por las de A(x) = f(x) + С 
y k(x) = р(х) + C también es 1. 


Función de demanda Función de producción 


67. _р,у(х) = 50 ~ 0,5х 


b 
р(х) = 0,125х 70. Si | [/ (О) — 200)14х = A, entonces 
68. р, (х) = 1.000 — 0,4x? 


px) = 42x a 
f Lego) — f 00 ldx = -A 


a 


6.2 
Volumen: el método de los discos 
El método de los discos 


CONTENIDO + 

El método de los discos = 

El método de las arandelas = 

Sólidos con secciones de área conocida « En el Capítulo 4 advertimos que el cálculo de áreas es sólo una de tantas apli- 
caciones de la integral definida. Otra muy importante es el cálculo de volúme- 
nes de sólidos tridimensionales. En esta sección analizaremos el caso de sóli- 
po dos especiales, con todas sus secciones similares. Empezaremos con los 
sólidos de revolución, comunes en ingeniería y en todo tipo de objetos de uso 


cotidiano, como ruedas, embudos, píldoras, botellas y pistones (Figura 6.13). 


Rectángulo 


Eje de revolución 


w 
CPES 


FIGURA 6.13 
Sólidos de revolución. 


$ Si una región plana se hace girar en torno a una recta, el sólido resultante es 
un sólido de revolución y esa recta se llama eje de revolución (o eje de giro). 
El más simple es un cilindro circular recto o disco, generado al girar un rectán- 
gulo alrededor de uno de sus lados (Figura 6.14). El volumen del disco es 


FIGURA 6.14 
Volumen de un disco: 1R%w. 


Volumen del disco = (área del disco) (anchura del disco) = aR?w 


donde R es el radio del disco y w su anchura. 
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El volumen del disco servirá para hallar el de un sólido general de revolu- 
ción. Consideremos el sólido de revolución de la Figura 6.15. y un rectángulo 
representativo de la región plana que lo genera. Cuando ese rectángulo gira 
alrededor del eje de revolución, engendra un disco representativo de volumen 


5 Disco 
Eje de З 
т representativo 
revolución 


Rectángulo 
representativo 


Región plana 


Sólido de 


revolución Aproximación 


4 | por n discos 
Ax 


FIGURA 6.15 
Método de los discos. 


Aproximando el volumen del sólido por el de los n discos de ese tipo, de 
anchura Áx y radio R(x;), se obtiene 


Volumen del sólido ~ У x[R(x,)]? Ax 


і= 1 


= ду [R(x] Ах 


і= 1 


esta aproximación va mejorando al hacer ПА 0 (п > ос). Por tanto, defini- 
mos el volumen del sólido como 


Volumen del sólido = lím л X [Rp] Ах 


lAl >o „= 
b 
= a) [Ё(х)]? dx 


En esquema, el método de los discos es como sigue: 


Elemento Nueva fórmula 
Fórmula conocida representativo de integración 


Sólido de revolución 


b 
V=x | ERGO]? ах 


Volumen del disco 
3 [V= аур > | ЛУ = л[А(х)]? Ах | > 


Si el eje de giro es vertical se deduce una fórmula análoga. 
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Ё=л PIRO 
S 


R(y) 


Eje vertical de revolución 


FIGURA 6.16 
y 
р ЛЮ Sinx 
9 Р. 
А тл T 
2 
>] Región plana 


y 
| Sólido de revolución 


ES 
| 
Н 


FIGURA 6.17 


Aplicaciones de la Integral 


( ución por el método de los 
mo se indica en la Figura 6.16. 


revolución vertical 


ое во | TROP dy 


| Nota En la Figura 6.16 queda claro que se puede determinar Ја variable de integra- 
ción colocando un rectángulo representativo en la región plana «perpendicular» al eje 
de giro. Si la anchura del rectángulo es Ax, integrar en x, y si la anchura es Ay, integrar en y. 


El método de los discos encuentra su aplicación más sencilla en el caso de 


una región plana acotada por la gráfica de f y el eje x. Si el eje de giro es el eje 
x, el radio R(x) es simplemente f(x). 


EJEMPLO } Aplicación del método de los discos 


Calcular el volumen del sólido de revolución formado al hacer girar la región 


acotada por la gráfica de 
FO) =./sen x 
y el eje x (0 < x < л) en torno al eje x. 


Solución: Del rectángulo representativo de la Figura 6.17 superior vemos que el 
radio de este sólido es 


RO) = / О) = /sen x 


Así pues, su volumen viene dado por 


b л 
V= Д| [АО]? dx = a (/sen х)? dx 


a 0 


п 
al sen x dx 
о 


л 
T| — COS х 
0 


n(l +1)=2x 


EJEMPLO 2 Eje de revolución distinto de los ejes coordenados 


Calcular el volumen del sólido generado al hacer girar la región acotada por las 
gráficas de f(x) = 2 – x? y g(x) = 1 en torno a la recta y = 1 (Figura 6.18). 


Solución: — Igualando f(x) y g(x) se ve que las dos gráficas se cortan en x = +1. 
Para hallar el radio, restamos g(x) de f(x). 
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R(x) = р(х) — (0) 
= (2 х?) ~ | 
= е 
Finalmente, integrando entre —1 y 1 obtenemos el volumen: 
Ў b 1 
ОБУ V= al [Ё(х)]? dx = al (1-12 dx 


кө 


1 
-a| (1 = 2х2 + x%) dx 


2х5 х5] 167 
=л|х- + = O 
3 51, 15 
El método de las arandelas 
Sólido de И Sustituyendo el disco representativo por una arandela representativa, el méto- 
revolución 4 do de los discos se extiende a sólidos huecos. La arandela se genera haciendo 


girar un rectángulo en torno al eje x, como indica la Figura 6.19. Si г y R 
denotan los radios interno y externo de la arandela y w su anchura, el volumen 
viene dado por 


N 


Volumen de la arandela = a(R? — y?)w 


i Para ver cómo usar esta técnica, consideremos una región acotada por un 
a - Sá radio externo R(x) y un radio interno r(x), como en la Figura 6.20. Si se hace 
girar esa región alrededor del eje de revolución, el volumen del sólido engen- 
drado viene dado por 


FIGURA 6.18 
b 
A Ү=л | (ROO — [гк(х)]?) ах Método de las arandelas 
A А 
R Г La integral que contiene al radio interno representa el volumen del hueco y se 
_} resta de la integral que contiene al radio externo. 
у 


Eje de revolución 


Sólido de revolución 
con agujero 


Región plana 


FIGURA 6.20 


Sólido de ea EJEMPLO 3 Aplicación del método de las arandelas 


FIGURA 6.19 Calcular el volumen del sólido generado al girar la región acotada por las gráfi- 
cas de y = E e y = х? en torno al eje x (Figura 6.21). 
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Sólido de 


-iF ГЕ 
| revolución 


FIGURA 6.21 
Sólido de revolución. 


La 

7 аса САУДУ) 
М NS y 
NÁSESSA 4 
N= EH 
Кесе 
N===2%4 


Dibujado con Mathematica 


FIGURA 6.23 
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Solución: Еп la Figura 6.21 vemos que los radios interno y externo son 
R(x) = yx Radio exterior 
г(х) =x? Radio interior 

Integrando entre O y 1 obtenemos 


b 
V=x | HRON? — [0912 dx 


а 


1 
= eÍ (x = xt) dx 


x ох?! Зя 
= д = == 
275 |. 10 


En сайа uno de los ejemplos anteriores, el eje de revolución era horizontal 
y hemos integrado en x. En el próximo ejemplo, el eje de giro es vertical y hay 
que integrar en y. En este ejemplo es necesario, además, separar la integral que 
da el volumen del sólido en dos partes. 


EJEMPLO 4 Integral en y descompuesta en dos partes 


Hallar el volumen del sólido generado al girar la región acotada por las gráficas 
деу= х? + 1, у= 0, х= 0, y x= 1 en torno al eje y, como indica la Figura 6.22. 


А y Sólido de 


revolución 


Región plana 


FIGURA 6.22 
Solución: Para la región de la Figura 6.22, el radio externo es simplemente R = 1. 


Por el contrario, no hay una fórmula sencilla que describa el radio interno. 
Cuando 0 < y < 1 ез г = 0, mientras que cuando 1 < y < 2, r queda fijado 


por la ecuación y = x? + 1, lo cual implica r= /y — 1 


0, 0 < y 
w=] 
y 


Jy-i, I< 


Usando esta expresión del radio interno, podemos hallar el volumen efectuan- 
do dos integrales. 


1 i E 2 
v==| ШЕ 112 -(/y = DI dy 
1 


0 


1 2 
=Í 1 | (2 – у) dy 
1 


0 
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y І уг) 
Е 
DAA \ 0 21, 


3 pulg. 1 3л 
| Es puig =m+m4-2-2+5)]=3 


Hagamos constar que la primera integral aÑo 1 dy representa el volumen de un 
cilindro circular recto de radio 1 y altura 1, de modo que esta parte del volumen 
podría haber sido calculada sin recurrir a la integración. 


Sólido de revolución 


EJEMPLO 5 Diseño de fabricación 


Un fabricante diseña un objeto metálico, en forma de esfera con un radio de 
Región plana 5 pulgadas, y con un orificio cilíndrico en su interior, como muestra la Figu- 
ra 6.24a. El hueco tiene un radio de 3 pulgadas. ¿Cuál es el volumen del objeto 

FIGURA 6.24 metálico resultante? 


Solución: Podemos imaginar el objeto generado por un segmento del círculo de 
ecuación x? + y? = 25 que se ve en la Figura 6.24b. Сото el radio del orificio 
es 3, hacemos y = 3 y resolvemos la ecuación x? + y? =25 para determinar que 
los límites de integración son x = +4. Así pues, los radios interno y externo son 


ro) = 3 y К(х) = {/25 - х? 


y a su vez el volumen resulta ser 


[RO]? — [г(х)]?} ах 


b 
v=x] 
4 
= al [ /25 = x = or| dx 
4 
=| 


4 
4 


a) Sección perpendicular al eje x 


(16 — х2) dx 


| 3715 
1s- $] 
|, 


=n 
256 
= == pulgadas cúbicas 


Sólidos con secciones de área conocidas 


v=d 


b) Sección perpendicular al eje y Con el método de los discos se puede hallar el volumen de un sólido de sección 
circular, ya que sabemos que el área del círculo es 


А = nR? 


FIGURA 6.25 
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También es posible calcular el volumen de sólidos cuyas secciones sean de 
área conocida, sea cual sea su forma concreta. Secciones comunes suelen ser 
cuadrados, triángulos, semicírculos o trapecios. 


VOLUMEN DE SÓLIDOS 


CON SECCIONES 
DE ÁREA CONOCIDA 


Lo Para secciones de área А(х), perpendiculares al 


y =g} 


у=) 


Las secciones son triángulos equiláteros 


х 


Base triangular еп el plano ху 


FIGURA 6.26 


EJEMPLO 6 Secciones triangulares 


Calcular el volumen del sólido de la Figura 6.26, cuya base es la región acotada 
por las rectas 


уо) = 1-5, 80) = 1+5, у х=0 


Las secciones perpendiculares al eje х son triángulos equiláteros. 


Solución: La base y el área de cada sección triangular son 


Base = ( == 5) = (- + >) =2-x Longitud de la base 

Ө ES E. 

Area = a (base) Área del triángulo equilátero 
NO | | 

А(х) = аг. (2 - х) Área de la sección 


Como x varía entre 0 y 2, el volumen de ese sólido es 


a 0 
al 
4 з hb 
2573 


3 
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EJEMPLO 7 Una aplicación geométrica 


Demostrar que el volumen de una pirámide con base cuadrada es V = І AB, 
donde h denota la altura de la pirámide y B el área de su base. 


Solución: 51 cortamos la pirámide con un plano de altura y paralelo a su base, 
como en la Figura 6.27, resulta una sección cuadrada con lados de longitud b. 
Por semejanza de triángulos, 


ji { | В А-у 
Б h 


b 
o sea PEE) 
Área de la base = В = p? 


donde b es la longitud de los lados de la base de la pirámide. Por tanto, 
р? 
Аб) = 0) = р h-o) 


Integrando de O а Л obtenemos 
2 fh 


h p2 b 
к | a б – У)? ду => (h – у)? dy 
0 


2 
ачаа h 0 


PAJA y 
© Xp 3 5 
FIGURA 6.27 


b? (h? 1 
> (E) етм B=p? 


Ejercicios de la Sección 6.2 


En los Ejercicios 1-6, escribir y calcular la integral que re- 
presenta el volumen del sólido generado al hacer girar la re- 
gión en torno al eje x. 


1. y=-x+1 2. y=4-x 


у 
À 
| 
| 


Еп los Ejercicios 7-10, formular y calcular la integral que 
representa el volumen del sólido generado al hacer girar la 
región en torno al eje x. 


7. y=x 8. y=,/16- х2 
y 


У 
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10. х= -у? + 4у 


En los Ejercicios 11-14, hallar el volumen del sólido genera- 
do al girar la región acotada por las gráficas de las ecuacio- 
nes en torno a las rectas que se especifican. 


I. y=/x y=0, x=4 
а) elejex b) eleje y 
с) la recta х= 4 а) larectax=6 


12. у= 2х, у= 0, х=2 
а) еіејеу b) elejex 
с) la recta y = 8 d) la recta x =2 


13. у= х2, y=4x-x? 

а) el eje y b) la recta x=6 
14. y=6-2x-x% y=x+6 

a) elejex b) la recta y = 3 


En los Ejercicios 15-18, escribir el volumen del sólido gene- 
rado al girar la región acotada por las gráficas de las ecuacio- 
nes en torno a la recta y = 4. 


18. y=secx, y=0, 0O<x< 


En los Ejercicios 19-22, hallar el volumen del sólido genera- 
do al girar la región acotada por las gráficas de las ecuacio- 
nes en torno a la recta x = 6, 

19. у= х, y=0, y=4 x=6 

20. y=6-x, y=0, у=4, x=0 

21. x= y? x=4 


22. ху= 6, y=2, y=6, x=6 


En los Ejercicios 23-28, hallar el volumen del sólido genera- 
do al hacer girar la región acotada por las gráficas de las 
ecuaciones en torno al eje x. 


23. у= === y=0, x=0, x=3 
х +1 

24. у=ху/4 - х?, y=0 
1 

25. y=> y=0, x=l, x=4 
x 
3 

26. y= > =0, x=0, x=8 
х +1 

27. y=e *, у=0, x=0, x=1 


28. у= е^, у= 0, х= 0, х= 4 


En los Ejercicios 29 y 30, hallar el volumen del sólido gene- 
rado al girar la región acotada por las gráficas de las ecuacio- 
nes en torno al eje y. 


29. у= 3(2- х), y=0, x=0 
30. y=9-x% у= 0, х= 2, х= 3 


> En los Ejercicios 31-36, usar integración en la calculadora para 


aproximar el volumen del sólido generado al girar la región 
acotada por las gráficas de las ecuaciones en torno al eje x. 


31. y=senx, y=0, x=0, х=л 
32. y=c08x, y=0, x=0, х= = 


33. y=", y=0, x=0, x=2 
34. y=lInx, y=0, x=1, x=3 
35. у= е2 +e”? y=0, x=-l, x=2 


36. y=2arctg(0,2x), y=0, x=0, х= 5 


Aproximación En los Ejercicios 37 y 38, averiguar qué va- 
lor aproxima mejor el volumen del sólido generado al girar 
la región acotada por las gráficas de las ecuaciones en torno 
al eje x. (Basar la decisión en un dibujo del sólido, no en 
cálculos.) 


37. y=e y=0, x=0, x=2 
a) 3 b) -5 с) 10 d) 7 e) 20 


38. y=arctgx, y=0, x=0, x=1 


a) 10 b) c) 5 d) —6 e) 15 


4 
39. Para pensar 
a) La región acotada por la parábola y = 4x — x? y el 
eje x gira en torno al eje x. Calcular el volumen del 
sólido resultante. 
b) Si se cambiase la ecuación de la parábola en el 
apartado a) por y = 4 — x?, ¿sería distinto el volu- 
men del sólido generado? Explicar la respuesta. 
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40. Para pensar Se hace girar la región de la figura alre- 


41. 


42, 


43, 


44, 


45, 


46. 


47, 


dedor de los ejes o recta indicados. Ordenar los volú- 
menes de los sólidos generados de menor a mayor. Ex- 
plicar cómo se ha decidido el orden. 

a) ејех b) eje y с) x=8 


H 


| 


ра 


8 
6 
4 
2- 


ыы. A ү 


2 4 6 8 


51 la porción de la recta y = іх que está en el primer 
cuadrante gira en torno al eje x, se genera un cono. 
Hallar el volumen del cono entre x = 0 y x = 6. 


Verificar con el método de los discos que el volumen 
de un cono circular recto es +xr?h, donde r es el radio 
de la base y Л la altura. 


Verificar con el método de los discos que el volumen 
de una esfera de radio ғ es £ay? 


Una esfera de radio r se corta por un plano situado Л 
(h < r) unidades sobre el nivel de su ecuador. Determi- 
nar el volumen del sólido (casquete esférico) que que- 
da por encima de ese plano. 


Un cono con base de radio r y altura H se corta por un 
plano paralelo a la base y situado Л unidades sobre ella. 
Hallar el volumen del sólido (tronco de cono) que que- 
da por debajo del plano. 


La región limitada por y = \/х, y=0,x=0,yx=4, gira 

en torno al eje x. 

a) Hallar el valor de x en el intervalo [0, 4] que divi- 
de al sólido en dos partes de igual volumen. 

b) Hallar los valores de x en el intervalo [0, 4] que 
dividen al sólido en tres partes de igual volumen. 


Volumen de un depósito de combustible E] depósito 
en el ala de un avión tiene la forma de un sólido de 
revolución generado al hacer girar la región acotada 
por la gráfica de y = $x?,/2 — x y el eje x, en torno a 
éste (véase figura), donde x e y se miden en metros. 
Hallar el volumen del depósito, 


y 


©... f 


48. 


49. 
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Volumen de una vasija Una vasija de vidrio admite 
el modelo obtenido al hacer girar la gráfica de 


и 10,9x+22,2, 0<х<11,5 
y = 


2,95, 11,5<x < 15 
en torno al eje x, donde x e y se miden en centímetros. 
Representar la función en la calculadora y determinar 
el volumen de esa vasija. 


Calcular el volumen del sólido generado al girar la mi- 

tad superior de la elipse 9x? + 25y? = 225 en torno a 

a) Eleje x, para formar un esferoide prolato (pareci- 
do a un balón de rugby). 

b) El eje y, para formar un esferoide oblato (parecido 
a una lenteja). 


Volumen mínimo El arco de y = 4 — (х2/4) en el in- 

tervalo [0, 4] gira en torno a la recta y = b (véase figura). 

a) Expresar el volumen del sólido resultante como 
función de b. 

b) Representar esa función en la calculadora y, con 
ayuda de la gráfica, estimar el valor de b que hace 
mínimo el volumen del sólido. 

c) Determinar, mediante el Cálculo, el valor de b que 
hace mínimo el volumen y compararlo con la esti- 
mación anterior. 


Profundidad del agua en un depósito Un depósito 
de agua es esférico, de radio 50 pies. Averiguar la pro- 
fundidad del agua cuando está a un cuarto y a tres cuar- 
tos de su capacidad total. (Nota: Hallar las raíces con la 
calculadora después de calcular la integral definida.) 


Un modelo matemático Un delineante tiene que de- 
terminar la cantidad de material requerida para fabricar 
una pieza de una máquina (véase figura en la página 
siguiente). La tabla recoge, en centímetros, los diáme- 
tros de la pieza en puntos uniformemente espaciados 
entre sí. 


x 0 1 2 3 4 5 3 
d 42 | 38 | 42 | 47 | 52 | 5,7 | 
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а) Соп esos datos y соп la regla de Simpson, estimar 
el volumen de la pieza. 

b) Usar regresión en la calculadora para obtener un 
polinomio de grado cuatro que pase por los puntos 
representativos de esos datos. Representar los da- 
tos y el modelo. 

c) Aproximar con una calculadora la integral defini- 
da que da el volumen de la pieza y comparar con 
el resultado del apartado а). 


Para pensar Етрагејаг cada integral con el sólido 56. 
cuyo volumen representa y dar las dimensiones de cada 
sólido. 
a) Cilindro circular recto b) Elipsoide 
c) Esfera d) Cono circular recto e) Toro 

h rx 2 
1) "| (5 dx 

о А 

h 
ii) | r? dx 

0 

r 57. 
ш) 7 (/r? — x2 ах 

|. | х? 2 

iv) л 1 – 5) dx 

-a \V b? 

58. 


v) af (R+ = -R-S — A] х 


Calcular el volumen de cemento en la rampa de la figu- 
ra, cuyas secciones son triángulos rectángulos. 


2m 
8m 


Hallar el volumen del sólido cuya base está acotada por 
el círculo x? + y? = 4, con las secciones, perpendicula- 
res al eje x, que se especifican. 


a) Cuadrados 


b) Triángulos equiláteros 


c) Semicírculos d) Triángulos rectángulos 


isósceles 


Hallar el volumen del sólido cuya base está acotada por 
las gráficas de y =x+ 1 e y =x? — 1, con las secciones 
perpendiculares al eje x que se indican. 

a) Cuadrados b) Rectángulos de altura 1 


y 


La base de un sólido está acotada por y = х?, у= 0, y 
х = 1. Calcular su volumen para cada una de estas sec- 
ciones (perpendiculares al eje y): a) cuadrados, b) se- 
micírculos, c) triángulos equiláteros, y d) semielipses 
cuya altura es doble que su base. 


Calcular el volumen del sólido intersección (común a 
ambos) de dos cilindros circulares rectos de radio r, 
cuyos ejes se cortan en ángulo recto (véase figura). 


x 


Dos cilindros que se cortan 


Sólido de intersección 
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PARA MÁS INFORMACIÓN Sobre este problema, véase 
el artículo «Estimating the Volumes of Solid Figures with 
Curved Surfaces», de Donald Cohen, en Mathematics Tea- 
cher, mayo 1991. 


59. Volumen de aceite Un barril de diámetro d está apo- 
yado (véase figura) de manera tal que su eje forma un 
ángulo de 20” con la horizontal. El aceite contenido 
llega justo hasta el borde de la base superior. Estimar el 
volumen de aceite que hay en el barril. 


60. El teorema de Cavalieri Demostrar que si dos sóli- 
dos tienen la misma altura y si, además, las secciones 
paralelas a sus bases de altura arbitraria tienen igual 
área, entonces sus volúmenes son iguales (véase figura). 


Área de R, = área de R, 


61. Dos planos cortan a un cilindro circular recto formando 
una cuña de ángulo 0 (véase figura). 
a) Calcular el volumen de la cuña si 0 = 45°. 
b) Hallar su volumen para un 0 arbitrario. Suponien- 
do el cilindro suficientemente largo, ¿cómo cam- 
bia el volumen de la cuña cuando Ө crece de 0° a 
90°? 


6.3 


Volumen: el método de las capas 


62. 


63. 


64. 
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y 


Un operario hace un orificio por el centro de una esfera 
de radio R. El orificio tiene radio r. Calcular el volu- 
men de la «pulsera» resultante. 


Si R = 5 en el ejercicio precedente, ¿qué valor de r 
produce una pulsera de volumen igual a la mitad del de 
la esfera? 


El sólido de la figura tiene secciones acotadas por la 
gráfica de 


К" + У = 1 


donde I < а < 2 

а) Describir las secciones рагаа= 1 уа= 2. 

b) Describir un procedimiento para estimar el volu- 
men del sólido. 


CONTENIDO = 
El método de las capas = 
Comparación del método de los discos 


Volumen: el método de las capas 


y el método de las capas = 


El método de las capas 


Vamos a presentar un método alternativo para calcular el volumen de sólidos 
de revolución, conocido como método de las Capas porque utiliza capas cilín- 
dricas. Más adelante lo compararemos con el método de los discos. 

Para empezar, consideremos el rectángulo representativo de la Fi gura 6.28, 
de anchura w y altura h, y donde p denota la distancia del centro del rectángulo 
al eje de revolución. Al girar este rectángulo en torno a su eje de revolución, 
forma una capa cilíndrica (un tubo) de espesor w. Para calcular el volumen de 
esa capa, consideremos dos cilindros. El radio del mayor corresponde al radio 
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Eje de revolución 


FIGURA 6.28 


Eje de 
revolución 


Sólido de revolución 


FIGURA 6.29 
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externo de la capa y el del menor al radio interno. Como p es el radio medio de 
la capa, sabemos que el radio exterior es p + (w/2) y el interior p — (w/2). 


w 
pe Radio exterior 
2 
МА . + . 
p- 2 Radio interior 


Así pues, el volumen de la capa es 


Volumen de la capa = (volumen del cilindro) — (volumen del hueco) 


w\? w\? 
= + h = h 
(ве) 0-5) 


= 2xphw 


= 2л (radio medio)(altura)(espesor) 


Podemos usar esta fórmula para hallar el volumen de un sólido de revolu- 
ción. Supongamos que la región plana de la Figura 6.29 gira en torno a una 
recta y genera el sólido indicado. Si consideramos un rectángulo horizontal de 
anchura Ay, cuando la región plana gira alrededor de una recta paralela al eje x, 
el rectángulo genera una capa representativa de volumen 


ДУ = 2a[pGYAO0NIAy 


Podemos aproximar el volumen del sólido рог n de tales capas de espesor Лу, 
altura А(у;) y radio medio p(y;). 


n 


Volumen del sólido я y 2л[р(удћо)] Ау = 27 y [ру дА(уд] Ay 


i=1 i=1 


Esta aproximación parece ir mejorando al hacer ||A||—0 (n->00). Por tanto, 
definimos el volumen del sólido como 


Volumen del sólido = lím 27 У [pGy)hG)] Ay 
| i=1 


|д|—0 


а 
= л) PO) dy 


с 
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Ax 


HO) == 


р(х)=х 


Eje de 
revolución 


FIGURA 6.31 


v 

4 

! н) 
+ хей 
| 


| 
p=] | 0) е 
| a 
E a 
© Ejede ы 
| revolución 
FIGURA 6.32 
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hix) 


w р(х) 
Eje horizontal de revolución Eje vertical de revolución 


FIGURA 6.30 


EJEMPLO 1 Cálculo de un volumen por el método de las capas 


Calcular el volumen del sólido de revolución generado al girar, en torno al eje 
y, la región acotada por y = x — х? y el eje x (0 < x < 1). 


Solución: Puesto que el eje de revolución es vertical, tomamos un rectángulo 
representativo vertical (véase Figura 6.31). La anchura Ах indica que la varia- 
ble de integración es x. La distancia del centro del rectángulo al eje de giro es 
р(х) =x, y la altura del rectángulo es A(x) = x — х?. Como x varía entre 0 y 1, el 
volumen del sólido es 


1 


b 
V= х) PODA) ах = | x(x = x°) dx 


а 0 


1 
= | lx? + х2) ах 


о 
5 371 
= 21| -£4+2 
5 3% 
1 
=20(-3+3+0-0) 
Ss 2 
4 
уз” O 
15 


EJEMPLO 2 Cálculo de un volumen por el método de las capas 


Calcular el volumen del sólido de revolución generado al girar, en torno al eje 
х, la región acotada por la gráfica de x = e” y el eje y (0 < y < 1). 


Solución: Puesto que el eje de revolución es horizontal, tomamos un rectángulo 
representativo horizontal (véase Figura 6.32). La anchura Ay indica que la va- 
riable de integración es y. La distancia del centro del rectángulo al eje de giro 
es p(y) = y, y la altura del rectángulo es h(y) = е“. Como y varía entre 0 y l, el 
volumen del sólido es 
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d 1 
v=20| POMO) dy л) ye” dy 


Т 
| 
3 
*= 
КА 
uy 
E 


4-3 


1,986 


2% 


| Nota. Рага apreciar Іа ventaja del método de las capas en el Ejemplo 2, despejamos у 
en la ecuación x = е”. 


1, О< х < le 
у= 


\/—ш x le < х < 1 


Use esta expresión para calcular el volumen del sólido рог el método de los discos. 


Comparación del método de los discos y el método de las capas 
Los dos métodos se distinguen entre sí porque en el de los discos el rectángulo 


representativo es siempre perpendicular al eje de giro, mientras que en el de las 
capas es siempre paralelo al eje de giro, como muestra la Figura 6.33. 


4 Иа [К-ту] 


a b 
Eje de revolución Eje de revolución Eje de revolución Eje de revolución 
vertical horizontal vertical horizontal 
Método de los discos: el rectángulo representativo es perpendicular al eje de piro Método de las capas: el rectángulo representativo es paralelo al eje de giro 
FIGURA 6.33 


Según el caso, un método es más conveniente que el otro. El próximo ejem- 
plo ilustra una situación en la que es preferible el método de las capas. 


EJEMPLO 3 Preferible el método de las capas 


Calcular el volumen del sólido generado al girar, en torno del eje y, la región 
acotada por las gráficas de y =x? + 1, у= 0, x=0, y х=1. 
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Solución: En el Ejemplo 4 de la sección anterior vimos que el método de los 
discos requiere dos integrales para determinar este volumen (Figura 6.344). 


1 2 
у=л| | 112-(Y/y = DA dy 
0 1 
1 2 
=л| П) (2 – у) dy 
0 1 
1 272 
=al TEE 
0 21, 
=л|1+4-2-2+ l 
Eje de 3л 
revolución => 


a) Método de los discos 


En la Figura 6.34b observamos que el de las capas sólo requiere una integral. 


b 
V= л) phx) dx 


а 


1 
E 2л] x(x? + 1) dx 


© 


lI 

ко 
> 
Els 

+ 
ni, 
Loy 
© — 


Их) =? +1 


y 
= 
Ш 

N 

a 
RS 

Blu 

AA 


Eje de 3л 
revolución = — 


h) Método de las capas 


FIGURA 6.34 Si la región del Ejemplo 3 se hiciese girar en torno de la recta vertical x= 1. 
el sólido resultante ¿tendría volumen mayor o menor que el sólido del Ejemplo 3? 
Sin integrar, parece lógico conjeturar que sería menor, ya que una porción más 
grande de la región que gira queda más cerca del nuevo eje de revolución. Con 


PARA MÁS INFORMACIÓN : : n 
el fin de confirmar esta sospecha, intente calcular la siguiente integral, que da 


Acerca de los métodos de discos y 


de capas, véase el artículo «The el volumen del sólido en esta nueva situación. 

Disc and Shell Method» de Charles 1 

А. Cable en The American V=2x| (1-00?+ 1) dx р(х)=1-х 
Mathematical Monthly, febrero 0 

1984, 


EJEMPLO 4 Volumen de un pontón 


El pontón de la Figura 6.35 ha sido diseñado haciendo girar, en torno del eje x, 
la gráfica de 


donde x e y se miden en pies. Calcular el volumen del pontón. 
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Solución: Utilizamos el método de los discos, de acuerdo con lo indicado en la 
Figura 6.364. 


a i 4 2\2 
Пар V=a| (1-2) а 
Pontón ds 16 

FIGURA 6.35 4 x2 ye 
=x 1-242 E 

a 8 256 

х? x5 4 

=л|х- + 
| 24 СБ. 
б4л 


БЕ x 13,4 pies cúbicos 


Escriba la integral del volumen según el método de las capas, usando la Figu- 
ra 6.36b. La integral ¿parece más complicada? 


Al aplicar el método de los discos en el Ejemplo 4 hemos tenido que despe- 
jar хеп términos de y en la ecuación y = 1 — (x?/16). A veces, despejar x es muy 
difícil, por no decir imposible. En tales casos debe usarse un rectángulo verti- 
К cal, de anchura Ах, haciendo que sea x la variable de integración. La posición, 
4 horizontal o vertical, del eje de giro determina entonces el método a emplear, 


$ como ilustra el próximo ejemplo. 
2% h(y)=8 VI - y 


a) Método de los discos 


EJEMPLO 5 Necesario el método de las capas 


as Calcular el volumen del sólido generado al girar la región acotada por las gráfi- 


FIGURA 6.36 cas de y=x? +x+1,y=1,yx= 1 en torno a la recta x= 2 (véase Figura 6.37). 


Solución: Еп la ecuación no es fácil despejar x en términos de y (véase la discu- 
sión al final de la Sección 3.8). Por tanto, nos interesa x como variable de 
integración, así que tomamos un rectángulo representativo vertical. Como el 
rectángulo es paralelo al eje de revolución, usamos el método de las capas. 


y Eje de 
! revolución Ё i 
E сь ! V= 2 | р(х)ћ(х) dx = л) (2 х)(х + х +1 1) ах 
| а 0 
: 1 
| = л) (—х® + 25° — х? + 2x) dx 
І o 
5 a үз | 
o i Pa E % 
тшс L ч з 2 3 0 
рх) 2-х 
| | l l 1 
к к E кик = д -- += == + 1 
| 2 92:22. 3 
ia 
6 29л 
FIGURA 6.37 = 
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En los Ejercicios 1-12, usar el método de capas para formu- 
lar y calcular la integral que da el volumen del sólido genera- 
do al hacer girar la región en torno al eje y. 


| 
muta у B + | pan Xx 
428 3? 4 
5. у= х2, у= 0, х= 2 
6. у= х2, у= 0), х= 4 
7. у= х2, у= 4-2 
8. у=4- х2, у= 0 
9. у= 45-02, х= 0, у= 4 
10. у= 2х, у= 4, х= 0 
11. pal ¿en у= 0, х= 0, х= 1 
E „Ол 
ѕеп х 
> x>0 

12. y= x ‚у= 0, х= 0, х=л 

1, х = 0 


En los Ejercicios 13-16, usar el método de capas para escri- 
bir y calcular la integral que da el volumen del sólido genera- 
do al hacer girar la región en torno al eje x. 


13. y=x 14. y=2-x 


Es. 


О НА Е ГРЦИ 


| 
м — 


1 
15. y=>ox=1,x=2,y=0 
х 


16. х+у?2 = 9, х= 0 


En los Ejercicios 17-20, calcular, рог el método de las capas, 
el volumen del sólido generado al girar la región plana dada 
alrededor de la recta que se especifica. 


17. у= х?, у = Ах — х2, en torno a la recta x = 4 
18. y=x°, у= 4х — х?, entorno a la recta х = 2 
19. у= 4х – x°, y=0, en torno a la recta x = 5 


20. y= de у = 0, х = 4, en torno a la recta x = 6 


En los Ejercicios 21-24, usar el método de los discos o el de 
las capas para hallar el volumen del sólido generado, al girar 
en torno a la recta dada, la región acotada por las gráficas de 
las ecuaciones. 


21. у=, у= 0, х= 2 
а) elejex b) el eje y с) la recta x=4 


1 
22. у= у= 0, х= 1,х=4 
x 
a) eleje x b) el eje y с) la recta y = 1 


23. x +y? =a, x=0,y=0 
а) elejex b) eleje y c) larectax=a 


24. x? + у2 = а? a > 0 (hipocicloide) 
a) elejex b) eleje y 


En los Ejercicios 25-28, usar la calculadora para a) represen- 
tar la región acotada por las gráficas de las ecuaciones, y b) 
aproximar el volumen del sólido que generan por revolución 
en torno al eje y. 


25. 14% + у? ш], х= 0, y = 0, primer cuadrante 
26. у= 4/1 = х, у= 0, х= 0 
27. у= 3 (х - 2)2(х – 6), у= 0, х= 2, х= 6 


2 
28. у= = y 0) х= 1, х= 3 
[+ e” 


29. Para pensar Ordenar de menor a mayor los volúme- 
nes de los sólidos generados al hacer girar la región de 
la figura en torno a a) el eje x, b} el eje y, с) la 
recta x = 5. Explicar la respuesta. 
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exa 


30. Confirmar los resultados del Ejercicio 29 mediante in- 
tegración, siendo la región la comprendida entre las 
gráficas de y = х2, у= 0, ух= 5. 


Para pensar Ел los Ejercicios 31 y 32, averiguar qué valor 
aproxima mejor el volumen del sólido generado por la región 
acotada por las gráficas de las ecuaciones al girar en torno al 
eje y. (Elegir atendiendo a un croquis de la región, no a la 
realización de cálculos.) 


ЗІ. y=2e",y=0,x=0,x=2 


3 
a) z b) -2 c) 4 d) 7,5 e) 15 


32. y=tgx,y=0,x=0,x= 
) 35 b) a ) 

a) 3, -- > 

a с 


33. Diseño industrial Un sólido se genera haciendo girar 
la región acotada por y = 3x? e y = 2 alrededor del eje y. 
Se perfora un orificio circular, centrado en el eje de 
giro, de modo que el sólido pierde un cuarto de su volu- 
men. ¿Qué diámetro tiene el orificio? 

34. Diseño industrial Un sólido se genera haciendo girar 
la región acotada por y =,/9 — x? е y = 0 alrededor 
del eje y. Se perfora un orificio circular, centrado en el 
eje de revolución, de manera tal que el sólido pierde un 
tercio de su volumen. ¿Qué diámetro tiene el orificio? 


35. Se perfora una esfera de radio ғ (véase figura) de modo 
que la altura del anillo esférico que queda tiene altura 
h. Probar que el volumen del anillo es V = 2h. 


— r—: 


36. Volumen de un toro Un toro se forma haciendo gi- 
гаг la región acotada por el círculo х? + у? = 1 en 
torno a la recta x =2 (véase figura). Calcular el volu- 
men de la «rosquilla» resultante. (Ayuda: La integral 


{14/1 = x° dx da el área de un semicírculo.) 


pi AN E кР A 


Ф 
ы 


37. Volumen de un toro Rehacer el Ejercicio 36 para 
el toro generado por la región acotada por el círculo 
x? + y? = r° al girar en torno a la recta x = R, donde г< R. 


38. Volumen de un casquete esférico Se corta una esfe- 
ra de radio r por un plano para formar un casquete esfé- 
rico de altura Л. Probar que su volumen es ¿1h*(3r — Л) 


Para pensar Еп los Ejercicios 39 y 40, dar un argumento 
geométrico que explique por qué las integrales tienen el mis- 
mo valor. 


5 2 
39. al (x — 1) ах, zaf у|5 — O? + 1)] dy 


0 


2 а fy 
40. ef [16 - (2у)2| dy, „| G) dx 
1 o \2 


41. Para pensar Emparejar cada integral con el sólido 
cuyo volumen representa y especificar las dimensiones 
de cada sólido. 

a) Cono circular recto by Toro c) Esfera 
d) Cilindro circular recto е) Elipsoide 


1) | hx dx 


iñ л) hx ( 2 z) dx 
о F 


111) л) 2x./r? — х? dx 
b х? 
iv) 27| 2ax 11 - ах 
р 
v) | (К ОО,” — х2) ах 


42. Volumen de un cobertizo Un cobertizo tiene base 
circular de 80 pies de diámetro (véase figura en la pági- 
na siguiente). Partiendo de su centro, se ha medido la 
altura interior cada 10 pies, con el resultado recogido 
en la tabla. 


терә 


| Altura 


so | as | so | 20 | 0 
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а) Estimar el volumen del cobertizo mediante la regla 


-de Simpson. CTO PARA LA SECCIÓN 
b) El techo consta de dos segmentos rectos. Hallar sus o E Е ЕЕ 
ecuaciones y calcular el volumen por integración. Та по esfericidad de Saturno. Saturno es el menos es- 
férico de los nueve planetas de nuestro sistema solar. 
A опа] mide 60.268 km y su radio polar 


Altura 


AVAA 


mepa e 


10 20 30 40 50 


Distancia al centro 


N 43. Un modelo matemático El estanque de la figura es 
aproximadamente circular, con un diámetro de 400 pies. 
Partiendo de su centro se ha medido su profundidad 
cada 25 pies. La tabla da cuenta de los resultados. 


х 0 | 25 50 75 | 100 
Profundidad| 20 | 19 19 17 IS 


E 


x 125 150 175 200 


Profundidad| 14 | 10 6 0 


a) Estimar su volumen mediante la regla de Simp- 
son. 

b) Usar la calculadora para hallar un modelo cuadrá- 
tico para esos datos. Representar en ella los datos 
y el modelo. 

c) Usar integración en la calculadora y el modelo 
precedente para estimar el volumen del estanque. 

d) Con el resultado de с), aproximar cuántos galones 
de agua contiene el estanque (1 pie cúbico = 7,48 
galones). 


; Modelo de un «Saturno achatado», cuyo radio ectatorial 
es mayor que el radio polar. Та ecuación de la sección 
que pasa por el polo es: 


2 2 


X У 
а | 
60.268? ..54,364?. 


Profundidad 


50 100 150 200 ` 
Distancia al centro 
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CONTENIDO = 
Longitud de arco = 
Área de una superficie de revolución = 


s = longitud de 
la curva desde 
a hasta b 


FIGURA 6.38 
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6.4 
Longitud de arco y superficies de revolución 


Longitud de arco 


En esta sección vamos a utilizar la integración para calcular longitudes de arco 
de curvas planas y áreas de superficies de revolución. En ambos casos, aproxi- 
maremos un arco (una porción de curva) por segmentos de recta cuya longitud 
viene dada por la conocida fórmula de la distancia, a saber, 


а= 4/6, Е ху)? + (У T yD? 


Una curva se lama rectificable si tiene longitud finita. Veremos que 
una condición suficiente para que la gráfica de una función f, entre (a, f (a)) 
y (b, f(b)), sea rectificable es que f’ sea continua en [a, b]. De una tal función 
se dice que es continuamente derivable en [a, b] y que su gráfica en el inter- 
valo [a, b] es una curva suave. 

Sea у = f(x) una función continuamente derivable en [a, b]. Podemos apro- 
ximar su gráfica por medio de n segmentos rectos con puntos terminales deter- 
minados por la partición 


а=ху<Х,<х,<<х„=Ь 


como muestra la Figura 6.38. Haciendo Ах; = х; — X¡-1 Y Ay; = y; = Урс Se 
puede aproximar la longitud de la gráfica por 


n 


E Var? + (Ау)? 


i=1 

п Ay. 2 
io (2) (Ax) 
i=1 i 


Esta aproximación mejora más y más al hacer ||А||— 0 (n > ос). Por consi- 
guiente, definimos la longitud de la gráfica como 


п Лу; 2 
s= lí 1 + [| (Ax, 
i HE 2, \/ (2) з) 


Puesto que f'(x) existe en todo x de (X;-1, x), el teorema del valor medio 
asegura la existencia de algún с; еп (х; |, x;) tal que 


e 


Ц 


Ро) 1) = (с) — х1) 


e =P (c) 


1 
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Сото f’ es continua en [a, b], se sigue que ./1 + [f'(x)]? también es conti- 


nua, y por tanto integrable, en [a, b]. En consecuencia, 


m YY + [Fe]? (Ах) 


E >0 ¡2 
К V1 + РО]? ах 


Diremos que s es la longitud de arco de (la gráfica de) f entre a y b. 


Aplicando la definición a un segmento de recta se recupera el resultado usual, 
como muestra el próximo ejemplo. 


EJEMPLO 1 Longitud de arco de un segmento de recta 


Calcular la longitud de arco entre (x,, y,) y (х, y2) de la gráfica de f(x) = mx + b 
(Figura 6.39). 


Solución: Puesto que 


Ле тев 


сс т X, ж; 
se sigue que 
FIGURA 6.39 а. 
La longitud de arco de la gráfica de fentre (x,, у) 
y @, у) es la fórmula usual de la distancia entre 


dos puntos, 


sf JA + [FOF dx 
2 
ME 
x, 
-|/®—® =x) + өз — у)? wl 
-= x) ч 


E z + (у — y)? 
(х, = aN 
== + (у, — уу)? 


que es la fórmula conocida de la distancia entre dos puntos en el plano. O 


(х — xı) 
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515 рро Д 
' 1 2 3 
FIGURA 6.40 


La longitud de arco de la gráfica de y en |2, 2] es #8. 


(8, 5) 


FIGURA 641 
La longitud de arco de la gráfica de y en [0, 8] 
es aproximadamente 9,0734, 
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EJEMPLO 2 Cálculo de la longitud de arco 


Calcular la longitud de arco de la gráfica de y = х?/6 + 1/(2x) en el intervalo 
B, 2]. 


Solución: Al ser 


d 3 1 If, 1 
= = = XxX 
ах 6 2x 2 x’ 


se tiene para la longitud de arco 
b d 2 2 1 1 2 
s= 1+ (2) a ї+|—{х®——,)] de 
à dx 1/2 2 х 


_1(13 41 
z = O 
`2 ai 16 


EJEMPLO 3 Cálculo de la longitud de arco 


Calcular la longitud de arco de la gráfica de (y — 1)? = х? en el intervalo [0, 8] 
(Figura 6.41). 


Solución: Empezamos despejando x en términos de y: x= +(у — 1)*%?. Escogien- 
do el valor positivo de x vemos que 


dx a pu 
dy 2 


Sección 6.4 


y 
А 


FIGURA 6.42 
La longitud de arco de la gráfica de y en [0, 3] 
es aproximadamente 0,8814. 


FIGURA 6.43 
La longitud de arco del cable 
es aproximadamente 215 pies, 
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El intervalo [0, 8] de la variable х corresponde al intervalo [1, 5] de la variable 
y, luego, la longitud de arco viene dada por 


е [1+ esh 0 + E (у = ре | Фу 


1 [09у — 5)3/2 5 
18 3/2 | 


= > (4032 = 432) 


de 


9,0734 


EJEMPLO 4 Cálculo de la longitud de arco 


Calcular la longitud de arco de la gráfica de y = In (cos x), entre x = 0 y x= 7/4 
(véase Figura 6.42). 


Solución: Al ser 


se tiene para la longitud de arco 


al (e Е: - | 1+ tg? хах 
= sec? х dx 
0 
1/4 
“| sec х dx 


л/4 
E [sec x + tg J 
о 


In(/2 + 1) - In 1 


0,8814 


x 


EJEMPLO 5 Longitud de un cable 


Un cable eléctrico que cuelga de dos torres distantes 200 pies (Figura 6.43) 
adopta la forma de una catenaria de ecuación 


X 
= 75 х{150 + =x/150 a 150 h 
y le e ) cos 150 
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Calcular la longitud del cable entre esas dos torres. 
F / | WIS ~ ,x/150 

Solución: Como у = 5 (е е ), resulta 


1 
(у)? = a (ех/75 =D е-*?”) 


1 1 j А 
1 de (у)? = (505 + 2 + е5) = E (ех/150 + o 


Por tanto, la longitud de arco del cable es 


Il 


b сооз ег 1 f100 
ге | |1 + (у)? ах | (e™!!50 + e7150) dx 


2 -100 


100 
19 eno Е | 
= 100 


150(e?/? Le е7 2!) 


|| 


il 


de 


215 pies 


Área de una superficie de revolución 


En las Secciones 6.2 y 6.3 hemos utilizado la integración para calcular el volu- 
men de sólidos de revolución. Ahora la aplicaremos al cálculo del área de 
superficies de revolución. 


La fórmula para el área de una superficie de revolución se va a deducir 
de la fórmula para el área lateral de un tronco de cono. Consideremos el seg- 
mento recto de la Figura 6.44, donde L es la longitud del segmento, r, el 
radio de giro de su extremo izquierdo y r, el de su extremo derecho. Al 
girar alrededor de su eje de revolución, el segmento genera un tronco de 
cono circular recto, con 


S = 2xrL Área lateral del tronco de cono 


Sección 6.4 


Eje de 
revolución 


FIGURA 6.44 


Е 
1930 
о і 
EN 
Е 
Ф 
E 
u 
is] 
a 
al 


(хХ/(х)) 


a 
E 
Н Е) 

z 


1 

1 
анаара е 9 
Eje де ' а 
revolución 


FIGURA 6.46 
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donde 
pz 2 (кү +r) Radio medio del tronco de cono 


(En el Ejercicio 49 se pide verificar la fórmula para S.) 

Supongamos que la gráfica de una función /, con derivada continua en 
[a, b], gira en torno al eje x, generando una superficie de revolución (véase 
Figura 6.45). Sea A una partición de [a, b] en subintervalos de anchura Ах, 
Entonces, el segmento de longitud 


AL,=/Ax? + Ау? 


genera un tronco de cono. Sea r, su radio medio. Por el teorema del valor 
intermedio, existe un punto d; (en el ¿-ésimo subintervalo) tal que ғ; = f(d;). El 
área lateral Д5, del tronco de cono es 


AS; = 27r; AL, 


= 2д/(4) „ГАХ? + Ay? 


2 
= 2л/(4) [1 + (2) Ax; 


Eje de 
revolución 


FIGURA 6.45 


De acuerdo con el teorema del valor medio, existe un punto c; еп (х; p х) 
tal que 


fa = Fi 1) КЕ Ay, 
- = 


Peen iT Хр Ax; 


Por tanto, AS, = 2xf(d)),/1 + [f'(c)1? Ax, y el área total de la superficie 


puede ser aproximada por 


S ж 05 (ӘТ + FC Ах, 


i=l 
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Se puede demostrar que el límite del miembro de la derecha cuando ПАП — 0 
(п > оо) es 


b 
| Ро) + [ОО]? dx 


a 


De manera análoga, si la gráfica de f gira en torno al eje y se obtiene 


b 
5=25| x/1 + [FOV dx 


En ambas fórmulas podemos interpretar los productos 27/(х) y 2лх como la 
circunferencia del círculo trazado por el punto (x, y) de la gráfica de fal girar 
en torno al eje x o al eje y (Figura 6.46). En un caso el radio de giro es r =f(x) y 
en el otro es r = x. Además, adaptando adecuadamente r se puede generalizar 
la fórmula para el área a cualquier eje de revolución horizontal o vertical, como 
recoge la próxima definición. 


Las fórmulas que aparecen en esta definición se escriben con frecuencia de 
esta otra manera: 


b 
$ = эл| r(x) ds y es función de x 


a 


d 
S= 2л| ro) ds x es función de y 


c 


donde ds =./1 + [£ (OP dx y ds = 4/1 + [2 01? dy, respectivamente. 
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revolución 


FIGURA 6.47 


Eje de revolución 


FIGURA 6,48 
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EJEMPLO 6 Área de una superficie de revolución 


Calcular el área de la superficie de revolución formada al hacer girar la gráfica 
de f(x) = х? en el intervalo [0, 1], en torno al eje x (véase Figura 6.47). 


Solución: La distancia entre la gráfica de f y el eje x es r(x) = f (x). Como además 
Р(х) = 3x?, el área pedida es 


b 

S= 2n | пх) + [FP dx 
1 

= | х1 + (3х2)? dx 

0 
2 1 

== | G6 + 94%)! dx 
36] 


ол (+97 
718 3/2 б 


T 
эпо -1) 


z 3,563 O 


EJEMPLO 7 Área de una superficie de revolución 


Calcular el área de la superficie de revolución formada al hacer girar la gráfica 
de f(x) = x? en el intervalo [0, J2 en torno al eje y (véase Figura 6.48). 


Solución: La distancia entre la gráfica de f y el eje y es r(x) = x. Y como f'(x) = 2x, 
el área de la superficie de revolución dada es 


b 
$=2л | rV + ТРО) dx 


a 


КД 
| xy/1 + (2х)? dx 
0 


Ja 
Е =: | (1 + 4х?)!'(8х) dx 
0 


л Е + | 


4 32 Ь 


= ЕГП +81] 


13л 
3 


де 
~ 
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Ejercicios de la Sección 6.4 


En los Ejercicios 1 y 2, hallar la distancia entre los puntos 
usando a) la fórmula de la distancia y b) integración. 


1. (0,0), (5, 12) 2. (1, 2), (7, 10) 


En los Ejercicios 3-8, calcular la longitud de arco de la gráfi- 
ca en el intervalo que se indica. 


з. y +101] 4 y =P 1,10,4) 

5 3 2, 11,8] 6 il 
оул e ў= с с=з» [1, 
125 У то 65 


> 


х 1 
7. y= = + 11, 2] 


1 
8. = (e + e 5, [0, 2 
g'h y 5° е^), [0, 2] 


Au En los Ejercicios 9-18, a) representar la función en el inter- 


valo dado, b) escribir una integral para la longitud de arco de 
la curva en ese intervalo y observar que la integral no se 
puede calcular mediante las técnicas estudiadas hasta ahora, 
y с) usar integración en la calculadora para aproximar el va- 
lor de la longitud de arco. 


Función Intervalo 
9. y=4-x 0<х5< 2 
10. у= х2 +х- 2 Z2S<x<l 
1 
1. y=- 1<x3<3 
1 
12. y= О<х<1 
х +1 
13. y=senx О<х< лт 
14. у= соѕ х п п 
—— < х5 — 
2 2 
15. x=e ” 0<y<2 
16. у= ах 1 <х5 5 
17. у= 2 arctg х О<х5<1 
18. х= 4/36 - у? О<у<3 


Aproximación En los Ejercicios 19 y 20, averiguar qué va- 
lor aproxima mejor la longitud de arco representada por la 
integral. (Basar la decisión en un dibujo del arco, no en la 
realización de cálculos.) 


ÚS |, |! i Е (= T р 


а) 25 b) 5 c) 2 d) —4 e) 3 


a) 3 b) -2 с) 4 d) — е) 1 


Aproximación En los Ejercicios 21 y 22, estimar la longi- 
tud de arco de la gráfica de la función en el intervalo [0, 4] de 
cuatro maneras. 

a) Usando la fórmula de la distancia para calcular la dis- 
tancia entre los puntos terminales del segmento. 

b) Usando la fórmula de la distancia para calcular las lon- 
gitudes de los cuatro segmentos que conectan los puntos 
del arco con x = 0, x = 1, x = 2, x = 3 y x = 4. Hallar la 
suma de esas cuatro longitudes. 

c) Aplicar la regla de Simpson con и = 10. 

d) Usar integración en la calculadora. 


21. fœ) =x 22. fœ) = (02 -4y 


23. Para pensar La figura muestra las gráficas de y, = х, 
y =}, уу = }х?, e y, = $x% en el intervalo [0, 4]. 
a) Identificar las funciones. 
Б)  Ordenarlas por longitudes de arco crecientes. 
с) Verificar la respuesta а b) aproximando cada lon- 


gitud con tres decimales. 


BÉ 24. Para pensar Explicar por qué son iguales las dos in- 


tegrales 


e 1 1 
| ТЕА 1 + е2 dx 
1 х о 


Verificarlo usando integración еп la calculadora. 


25. Longitud de persecución Un objeto parte del origen 
y se mueve hacia arriba por el eje y (véase figura en la 
página siguiente). Al mismo tiempo, un perseguidor 
parte del punto (1, 0) y se mueve siempre en dirección 
al objeto. Si la velocidad del perseguidor es doble que 
la del objeto, la ecuación de la trayectoria es 


1 
у= Ue = 3х2 +2) 


Ejercicios de la Sección 6.4 


¿Qué distancia ha recorrido el objeto en el momento de 
ser capturado? Probar que el perseguidor recorre el doble. 


У 
| 


26. Área de un techo El techo de la figura tiene 100 pies 
de largo, 40 de ancho y sus secciones son catenarias 
invertidas de ecuación 


у= 31 — 10(e 9 + 2920) 
Hallar el área, en pies cuadrados, de ese techo. 
y 


20 4 100 pics 


-20 i 20 
У 31-10 (ека gm 


27. Longitud de la catenaria Los hilos de un tendido 
eléctrico, suspendidos entre dos torres, adoptan forma 
de catenaria (véase figura), de ecuación 


X 
= 20 cosh => -20 < x < 20 
у 20 © 
donde x e y se miden en metros. Calcular la longitud 


del cable suspendido entre dos torres que distan entre sí 
40 metros. 


-20 --10 10 20 


28. Longitud del arco Gateway El arco Gateway de St. 
Louis, Missouri, está diseñado con el modelo 


y = 693,8597 — 68,7672 cosh 0,0100333.x, 
-299,2239 < x < 299,2239 


(véase el proyecto para la Sección 5.10). Calcular la 
longitud de esta curva (véase figura). 
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Е НА 

/ оо о шю \ 
(299,2, 0) (299,2, 0) 

29. Hallar la longitud de arco desde (0, 3) hasta [2, 1/5], еп 
sentido de las agujas de un reloj, a lo largo del círculo 
х* + у? = 9. 


30. Hallar la longitud de arco desde (3, 4) hasta (4, 3), en 
sentido de las agujas de un reloj, a lo largo del círculo 
х? + y? =25. Probar que el resultado es la cuarta parte 
de la longitud de la circunferencia de ese círculo. 


En los Ejercicios 31-34, formular y calcular la integral que 
da el área de la superficie de revolución generada al girar la 
curva en torno del eje x. 


32. y=/x,[1,4] 


3 


Ва Ы 
т 


x 
34. y=, [0,6 
Y= 5.10.6] 
En los Ejercicios 35 y 36, formular y calcular la integral que 
da el área de la superficie de revolución generada al girar la 
curva en torno del eje y. 


Función Intervalo 
35. у=д/х+2 11, 8] 
37. y=4-x? [0, 2] 


бе En los Ejercicios 37 y 38, usar integración en la calculadora 


para estimar el área del sólido de revolución. 


Función Intervalo 
37. y=senx [0, л] 

en torno al eje x 
38. y=Inx [1, e] 


en torno al eje y 


39. Un cono circular recto es generado haciendo girar la 


región acotada por y = hx/r, y = h y x=0 en torno al eje 
y. Comprobar que el área lateral del cono es 


S=xr/r + ЙА? 
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40. 


41. 


42. 


43. 


№ 44, 


45. 


Capítulo 6 Aplicaciones de la integral 
Se genera una esfera de radio r haciendo girar la gráfi- 
ca de y=,/r? — х? en torno al eje x. Verificar que el 
área de la esfera es 4xr?. 

Hallar el área de la porción de esfera generada al girar 
en torno al eje y la gráfica de y=./9 — 1,0 <x < 2. 
Hallar el área de la porción de esfera generada al girar 
en tomo al eje y la gráfica de y= / 7? – xX, 0 < x <a, 


suponiendo que а < r. 


Diseño de bombillas Una bombilla ornamental (véa- 
se figura) ha sido diseñada con la forma de la superficie 
de revolución obtenida al girar la gráfica de 

1 


1/2 3/2 
у= =х 1-0,0 <х< 5 


.o 


alrededor del eje x, donde x e y se miden en metros. 
Calcular su área y usar el resultado para estimar la can- 
tidad de vidrio necesaria para construir la bombilla, si 
el espesor del vidrio es 0,015 pulgadas. 


Un modelo matemático La circunferencia С, en pul- 
gadas, de un florero se mide a intervalos de 3 pulgadas, 
partiendo de su base. Los resultados de las medidas se 
recogen en la tabla, donde y es la distancia vertical a la 
base, en pulgadas. 


ВЕ JE 9 12. 15 | 18 
E 655 | 70 66 | 58 ШЕ 


a) Estimar, соп esos datos, el volumen del florero su- 
mando los volúmenes de discos aproximantes. 

b) Aproximar, con esos datos, el área lateral del flore- 
ro sumando áreas de troncos de cono aproximantes. 

с) Hallar, con ayuda de la calculadora, un modelo 
cúbico para los puntos (y, ғ), donde r = С/(2л). 
Representar en ella los puntos y el modelo. 

а) Usando ese modelo e integración en la calculado- 
ra, estimar el volumen y el área lateral del florero. 
Comparar los resultados con los de a) y b). 


Proyecto individual Elegir un sólido de revolución 
de uso cotidiano. Medir sus radios en al menos siete 


46. 


49, 


puntos a lo largo de su eje. Estimar, con esos datos, el 
volumen y el área lateral del sólido. 


Sea R la región acotada por y = 1/x, el ejex,x= l y x=b, 
con b > 1. Sea D el sólido generado cuando R gira en 
torno al eje x. 

a) Calcular el volumen V de D. 

b) Expresar el área lateral de D como una integral. 
c) Probar que V tiende a un límite finito cuando b > ос. 
d) Demostrar que (5 => ос cuando b > 00). 


47. Sea frectificable en el intervalo [a, b] y denotemos 


s(x) = |. /1 + О а 


а 


ds 
a) Hallar —. 
dx 


b) Hallar ds y (ds). 
с) SifO= 2 encontrar s(x) en [1, 3]. ¿Qué 


es sQ)? 
| Oor oy 
Para pensar Consideremos la ecuación Eh + Ж = | 
a) Representar еп la calculadora la gráfica de esta 
ecuación. 


b) Escribir la integral definida que da la longitud de 
arco de esa gráfica en el primer cuadrante. 

c) Comparar el intervalo de integración en b) con el 
dominio del integrando. ¿Es posible calcular la in- 
tegral definida? ¿Es posible calcularla aplicando 
la regla de Simpson? Explicar las respuestas. 
(Volveremos a este problema en la Sección 7.8.) 


a) Dado un sector circular de radio £ y ángulo central 
0 (véase figura), probar que su área viene dada por 


1 
$=—120 
2 


b) Al pegar los bordes rectos de ese sector circular se 
forma un cono circular recto (véase figura en la 
página siguiente) que tiene igual área que el sec- 
tor. Probar que el área es 


5 = лгі, 


donde ғ denota el radio de la base del cono. (Ayu- 
da: La longitud de arco del sector es igual a la 
circunferencia de la base del cono.) 
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r 


\ 
c) Usando el resultado de b) verificar que la fórmula Eje de 
5 н revolución 
para el área lateral de un tronco de cone-de arista L 
y radios r,, r, (véase figura) es 
5 = nri + ғ) 50. Redacción Lea el artículo «Arc Length, Area and the 
Arcsine Function» de Andrew M. Rockett en Mathe- 
(Nota: Hemos usado esta fórmula al desarrollar la matics Magazine, marzo 1983 y explique por escrito 
integral que representa el área de una superficie de cómo se puede definir la función arcsen en términos de 


revolución.) 


CONTENIDO = 
Trabajo realizado por una fuerza constante = 
Trabajo realizado por una fuerza variable = 


una longitud de arco. 


6.5 
Trabajo 


Trabajo realizado por una fuerza constante 


El concepto de trabajo sirve a los científicos e ingenieros para conocer cuánta 
energía es necesaria en la ejecución de una cierta tarea. Por ejemplo, es útil 
saber el trabajo realizado cuando una grúa eleva una viga de hierro, al compri- 
mir un muelle, al lanzar un cohete o cuando un camión transporta una carga. 

En general, decimos que se realiza trabajo cuando una fuerza desplaza un 
objeto. Si la fuerza aplicada al objeto es constante, tenemos la siguiente defini- 
ción de trabajo. 


DEFINICIÓN DEL TRABAJO 


REALIZADO POR UNA FUERZA 
CONSTANTE 


dirección de la fuerza, el trabajo Ye ' realizado | 
W=FD. 


Si un objeto es desplazado p por una 


se define como 


4 pies 


FIGURA 6.49 
El trabajo realizado al elevar 4 pies un objeto 
de 50 libras es 200 libras-pies. 


Hay muchas clases de fuerzas, centrífuga, electromagnética o gravitatoria, 
por citar sólo algunos ejemplos. Se puede pensar en las fuerzas como algo que 
empuja o atrae, cambiando con ello el estado de reposo o de movimiento de un 
cuerpo. Para las fuerzas gravitatorias en la superficie terrestre es usual utilizar 
las unidades de medida correspondientes al peso de los objetos. 


EJEMPLO } Levantamiento de objetos 


Calcular el trabajo realizado al levantar un objeto de 50 libras una altura de 4 pies. 


Solución: La magnitud de la fuerza F requerida es el peso del objeto (Figura 6.49). 
Así pues, el trabajo necesario para levantarlo 4 pies es 


W = FD Trabajo = (fuerza)(distancia) 


1 


50(4) Fuerza = 50 libras, distancia = 4 pies 
= 200 libras-pies 
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Ax 


FIGURA 6.50 
La magnitud de la fuerza varía conforme el objeto 
cambia de posición (Ax). 


Aplicaciones de la integral 


En el sistema de medidas de EE.UU. el trabajo se expresa en libras-pies, 
libras-pulgadas o toneladas-pies. En el sistema cegesimal (C-G-S) la unidad 
básica de fuerza es la dina (= fuerza necesaria para producir una aceleración de 
1 cm/s? a una masa de 1 gramo). En este sistema, el trabajo se expresa en 
dinas-cms (ergios) o en newtons-metros (julios), donde 1 julio = 10” ergios. 


5 200 libras- 


Trabajo realizado por una fuerza variable 


En el Ejemplo 1, la fuerza aplicada se mantenía constante. Si se aplica una 
fuerza variable a un objeto, es preciso recurrir al Cálculo 51 se quiere determi- 
nar el trabajo realizado, ya que la magnitud de la fuerza cambia al ir variando 
la posición del objeto. Así, la fuerza requerida por la compresión de un muelle 
crece conforme el muelle se va comprimiendo. 

Supongamos que un objeto se mueve en línea recta desde х = a hasta х = b 
bajo la ación de una fuerza F(x) que varía de manera continua. Sea Á una 
partición de [a, b] en n subintervalos determinados por 


а= <xX|<x¿< “ <x,=b 


y sea Ax, = х; — x,_ |. Para cada i escojamos un с; tal que х; < с; < x; En c 


la fuerza aplicada es F(c;). Como F es continua, podemos aproximar el trabajo 
realizado en el desplazamiento del objeto a lo largo del ¡-ésimo subintervalo 
por el incremento 


AW, = F(c;) Ах; 


como muestra la Figura 6.50. Así pues, el trabajo total realizado para desplazar 
el objeto desde a hasta b puede aproximarse por 


W 


Д 
ТЕ 
[> 
= 


y Fíc) Ax, 


i=1 


Esta aproximación es cada vez mejor al hacer ||А|| — 0 (n = œ). Por tanto, 
definimos el trabajo como 


n 


W= lím Y Ас) Ах, 


MAI>0 ¿=1 


b 
= | F(x) dx 


а 


Sección 6.5 


Trabajo 


505 


libras-pulgadas.. 
para comprimir 
х= 3 ¿hubiera sido 
о тепог que es 
respuesta. = 


Los restantes ejemplos de esta sección utilizan algunas leyes de Física bien 
conocidas, descubiertas en la misma época en que se estaba gestando el Cálcu- 
lo. De hecho, en los siglos ХУП y Хуш había poca diferencia entre físicos y 
matemáticos. Una física-matemática fue Emilie de Breteuil, quien realizó una 
importante síntesis de las contribuciones de otros científicos, como Newton, 
Leibniz, Huygens, Kepler y Descartes. Su libro de Física Instituciones fue utili- 
zado durante muchos años. 

Las tres leyes físicas que citamos a continuación fueron descubiertas por Robert 
Hooke (1635-1703), Isaac Newton (1642-1727) y Charles Coulomb (1736-1806). 


1. 


Ley de Hooke: La fuerza F requerida para comprimir o estirar un 
muelle (dentro de sus límites de elasticidad) es proporcional al despla- 
zamiento producido respecto de su posición de equilibrio (longittid na- 
tural). Es decir, 


F = kd 


donde la constante de proporcionalidad k (constante del muelle) de- 
pende de la naturaleza del muelle. 

Ley de la gravitación universal: La fuerza F de atracción entre dos 
masas m, y m,, es proporcional al producto de las masas e inversamen- 
te proporcional al cuadrado de la distancia d entre ellas. Esto es, 


Si m, y m, se miden en gramos y d en centímetros, F se medirá en 
dinas para un valor de k = 6,670 x 1078 cm?/(g · s?). 

Ley de Coulomb: La fuerza entre dos cargas q, y q, en el vacío es 
proporcional al producto de las cargas e inversamente proporcional al 
cuadrado de la distancia d entre ellas. Esto es, 


Si q, y q, se dan en unidades electrostáticas y d en centímetros, F se 
medirá en dinas para un valor de К = 1. 
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Longitud natural (F = 0) 


Comprimido 3 pulgadas (Е = 750) 


л 
A j 


FIGURA 6.51 


Pi Y 
4.800 


FIGURA 6,52 

El trabajo requerido para elevar un módulo 
espacial hasta una altitud de 800 millas sobre 
la superficie de la Tierra es aproximadamente 
1.056 х 10** tibras-pies. 
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EJEMPLO 2 Compresión de un muelle 


Una fuerza de 750 libras comprime 3 pulgadas un muelle de longitud natural 
15 pulgadas. Calcular el trabajo realizado al comprimirlo otras 3 pulgadas más. 


Solución: Por la ley de Hooke, la fuerza Р(х) requerida para comprimir el mue- 
lle x pulgadas desde de su longitud natural es F(x) = kx. De los datos del 
enunciado se sigue que F(3) = 750 = (03), luego k = 250 y F(x) = 250 x, como 
indica la Figura 6.51. Para hallar el incremento de trabajo, suponemos que la 
fuerza exigida para comprimir el muelle un incremento Ах muy pequeño es 
aproximadamente constante. Con ello, el incremento de trabajo resulta ser 


AW = (fuerza)distancia) = (250x) Ax. 


Como el muelle se comprime de x = 3 a x = 6 pulgadas por debajo de su 
longitud natural, el trabajo realizado es 


6 
W= | 250х ах 


6 
Е 15 | = 4,500 – 1.125 = 3.375 libras-pulgada 


3 


Nótese que no integramos desde O hasta 6, ya que se nos preguntaba el trabajo 
realizado al comprimir 3 pulgadas adicionales (sin incluir las 3 primeras). ГЛ 


EJEMPLO 3 Puesta en órbita | 


Un módulo espacial pesa 15 toneladas sobre la superficie de la Tierra. ¿Cuánto 
trabajo hay que hacer para propulsarlo a una altura de 800 millas sobre la 
superficie terrestre (véase Figura 6.52). (Tomar 4.000 millas como radio de la 
Tierra. No considerar el efecto de la resistencia del aire ni el peso del combustible.) 


Solución: Dado que el peso de un cuerpo varía inversamente con el cuadrado de 
su distancia al centro de la Tierra, la fuerza F(x) ejercida por la gravedad es 


F(x) = Z C es la constante de proporcionalidad 


Como el módulo pesa 15 toneladas en la superficie terrestre y el radio de la 
Tierra es de unas 4.000 millas, deducimos que 


C 
=> 
(4.000) 
240.000.000 = C 
Así pues, el incremento de trabajo es 


AW = (fuerzaGincremento de distancia) 
_ 240.000.000 


х? 


Ах 
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FIGURA 6.53 

El trabajo requerido para vaciar el depósito 
por un orificio practicado en su parte más alta 
es de 589.782 libras-pies, 
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Finalmente, al ser propulsado desde x = 4.000 hasta x = 4.800 millas, el trabajo 
realizado viene dado por 


4.800 240.000.000 
w= | E y 
4.000 Xx 
E осоо 


X 4.000 


50.000 + 60.000 


10.000 miles-toneladas 
1,056 x 10** libras-pulgada 


ёё 


En el sistema C-G-S, usando el factor de conversión 1 libra-pie = 1,35582 
julios, el trabajo resulta ser 


W = 1,432 х 10*! julios 


Las soluciones de los Ejemplos 2 y 3 se adaptan a nuestra presentación del 
trabajo como una suma de incrementos de la forma 


| AW = (fueza) (incremento de distancia) = (Ё)(Ах) 


Otra manera de formular el incremento de trabajo es 


| AW = (incremento de fuerza)(distancia) = (API) 


Esta segunda interpretación de AW es útil en problemas relativos a movimien- 
tos de sustancias no rígidas, como fluidos o cadenas. 


EJEMPLO 4  Vaciado de un depósito 


Un depósito esférico de 8 pies de radio está lleno hasta la mitad con un aceite 
que pesa 50 libras/pie?. Calcular el trabajo requerido para extraer el aceite 
bombeando a través de un orificio situado en lo más alto del depósito. 


Solución: Consideramos el aceite dividido en discos de espesor Ay y radio x, 
como muestra la Figura 6.53. El incremento de fuerza para cada disco viene 
dado por su peso, de modo que 


AF = peso 
_ (50 libras 
С pie cúbico 


Jvolumen 


= 50(лх? Лу) libras 
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FIGURA 6.54 
El trabajo realizado al izar un extremo de la cadena 
а 20 pies de altura es de 1.000 Iibras-pies. 
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Para un círculo de radio 8 y centro en (О, 8) se tiene 
х2 + (y – 8)? = 8? 
x? = 16у — у? 
así que podemos expresar el incremento de trabajo сото 
AF = 50(лх° Ay) 
= 50л(1бу — у?) Ay 


En la Figura 6.53 se aprecia que un disco que dista y pies del fondo debe ser 
elevado una distancia de (16 — y) pies. Por tanto, el incremento de trabajo es 


AW = AF(16 — y) 
= 50л(1бу — у?) Ay(16 — y) 
= 50л(25бу — 32y? + у?) Ay 
Puesto que el depósito está medio lleno, la variable y recorre de O a 8, luego el 
trabajo requerido para vaciar el depósito es 


8 
W= | 50л(25бу — 32y? + у?) dy 


32 418 
= ход 128? уф | 
о ТД, 


50 11.264 
= 50r 
3 


z 589.782 libras-pie L 


Con el fin de constatar que el resultado del Ejemplo 4 es razonable, consi- 
deremos que el peso del aceite en el depósito es 


1 1/4 
\ | чотепи елда = (л oo) 
= 53.616,5 libras 


Elevar esa cantidad de aceite 8 pies implicaría 8(53.616,5) = 428.932 libras- 
pies de trabajo. Dado que el aceite es elevado realmente entre 8 y 16 pies, 
parece razonable que el trabajo realizado sea 589.782 libras-pies. 


EJEMPLO 5 Гадо de una cadena 


Una cadena de 20 pies de longitud y que pesa 5 libras/pie está extendida en el 
suelo. ¿Cuánto trabajo es necesario para levantar uno de sus extremos hasta 
una altura de 20 pies, es decir hasta que esté totalmente extendida en vertical, 
como muestra la Figura 6.54? 
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FIGURA 6.55 
Trabajo realizado por la expansión de un gas. 


Trabajo 509 


Solución: Imaginemos la cadena dividida en pequeños fragmentos, cada uno de 
longitud Ay. El peso de cada uno de ellos es el incremento de fuerza 


5 libras 


AF = peso = | Jongin = 5Ay 


pie 


Como un fragmento típico (inicialmente en el suelo) ha de ser izado a una 
altura y, el incremento de trabajo es 


AW = (incremento de fuerza)(distancia) = (5 Ay)y = 5y Ay 


Además, y varía entre 0 y 20, de modo que el trabajo total resulta ser 


20 Sy ро 5(400 
W= | 5y dy =?” | A 000 libras-pie 
[0] 2 0 2 


En el ejemplo siguiente consideramos un pistón de radio r en un cilindro 
(Figura 6.55). Al expandirse el gas en el cilindro, el pistón se desplaza y se 
realiza trabajo. Si p denota la presión del gas (en libras/pie?) contra el pistón y 
V el volumen de gas (en ріеѕ?), el incremento de trabajo requerido para mover 
el pistón Ах pies es 

AW = (fuerza)l(incremento de distancia) = F(Ax) = p(ar?) Ax = p AV 


Por tanto, al expandirse el gas de V, a V,, el trabajo realizado para desplazar el 
pistón es 


Y, 
we | рау 


Supuesto que la presión del gas sea inversamente proporcional a su volumen, 
es decir р = kV, la integral que da el trabajo pasa a ser 


Y, k 
W= | = аУ 
Yo V 


EJEMPLO 6 Trabajo realizado por la expansión de un gas 


Un volumen inicial de gas de 1 pie?, que estaba a una presión de 500 li- 
bras/pie?, se expande a un volumen de 2 pies”. Hallar el trabajo realizado por el 
gas, suponiendo que la presión es inversamente proporcional al volumen. 


Solución: De p = k/V y de que р = 500 cuando V = 1, deducimos que k = 500. 
Así pues, el trabajo es 


“ik 2 500 E 
W= | = 40 = | ——— 40 = 500 In vi а 346,6 libras-pie 
v Y DRA 1 
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Ejercicios de la Sección 6.5 


Fuerza constante En los Ejercicios 1-4, calcular el trabajo 
realizado por la fuerza constante. 


1. 
2. 


6. 


Ley de Hooke 


Se levanta un saco de 100 libras una altura de 10 pies. 
Una grúa levanta un automóvil de 2.400 libras hasta 
una altura de 6 pies. 

En un proyecto de construcción, deslizar un bloque de 


cemento 4 metros requiere una fuerza de 112 newtons. 


Una locomotora arrastra vagones media milla con una 
fuerza de 9 toneladas. 


Para pensar Las gráficas muestran la fuerza, en li- 
bras, requerida para mover un objeto 9 pies a lo largo 
del eje x. Ordenar las funciones fuerza de menor a ma- 
yor trabajo, sin efectuar cálculos. 


a) E b) 
| 


246% 


c) 


— N wW A 


Verificar la respuesta del Ejercicio 5 calculando el tra- 
bajo para cada función de fuerza. 


En los Ejercicios 7-14, hallar la fuerza va- 


riable utilizando la ley de Hooke. 


7. 


10. 


Una fuerza de 7 libras comprime 4 pulgadas un muelle 
de 15 pulgadas. ¿Cuánto trabajo se necesita para com- 
primirlo 7 pulgadas? 


¿Cuánto trabajo se realiza al comprimir el muelle del 
Ejercicio 7 desde una longitud de 10 pulgadas hasta 
conseguir que tenga sólo 6 pulgadas? 

Una fuerza de 250 newtons estira un muelle 30 cm. ¿Cuán- 


to trabajo se realiza al estirarlo desde 20 hasta 50 cm? 


Una fuerza de 800 newtons estira un muelle 70 cm en 
un instrumento para tensar postes de un vallado. Hallar el 
trabajo realizado al estirar el muelle los 70 em requeridos. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


18. 


18. 


Una fuerza de 15 libras estira 6 pulgadas un muelle de 
un gimnasio. Calcular el trabajo realizado al estirar ese 
muelle 1 pie a partir de su longitud natural. 


Se requieren 18 libras-pies de trabajo para estirar un 
muelle 4 pulgadas de su posición de equilibrio. Calcu- 
lar el trabajo realizado al estirarlo otras 3 pulgadas adi- 
cionales. 


Comprimir un muelle 2 pulgadas a partir de su longitud 
natural exige 7,5 libras-pies. ¿Cuánto trabajo es nece- 
sario para comprimirlo media pulgada adicional? 


Propulsión Despreciando el peso del combustible y la 
resistencia del aire, hallar el trabajo necesario para pro- 
pulsar un satélite de 4 toneladas hasta una altura de 
a) 200 millas sobre la superficie terrestre, 

b) 400 millas sobre la superficie terrestre. 


Propulsión Con la información del Ejercicio 15, ex- 
presar el trabajo W del sistema de propulsión como 
función de la altura Л del satélite sobre la superficie 
terrestre. Calcular, si existe, el límite de W cuando h 
tiende a infinito. 


Propulsión Despreciando el peso del combustible y 
la resistencia del aire, hallar el trabajo realizado al pro- 
pulsar un satélite de 10 toneladas a una altura de 

a) 11.000 millas sobre la superficie terrestre, 

b) 22.000 millas sobre la superficie terrestre. 


Propulsión Un módulo lunar pesa 12 toneladas en la 
superficie de la Tierra. ¿Cuánto trabajo es necesario 
para elevarlo desde la superficie de la Luna hasta una 
altura de 50 millas? El radio de la Luna es 1.100 mi- 
llas y su fuerza de gravedad es un sexto de la de ж 
Tierra. 


Bombeo de agua Fl depósito rectangular de la figura 
está lleno de agua, que pesa 62,4 libras/pie*. ¿Cuánto 
trabajo ha de realizarse para bombear por arriba, 
como indica la figura, a) la mitad del agua?, b) toda el 
agua? 


A 5 pies —— Y 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


Ejercicios de la Sección 6,5 


Para pensar Explicar por qué la respuesta al aparta- 
do b) en el ejercicio anterior no es igual al doble de la 
respuesta al a). 


Bombeo de agua Un depósito cilíndrico Heno de 
agua, de 4 metros de altura y 2 metros de radio, está 
colocado de manera que su techo está 1 metro por de- 
bajo del nivel del suelo (véase figura). ¿Cuánto trabajo 
es necesario para bombear toda el agua que contiene 
hasta el nivel del suelo? 


Bombeo de agua Supongamos que el depósito del 
Ejercicio 20 estuviera colocado sobre una torre, con su 
base 10 metros por encima del nivel de un río (véase 
figura). Determinar cuánto trabajo hay que realizar 
para llenar la mitad del depósito con agua del río. 


Un depósito abierto tiene forma de cono circular recto 
(véase figura) de 8 pies de diámetro en su parte supe- 
rior y 6 pies de altura. ¿Cuánto trabajo se necesita para 
vaciarlo por arriba? 


Bombeo de agua Si se bombea agua en el depósito 
del Ejercicio 22 por su vértice, hallar cuánto trabajo se 
realiza para llenarlo 


24. 


25. 
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a) hasta de 2 pies de profundidad, 
b) desde 4 pies hasta 6 pies de profundidad. 


Bombeo de agua Un depósito tiene la forma de la 
mitad superior de una esfera de radio 6 pies. Se desea 
llenarlo con agua a través de un orificio situado en su 
base circular. ¿Cuánto trabajo es necesario para ello? 


Bombeo de combustible Diesel La figura muestra el 
depósito de combustible de un camión Diesel, con las 
dimensiones en pies. El motor está 2 pies por encima 
de la parte superior del depósito y el combustible 
pesa 53,6 libras/pie?. Calcular el trabajo requerido 
para bombear todo el combustible hasta el nivel del 
motor. 


Bombeo de gasolina Еп los Ejercicios 26 y 27, calcular el 
trabajo realizado al bombear gasolina que pesa 42 
libras/pie?. (Ayuda: Evaluar una integral mediante una fór- 
mula geométrica y la otra observando que el integrando es 
una función impar.) 


26. 


27. 


Un depósito cilíndrico, de 3 pies de diámetro y 4 pies 
de largo, colocado en la caja de un camión, se utiliza 
para abastecer de combustible a los tractores. El eje del 
depósito es horizontal. ¿Cuánto trabajo es necesario 
para bombear todo su contenido en un tractor si la aber- 
tura del depósito de éste se encuentra 5 pies por encima 
del punto más alto del depósito cilíndrico? 


La parte superior de un contenedor cilíndrico de gasoli- 
na en una estación de servicio está 4 pies por debajo del 
nivel del suelo, con su eje horizontal. Mide 12 pies de 
largo y 5 de diámetro. Hallar el trabajo realizado al 
bombear todo su contenido hasta una altura de 3 pies 
sobre el nivel del suelo. 


Izando una cadena Еп los Ejercicios 28-31, consideremos 
una cadena colgada de un torno situado 15 pies sobre el nivel 
del suelo. Calcular el trabajo realizado por el torno al elevar 
la cadena, que pesa 3 libras/pie, hasta la posición indicada. 
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28. Subir toda la cadena. 
29. Subir un tercio de la cadena. 


30. Recoger el torno hasta que el punto más bajo de la ca- 
dena diste del suelo 10 pies. 


31. [zar toda la cadena con un peso de 100 libras atado a 
ella. 


izando una cadena Еп los Ejercicios 32 y 33, considere- 
mos una cadena de 15 pies, que pesa 3 libras/pie, colgada a 
15 pies sobre el nivel del suelo. Calcular el trabajo realizado 
al izar la cadena verticalmente hasta la posición indicada. 


32. Coger el extremo inferior de la cadena y elevarlo a una 
altura de 15 pies, dejando la cadena doblada colgando 
todavía (véase figura). 


33. Repetir el Ejercicio 32 elevando el extremo inferior de 
la cadena hasta 12 pies sobre el nivel del suelo. 


Grúa de demolición En los Ejercicios 34 y 35, considere- 
mos una grúa de demolición con una bola de 500 libras sus- 
pendida de un cable de 40 pies que pesa 1 libra/pie. 


34. Hallar el trabajo necesario para levantarla 15 pies. 


35. Hallar el trabajo necesario para levantarla 40 pies. 


Ley de Boyle Еп los Ejercicios 36 y 37, calcule el trabajo 
realizado por el gas para el volumen y la presión dados. Su- 
póngase que la presión es inversamente proporcional al volu- 
men (véase Ejemplo 6). 


36. Una cantidad de gas con volumen inicial de 2 pies? y 
presión de 1.000 libras/pie? se expande a un volumen 
de 3 pies”. 


37. Una cantidad de gas con volumen inicial de 1 pie? y 
presión de 2.000 libras/pie? se expande a un volumen 
de 4 ріеѕ?. 


38. Fuerza eléctrica Dos electrones se repelen con una 
fuerza que varía inversamente como el cuadrado de la 


distancia entre ellos. Si un electrón está en reposo en el 
punto (2, 4), hallar el trabajo realizado para mover el 
otro electrón desde (-2, 4) hasta (1, 4). 


Po 39, Un modelo matemático El cilindro hidráulico de una 


aserradora de madera tiene 4 pulgadas de diámetro y 2 
de largo. La bomba hidráulica produce una presión má- 
xima de 2.000 libras/pulg?. Por tanto, la máxima fuerza 
producida por el cilindro es de 2.000(112?) = 8.000 л 
libras. 
a) Hallar el trabajo realizado en una extensión del 
cilindro, sabiendo que exige la máxima fuerza. 
b) La fuerza ejercida para serrar una pieza de madera 
es variable. La tabla recoge varias medidas, donde 
la variable x denota la extensión del cilindro en 
pies y F la fuerza en libras. Aproximar, usando la 
regla de Simpson, el trabajo requerido para serrar 
la pieza. 


wi — 
„м 


Е(х) | 0 20.000 | 22.000 | 15.000 


с) Usar regresión en la calculadora para hallar un 
modelo polinómico de grado 4 para esos datos. 
Representar los datos y el modelo. 

d) Con ese modelo, estime la extensión del cilindro 
cuando la fuerza es máxima. 

e) Usar el modelo del apartado c) para aproximar el 
trabajo realizado al serrar la pieza de madera. 


№ Prensa hidráulica En los Ejercicios 40-43, usar integra- 


ción en la calculadora con el fin de hallar el trabajo aproxi- 
mado realizado por una prensa hidráulica, dado un modelo 
para la fuerza variable F (en libras) y el desplazamiento x (en 
pies) de la prensa. 


Fuerza Intervalo 


40. Р(х) = 1.00011,8 — In(x + 1)] О<х<5 


2 


e — 1 
41. Fœ) = О<х<4 
100 
42. Е(х) = 100х,/125 — x? О0О < х < 5 
43. Е(х) = 1.000 senh х 0< х5 2 


Sección 6.6 


1.000 pies 


CONTENIDO = 

Masa = 

Centro de masa de un sistema unidimensional ж 
Centro de masa de un sistema bidimensional = 
Centro de masa de una lámina plana = 

El teorema de Pappus = 


Momentos, centros de masa y centroides 513 


6.6 
Momentos, centros de masa y centroides 


Masa 


En esta sección estudiaremos varias aplicaciones importantes de la integración 
relacionadas con la masa. La masa es una medida de la resistencia de un cuer- 
po a cambiar su estado de movimiento y es independiente del sistema gravita- 
torio particular donde se halle el cuerpo. No obstante, hay tantas aplicaciones 
que involucran la masa de un cuerpo que está en la superficie terrestre que 
tendemos a identificar la masa de un cuerpo con su peso. Esto no es correcto. 
El peso es un tipo de fuerza y, como tal, depende de la gravedad. Fuerza y masa 
están relacionadas por la ecuación 


Fuerza = (masa)(aceleración) 


La tabla de la página siguiente recoge algunas medidas de masa y de fuerza 
utilizadas con frecuencia, junto con sus factores de conversión. 
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e 2m 9-1-4 2 т | 


FIGURA 6.56 
El columpio se equilibra cuando los momentos 
a la derecha y a la izquierda son iguales. 


Aplicaciones de la integral 


Sistema de 
medida 


Medida de 
masa 


Medida de fuerza 


Libra = (slugMpie/s?) 
Newton = (kilogramo)(m/s?) 
Dina = (gramo)J(cm/s?) 


1 slug = 14,59 kilogramos 
1 kilogramo = 0,06854 slug 
1 gramo = 0,00006854 slug 
1 metro = 0,3048 pies 


Internacional Kilogramo 


Conversión 


1 libra = 4,448 newtons 

1 newton = 0,2248 libras 
1 dina = 0,000002247 libras 
1 dina = 0,00001 newton 


EJEMPLO 1 Masa sobre la superficie de la Tierra 


Hallar la masa (en slugs) de un objeto cuyo peso al nivel del mar sea 1 libra. 


Solución: Tomando 32 pies/s? como aceleración de la gravedad, se obtiene 
Fuerza 
Masa = ST Fuerza = (masa)aceleración) 
aceleración 
_ 1 libra 
32 pies por segundo por segundo 
libra 
= 0,03125 


pie por segundo por segundo 
= 0,03125 slug 


Debido a que muchas situaciones prácticas se producen en la superficie terres- 
tre, esta cantidad de masa se llama una libra de masa. 


Centro de masa de un sistema unidimensional 


Consideramos dos tipos de momentos de una masa: el momento respecto a un 
punto y el momento respecto a una recta. Para definirlos, consideremos la 
situación ideal de una masa m concentrada en un punto (una masa «puntual»). 
Si x es la distancia de ese punto a otro punto Р, el momento de m respecto al 
punto P es 


Momento = mx 


y xes la longitud del brazo del momento. 

El concepto de momento queda ilustrado con nitidez por un columpio (Fi- 
gura 6.56). Si un niño de 20 kg de masa se sienta a 2 m del punto de apoyo y 
otro de 30 kg de masa de sienta a 2 m en el lado opuesto, sabemos, por expe- 
riencia, que el columpio girará de forma que el niño mayor baje al suelo. Esta 
rotación ocurre porque el momento producido por el niño de la izquierda es 
menor que el producido por el de la derecha. 
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Momento del niño de la izquierda = (20)(2) = 40 kg-m 
Momento del niño de la derecha = (30)(2) = 60 kg-m 


Para que el columpio se balancee, los dos momentos han de ser iguales. Por 
ejemplo, si el niño más pesado se sentara a 4/3 m del punto de apoyo, el 
columpio se balancearía, ya que cada uno de los niños produciría un momen- 
to de 40 kg-m. 

Con el fin de generalizar estas consideraciones, introducimos una recta 
coordenada con el origen en el punto de apoyo (véase Figura 6.57). Suponga- 
mos varias masas colocadas en este eje x. La medida de la tendencia del siste- 
ma a girar en torno del origen es el momento respecto al origen, y se define 
сото la suma de n productos m;x;. 


Mo = MX, + тух, + + M,X, 


з=» у 


FIGURA 6.57 
Si тух, + mx, + + mx, = б, el sistema está en equilibrio. 


Si M, es 0, se dice que el sistema está en equilibrio. 

Para un sistema que no está en equilibrio, el centro de masa se define 
como el punto х en el que habría que colocar el punto de apoyo para que 
el sistema alcanzase el equilibrio. Si el sistema se traslada y unidades, cada 
coordenada х; pasaría a ser (x; – х), y como el momento del sistema trasladado 
sería 0, tenemos 


n n n 
Y mí, = х) = У mx- У тх= 0 
{= {=1 


i=] 


Despejando х se obtiene 


Ms 
ES 


LX. - к 
¿1 momento del sistema respecto del origen 


y masa total del sistema 
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| Nota. En el Ejemplo 2 ¿dónde co- 
locaría el punto de apoyo de modo 
que las masas puntuales estuvieran 
en equilibrio? 


(х, у,) 
(х,у) | 


FIGURA 6.59 

En un sistema bidimensional se consideran 

un momento respecto al eje y, М„ y un momento 
respecto al eje x, М,. 


Aplicaciones de la integral 


EJEMPLO 2 Centro de masa de ип sistema lineal 


Hallar el centro de masa del sistema lineal de la Figura 6.58. 


т, 


а е 


FIGURA 6.58 


Solución: El momento respecto al origen es 


Mo = MX; + тух, + M3X3 + M4X4 
10(=5) + 1500) + 5(4) + 1007) 
-50 +0 + 20 + 70 

= 40 


Puesto que la masa total del sistema es т = 10 + 15 + 5 + 10 = 40, el centro de 
masa resulta ser 


En lugar de hablar del momento de una masa, podemos hablar del momen- 
to de una fuerza. En este contexto, el centro de masa se llama centro de grave- 


dad. Supongamos un sistema de masas puntuales тү, Ma ~, т, situadas en 
Xp ху, 17 Xy. Entonces, como fuerza = (таѕа)(асеІегасібп), la fuerza total del 
sistema es 


+ m,a 


Е =m,4a + ma + с 
= ma 
El momento respecto al origen es 
To = (түа)х, + (т„а)х; + + + (m,0)X, 
= Mya 


y el centro de gravedad es 


To M M 
гн o_o z 
m 


F ma 


Por tanto, el centro de gravedad y el centro de masa tienen la misma localización. 


Centro de masa de un sistema bidimensional 


Para extender el concepto de momento a dos dimensiones, consideremos un 
sistema de masas en el plano xy, localizadas en los puntos (Ху, Y1), (х, Ул), 5 
(х, Yn) como muestra la Figura 6.59. En lugar de definir un único momento 
(con respecto al origen), vamos a definir dos momentos: uno con respecto al 
eje x y otro con respecto al eje y. 
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л y 
m 
{| 3 \ m=9 
(—5, 3) 2- 
0.0) m=3 (42 
Е аа А ЭНН гни Y 
5-4-3-2-1` |23 4 
=l | m=6 
2 - 
3 (3,2) 
FIGURA 6.60 
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El centro de masas del sistema es В a 


(х, y) 


(к, y) 


FIGURA 6.61 

El centro de masa de una lámina plana puede 
visualizarse como su punto de equilibrio. Para una 
lámina circular, coincide con el centro del círculo. 
En una lámina rectangular, el centro de masa 

es el centro del rectángulo. 
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alizadas:en 


El momento de un sistema de masas en el plano se puede considerar respecto 
de cualquier recta. En general, el momento respecto a una recta es la suma de los 


productos de las masas por las distancias dirigidas de los puntos a la recta. 
Momento =m, Q; – Б) + т,(у = Б) +: + my, = Р) Recta horizontal у = b 


Momento = m,(x, — a) + MAX, — а) ++ + m, (x, = а) Recta vertical x = a 


EJEMPLO 3 Centro de masa de un sistema bidimensional 


Hallar el centro de masas de un sistema de masas puntuales m, = 6, m, = 3, 
m, = 2, y m, = 9, situadas en 


(3, 2), (0, 0), (—5, 3), y (4, 2) 


como ilustra la Figura 6.60. 


Solución: 
m=6 +3 +2 +9 = 20 Masa 
М, = 6(3) +3(0) + 2(-5) + 94) = 44 Momento respecto del eje у 
М, = 6-2) + 300) + AD + 9(2) = 12 Momento respecto del eje х 
Por tanto, 
__ М, 44 ill 
Х = —= = — = — — 
п 20 5 
е 
жү М, a 12 _ 3 
У 2005 


Centro de masa de una lámina plana 


Hasta ahora hemos supuesto que la masa total del sistema estaba dispersa por 
unos cuantos puntos del plano o de la recta. Ahora pasamos a considerar lo que 
llamaremos una lámina plana, es decir, una fina lámina plana de un material 
de densidad constante (véase Figura 6.61). La densidad es usualmente una 
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ыы таз уа ны Үс СУ» ын 


(х, 80) 
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К 


FIGURA 6.62 
Lámina plana de densidad uniforme р. 
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medida de masa por unidad de volumen, tal como g/cm?. Para láminas planas, 
sin embargo, la densidad se considera como una medida de masa por unidad de 
área. Suele denotarse la densidad por la letra griega p. 

Consideremos una lámina plana de densidad uniforme p, acotada por las 
gráficas de y = f(x), y = gx), y a < x < b (véase Figura 6.62). La masa 
de esta región viene dada por 


= (densidad)(área) 


b 
= ‚| LFC) — g] dx 
= pA 


donde A denota el área de la región. Para hallar el centro de masa de esta 
lámina, partimos el intervalo [a, b] en n subintervalos de anchura Ax. Sea x; el 
centro del ¡-ésimo subintervalo. Podemos aproximar la porción de la lámina 
que está sobre ese ¡-ésimo subintervalo por un rectángulo de altura Л = f(x;) – 
— g(x;). Como la densidad del rectángulo es p, su masa es 


m; = (densidad)(área) 


= p[ f(x) = (х) Ax 
| A OS 
Densidad Altura Anchura 


Tomando esta masa como si estuviera localizada en el centro (x; y;) del rectán- 
gulo, la distancia dirigida del eje ха (x; у,) es y; = [f (Œ) + g(x;)]/2. Por tanto, el 
momento de т; respecto al eje x es 


Momentos = (masa)distancia) 


= ту = р) — 0) Ах [+ г] 


Sumando los momentos y tomando el límite cuando n > ос se obtiene la 
sugerencia necesaria para formular la siguiente definición. 


MOMENTOS Y CENTRO DE MASA 
DE UNA LÁMINA PLANA 


A Sean fyg сон, con fŒ) > 20) en la b] y 


Eh Los momentos respecto al eje x y al eje y 80 


`2. i н ha air 


“мге [| E vw- кой dx 


ом,= -of ao СОХ dx 
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Го) 


FIGURA 6.63 


/ 4 у=4-4? 


FIGURA 6.64 
El centro de masa es el punto de equilibrio. 
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EJEMPLO 4 Centro de masa de una lámina plana 


Hallar el centro de masa de la lámina de densidad uniforme p acotada por la 
gráfica de f(x) = 4 — х? y el eje x. 


Solución: Сото el centro de masa ha de estar en el eje de simetría, sabemos que 
х = 0. Además, la masa de la lámina es 


2 
m=p| (4 ~ x°) dx 
=2 


Para calcular el momento respecto al eje x, tomamos un rectángulo represen- 
tativo, como ilustra la Figura 6.63. La distancia del centro del rectángulo al 
eje x es 


Хо) 4-x 


2 2 


у= 


Y puesto que la masa del rectángulo representativo es 
PÍO) Ах = р(4 — х?) Ax 


vemos que 


2 4- y? 
m.=p| SU) de 
2, 


de modo que ӯ viene dado рог 


M, _256p/15_8 


y= = 


m 32р/3 5 


Así pues, el centro de masa (o punto de equilibrio) de la lámina es (0, 8), como 
muestra la Figura 6.64. 0 
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fasie 1 gt) =*+2 
| : 


Дх) tgo) 


FIGURA 6.65 
| А 112 
El centroide de la región es 73) 
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Al ser la densidad p factor común a los momentos y a la masa en el Ejem- 
plo 4, se cancela y no aparece en las coordenadas del centro de masa. Eso 
significa que el centro de masa de una lámina plana de densidad uniforme 
depende sólo de la forma de la lámina, no de su densidad. Por esa razón se 
llama a veces al punto 


(х, y) Centro de masa o centroide 
centro de masa de la región o centroide de la región. En otras palabras, para 


hallar el centroide de una región en el plano, basta suponer que es una lámina 
de densidad constante р = 1 y calcular el correspondiente centro de masa. 


EJEMPLO 5 Centroide de una región plana 


Hallar el centroide de la región acotada por las gráficas de f(x) = 4 ~ x? 
у (х) =x +2. 


Solución: Las dos gráficas se cortan en los puntos (-2, 0) y (1, 3), como vemos 
en la Figura 6.65. Por tanto, el área de la región es 


1 1 
a=| Iro et х= | @-х-уас=; 
2 


=2 


El centroide (Y, Y) de la región tiene coordenadas 


1 1 
x= a] ХКА — х2) – (х + 2)] ах = Al (=x? — х? + 2x) dx 
9 2 


1 ү 
5=3| Е DAD | х2) — (х + 2)] ах 


2/1 i 2 2 
lo (=x? + x + 6)(-х? — x + 2) dx 


1 
= | (х* — 91? -4х + 12) ах 


1 
9—5 
1 5 1 
E мо 
915 255 9 
y А 1 12 
Así pues, el centroide es (x, y) = a O 


Para algunas regiones planas simples es posible encontrar el centroide sin 
tener que recurrir a la integración. 
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b) El centroide de la región es (2,9, 1) 


FIGURA 6.66 


! Nota. En el ejemplo б conviene 
hacer notar que (2,9, 1) no es el 


Е УЕ 
«promedio» de | ~, = |, (>, |, 
E 2'2/'\5'2/” 


(5, 1). 


$ 


FIGURA 6.67 
El volumen V es 2лгА donde A es el área 
de la región R. 
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EJEMPLO 6 Centroide de una región plana simple 


Hallar el centroide de la región mostrada en la Figura 6.664. 


Solución: Colocando un sistema de coordenadas como sugiere la Figura 6.66b, 
los centroides de los tres rectángulos son 


134/31 5,1) 
22 A3 2) 


Usando estos puntos, podemos hallar el centroide de la región dada. 


A = Área de la región=3 +3 +4= 10 


_ (1/28) + (5/2)(3) + 6/4) _ 29 
Е 10 7107 


| 


2,9 


_ (3/23) + (1/23) + (004) _10_ i 
7 10 107 


>| 


Por consiguiente, el centroide de la región es (2,9, 1). 


El teorema de Pappus 


Cerramos esta sección con un teorema útil atribuido a Pappus de Alejandría 
(hacia el 300 d.C.), un matemático griego cuya Colección Matemática, en ocho 
volúmenes, es un compendio de gran parte de la matemática griega clásica. 
Relegamos la demostración de este teorema hasta la Sección 13.4 (Ejerci- 
cio 47). 


TEOREMA 6.1 — EL TEOREMA DE PAPPUS 


“Sea R una región del plano y sea L una recta de ése plano que по сока el 
interior de R ( véase Figura 6.67). Si r denota la distancia del centroide de R 
ale rectal, el volumen del sólido de revolución generado al hacer girar la 


región Ж en torno a la recta Les 


У = 2лгА 


donde A es el área de R. (Nótese que 2лг е$ la distancia recorrida por el 
centroide al girar la región en torno a la recta.) _ е E 


Gracias al teorema de Pappus es fácil calcular el volumen de un toro, 
como haremos en el próximo ejemplo. Recordemos que, en Matemáticas, 
un toro es un sólido en forma de rosquilla generado cuando una región 
circular gira en torno a una recta que está en su mismo plano y que no corta al 
círculo. 
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EJEMPLO 7 Aplicación del teorema de Pappus al cálculo de un volumen 


Hallar el volumen del toro generado al hacer girar la región circular acotada 
por (x — 2)? + y? = 1 en torno al eje y, como muestra la Figura 6.684. 


- _ Centroide 
$2 
Toro | 
а) b) 
Е FIGURA 668 
EXPLORACION 
Usar ё método. de las capas Solución: En la Figura 6.68b vemos que el centroide de la región circular es 
para probar que el volumen del (2, 0). Por tanto, su distancia al eje de giro es r= 2. Y como el área de la región 
toro viene dado: por : circular es A = л, el volumen del toro resulta ser 
| = V = 2лгА 
у= | Ana I a Ten 
| = 2л(2)(л) 
Calcular esta integral con ayuda 58 
де Ја calculadora. Coincide el 
resultado con el del Ejemplo: 7? а: 39,5 


Ejercicios de la Sección 6.6 


En los Ejercicios 1-4, hallar el centro de masa de las masas 
puntuales situadas en los puntos del eje x que se especifican. 


1. 


m,=6,m,=3,m,3=5 
x1=->3,x=1,1=3 

m =7,m,=4, m, = 3, т = 8 
хр=-3, х5 = -2, х= 5, = 6 

m =l, т = 1, ту = l, х= 1, т = 1 


х= 7, X = 8, X3 - 12, х, = 15, х, = 18 


т; = 12, m, = 1, ту = 6, т = 3, т; = 11 
Xi = 3, X, = 2, x, = 1, х= 0, х; = 4 


Razonamiento gráfico 

a) Trasladar cada masa puntual del Ejercicio 3 a la de- 
recha cinco unidades y hallar el centro de masa re- 
sultante. 

b) Trasladar a la izquierda tres unidades cada masa del 
Ejercicio 4 y determinar el centro de masa resultante. 


6. Conjetura А la vista del resultado del Ejercicio 5, es- 
tablecer una conjetura acerca del centro de masa resul- 
tante al trasladar k unidades cada una de las masas del 
sistema. 


Problemas de Estática En los Ejercicios 7 y 8, considera- 
mos una tabla de longitud £ y con punto de apoyo a x pies de 
un extremo (véase figura). Si se colocan pesos W, y W, en 
los dos extremos de la tabla, hallar el valor de x que hace que 
el sistema esté en equilibrio. 
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7. Dos niños, que pesan 50 y 75 libras, juegan en un colum- 
pio de 10 pies de largo. 


8. Рага mover una roca de 550 libras, una persona que pesa 
200 libras quiere balancearla con un tablón de 5 pies de 
longitud. 


En los Ejercicios 9-12, localizar el centro de masa del siste- 
ma de masas puntuales dado. 


9 ——— 
т, Э 1 3 
ху) | 2) | 63,1) | (1,4) 
10. 
т, 10 2 5 
(к уд (1,-1) | (5,5) | (4,0) 
п. 
т, 3 4 
(к, у) | (2, -3) | (—1,0) 
m; 2 1 6 
— 
Ay) OD | (0,0) | (53,0) 
12. г тре 
5 
т, 4 2 = 5 
2 
(хь у) | 0,3) | (1,5) | (6,8) | 2, -2 


En los Ejercicios 13-24, hallar М, M y (х, y) para las lámi- 
nas de densidad uniforme p acotadas por las gráficas de las 
ecuaciones. 


17. у=-х®*+4х+2,у=х+2 
18. y=,/B3x+l,y=x+1 
19. у= х2, у= 0, х= 8 

20. у= х2, у= 4 


21. х=4-у?, х= 0 
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En los Ejercicios 25-28, escribir y calcular las integrales que 
dan el área y los momentos respecto de los ejes x e y de la 
región acotada por las gráficas de las ecuacioens. (Supónga- 
ве р = 1.) 


27. у= 2х+4,у= 0,0 < х < 3 


28. у= 22-4, у= (0) 


бе En los Ejercicios 29-32, representar en la calculadora la re- 
gión acotada por las gráficas de las ecuaciones. Usar integra- 
ción en la calculadora con el fin de hallar aproximadamente 
el centroide de la región. 


29. y=10x,/125- x, y=0 
30. у= хе“, у= 0, х= 0, х= 4 


31. Sección prefabricada de un edificio 


y=5 3/400 - x, y=0 


32. Hechicera de Agnesi 


8 
Y == —— у= 0, х= -2, х= 2 
© +4 


En los Ejercicios 33-38, hallar y/o verificar el centroide de la 
región común usada en Ingeniería. 


33. Triángulo Probar que el centroide del triángulo de la 
figura es el punto de intersección de las medianas. 


у 


| ( à, 0) (a, 0) 


34. Paralelogramo Demostrar que el centroide del para- 
lelogramo de la figura de la página siguiente es el pun- 
to de intersección de las diagonales. 
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(Р, с) 


(a+b, с) 


(а. 0) 


„ә 
л 


Trapecio Probar que el centroide del trapecio de la 
figura es el punto de intersección de la recta que une 
los puntos medios de los lados paralelos con la recta 
que une los lados paralelos extendidos, como muestra 
la figura. 


dex 


36. Semicírculo Hallar el centroide de la región acotada 
por las gráficas de y = г? - х2 е у = 0 (véase fi- 


gura). 


37. Semielipse Hallar el centroide de la región acotada 
b ГА 2 

por las gráficas de у = — y/a? ~ х? e у = 0 (véase 
а 


figura) 


38. Región parabólica Hallar el centroide de la enjuta 
parabólica de la figura. 


39. 


40. 


Y Enjuta parab lica 


Razonamiento gráfico Consideremos la región aco- 

tada por las gráficas de y = x° e y = b, con b > 0. 

a) Dibujar un croquis de la región. 

b) Usar esa gráfica para determinar х. Explicar la res- 
puesta. 

c) Escribir la integral que da М. Debido a la forma 
del integrando, el valor de la integral se puede ob- 
tener sin integración. ¿Cuál es la forma del inte- 
grando y cuál el valor de la integral? Comparar 
con el resultado de b). 

d) Usar lla gráfica del apartado а) para averiguar si 


b 
y> 5 o y< 5 Explicar la respuesta. 


Razonamiento gráfico y numérico Consideremos la 
región acotada por las gráficas de y = x°", e y = b. 
donde b > Оул es un entero positivo. 

a) Escribir la integral que da M,. Debido а la forma 
del integrando, el valor de la integral se puede ob- 
tener sin integración. ¿Cuál es la forma del inte- 
grando y cuál el valor de la integral? Comparar 
con el resultado de b). 


b b 
b) ¿Esy> 5 о y< 5” Explicar la respuesta. 


c) Hallar, por integración, y en función de n. 
d) Completar la tabla usando el resultado del apartado с). 


п ME 3 4 


e) Hallar lím y. 


хэ; 


Р) Dar una explicación geométrica del resultado de е). 


Un modelo matemático Un fabricante de vidrio debe 
aproximar el centro de masa del vidrio de la ventana de 
la figura de la página siguiente, en la que aparece su- 
perpuesto un sistema de coordenadas. Las medidas, en 
centímetros, para la mitad derecha de la pieza de vidrio 
simétrica vienen dadas en la tabla. 
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a) Usar la regla de Simpson para aproximar el centro 
de masa de ese vidrio. 

b) Hallar, con ayuda de calculadora, un modelo poli- 
nómico de grado cuatro para esos datos. 

c) Usar integración en la calculadora y el modelo an- 
terior para aproximar el centro de masa del vidrio. 
Comparar el resultado con el del apartado а). 


L МУ PA А 
-40 -20 | 20 40 

^M 42, Un modelo matemático El fabricante de un bote de- 

sea aproximar el centro de masa de una sección del 

casco. En la figura se ha superpuesto un sistema de 

coordenadas. La tabla recoge las medidas, en pies, para 

la mitad derecha del prototipo simétrico de la figura. 


а) Usar la regla de Simpson para aproximar el centro 
de masa de la sección del casco. 

b) Hallar, con ayuda de caluladora, un modelo polinó- 
mico de grado cuatro para las dos curvas de la fi gura. 

с) Usar integración en la calculadora y el modelo an- 
terior para aproximar el centro de masa de la sec- 
ción del casco. Comparar el resultado con el del 
apartado a). 


En los Ejercicios 43-46, introducir un sistema de coordena- 
das apropiado y hallar las coordenadas del centro de masa de 
la lámina plana. (La respuesta depende de la posición del 
sistema de coordenadas elegido.) 


43. 44. 


Ll з» 


45. 


47. 


48. 


Hallar el centro de masa de la lámina del Ejercicio 43 
en el supuesto de que la porción circular tuviera densi- 
dad doble que la parte cuadrada, 


Hallar el centro de masa de la lámina del Ejercicio 43 
en el supuesto de que la porción cuadrada tuviera den- 
sidad doble que la parte circular. 


En los Ejercicios 49-52, usar el teorema de Pappus para cal- 
cular el volumen del sólido de revolución. 


49, 


50. 


51. 


52. 


53. 


El toro generado al girar el círculo (x—5)? + y? = 16 en 
torno al eje y. 


El toro generado al girar el círculo x? + (y — 3)? =4 en 
torno al eje x. 


El sólido de revolución que se obtiene al hacer girar, en 
torno al eje x, la región acotada por las gráficas de y = x, 
y=4yx=0. 


El sólido de revolución que se obtiene al hacer girar, en 
torno al eje y, la región acotada por las gráficas de 


у=\/х -= 1,у=0,ух=5 


En los Ejercicios 53 y 54, usar el segundo teorema de 
Pappus. Si un segmento de una curva plana C gira en 
torno a un eje que no corta a la curva (excepto quizás 
en sus puntos terminales), el área S de la superficie de 
revolución resultante es el producto de la longitud de С 
por la distancia d recorrida por el centroide de C. 


Se genera una esfera haciendo girar la gráfica de 
y=/r? — х? en torno al eje x. Usar la fórmula del área 
para hallar el centroide del semicírculo у= 4/2 ~ х2. 


Calcular el área del toro generado al girar la gráfica de 
(х= 1)? + y? = 1 en torno al eje y. 


Sean > 1 constante y consideremos la región acotada 
por f(x) = х", el eje x y x= 1. Hallar el centroide de la 
región. Cuando n > ос ¿qué aspecto tiene la región y 
dónde está su centroide? 


Y 
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6.7 
Presión y fuerza de un fluido 


Presión y fuerza de un fluido 


Los submarinistas saben bien que cuanto más profundo se sumerge un objeto 
en un fluido, mayor es la presión sobre él. La presión se define como la 
fuerza por unidad de área en la superficie de un cuerpo. Por ejemplo, como 
una columna de agua de 10 pies de altura y 1 pulgada cuadrada pesa 
4,3 libras, la presión del fluido a 10 pies de profundidad es 4,3 libras/pulg? *. 
A 20 pies, sería ya de 8,6 libras/pulg? y en general la presión es proporcional 
a la profundidad del objeto en el fluido. 


: DEFINICIÓN DELA PRESIÓN: DE UN FLUIDO 


La presión: de un objeto: a una profundidad: her un líquido es 5 = 


Presión = Р who a 


líquido. 


La tabla adjunta muestra varios pesos por unidad de volumen de fluidos 
comunes. 


Alcohol etílico 49,4 
Gasolina 41,43,0 
Glicerina 78,6 
Keroseno 51,2 
Mercurio 849,0 
Agua del mar 64,0 
Agua 62,4 


Al calcular la presión de un fluido puede usarse una ley física importante (y 
sorprendente), llamada principio de Pascal, que debe su nombre al matemáti- 
co francés Blaise Pascal. El principio de Pascal establece que la presión ejerci- 
da por un fluido a profundidad Л se transmite exactamente igual en todas direc- 
ciones. Así, en la Figura 6.69 la presión a la profundidad indicada es la misma 
para los tres objetos. Puesto que la presión del fluido viene dada en términos de 
fuerza por unidad de área (P = F/A), la fuerza de un fluido sobre una superficie 
de área A sumergida horizontalmente es 


Fuerza del fluido = F = PA = (presión) área) 


* La presión total sobre un objeto sumergido a 10 pies de profundidad en el agua incluiría tam- 
bién, en realidad, la presión atmosférica, que al nivel del mar es de unas 14,7 libras/pulg?. 
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FIGURA 6.70 
La fuerza del fluido sobre una lámina horizontal es 
igual a la presión del fluido por el área de la lámina. 


FIGURA 6.71 

Para hallar la fuerza del fluido sobre 
una lámina vertical es necesario recurrir 
a los métodos del Cálculo, 
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FIGURA 6.69 
La presión a profundidad li es la misma para los tres objetos. 


EJEMPLO 1 Fuerza de un fluido sobre una lámina 


Hallar la fuerza ejercida sobre una lámina metálica rectangular de 3 por 4 pies, 
sumergida en agua a 6 pies de profundidad (véase Figura 6.70). 


Solución: Como el peso por unidad de volumen del agua es 62,4 libras/pie*, la 
presión del fluido es 


Р = (62,416) P=wh 
= 374,4 libras por pie cuadrado 
El área total de la lámina es A = (3)(4) = 12 pies?, así que la fuerza del fluido es 


libras 


F=PA= (зма ~ 
pie cuadrado 


) (12 pies cuadrados) 
= 4.492,8 libras 


Este resultado es independiente del tamaño del contenedor de agua. La fuerza 
ejercida por el fluido sería la misma en una piscina que en un lago. 


En el Ejemplo 1, al ser la lámina rectangular y horizontal no hemos necesi- 
tado el Cálculo para resolverlo. Observemos ahora una superficie sumergida 
verticalmente, problema ya más difícil debido a que la presión no es constante 
sobre toda la superficie. 

Consideremos la lámina de la Figura 6.71, sumergida verticalmente en un 
fluido de peso w por unidad de volumen. Para calcular la fuerza ejercida sobre 
una сага, entre las profundidades с y d, podemos partir el intervalo [c, d] enn 
subintervalos, cada uno de anchura Ay. A continuación, tomamos un rectángu- 
lo representativo de anchura Ay y longitud LG), donde у; está en el ¡-ésimo 
subintervalo. La fuerza ejercida sobre este rectángulo es 


AF, = w(profundidad)(área) 


1 


илуу) Ay 
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La suma de las fuerzas sobre los n rectángulos es 


У АЕ, = „У OIL) Ay 


i=] i=l 


Nótese que hemos considerado w constante y lo hemos factorizado fuera de la 
suma. Por tanto, el límite cuando ||A]] > 0 (1 > со) sugiere la siguiente defini- 
ción. 


БЕК 


DEFINICIÓN DE LA FUERZA Га 


or unidad de volumen sobre una 


Үр 
> =d, es. 


ido de peso 
e en él, entr 


EJEMPLO 2 Fuerza del fluido sobre una superficie vertical 


—<——6 йы 


a) Compuerta de una presa 


(3. -9) 


b) La fuerza ejercida por el fluido sobre la 
compuerta cs 13.936 libras 


FIGURA 6.72 


Una compuerta de una presa tiene forma de trapecio con las medidas que se 
especifican en la Figura 6.72a. ¿Cuál es la fuerza ejercida por el agua sobre la 
compuerta si la parte superior de ésta se halla a 4 metros de profundidad? 


Solución: Tenemos libertad para colocar los ejes x e y donde queramos con el 
fin de expresar el problema en términos matemáticos. Una forma conveniente 
consiste en tomar el eje y pasando por los puntos medios de sus lados paralelos 
y el eje x en la superficie del agua (véase Figura 6.72b). Así pues, la profundi- 
dad del agua, en pies, en y es 


Profundidad = А(у) = -y 


Para hallar la longitud L(y) de la región en y, escribimos la ecuación de la recta 
que pasa por los puntos (3, —9) y (4, -4): 


y): 3) 
y+9= 5(х ~ 3) 
y= 5x — 24 
y + 24 
x= 
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е ч æ 
TE AS 


A 
+ 


FIGURA 6.73 
La fuerza ejercida por el fluido 
sobre la ventana es 1.608,5 libras. 
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En la Figura 6.72b vemos que la longitud de la región en y es 
Longitud = 2x 
2 
=-(y + 24 
z0 ) 
= L(y) 


Finalmente, integrando desde y = -9 hasta y = -4 obtenemos para la fuerza 
ejercida por el agua 


d 
F=w | ROLE) dy 


с 


=¿ 2 
= szaf (+ + 24) dy 
55 5 


2 -4 
= 624(3)| (у2 + 24у) ау 
-9 


е 


13.936 libras 


IH 


| Nota. Hacer coincidir el eje x con la superficie del agua en el Ejemplo 2 era conve- 
niente, pero arbitrario. Al elegir un sistema de coordenadas para describir una situación 
física, deben considerarse diversas posibilidades. Con frecuencia se simplifican los 
cálculos en la resolución de un problema si se localizan los ejes aprovechando las carac- 
terísticas especiales de la situación, en particular sus posibles simetrías. 


EJEMPLO 3 Fuerza de un fluido sobre una superficie vertical 


Una ventana de observación circular en un buque de investigación científica 
tiene un radio de 1 pie y su centro sumergido a 8 pies de profundidad bajo el 
agua, como muestra la Figura 6.73. Calcular la fuerza ejercida por el agua 
sobre la ventana. 


Solución: Con el fin de sacar ventaja de la simetría, adoptamos como origen de 
coordenadas el centro de la ventana (véase Figura 6.73). De ese modo, la pro- 
fundidad en y es 


Profundidad = A(y) = 8 — y 


La longitud horizontal de la ventana es 2x, así que usando la ecuación del 
círculo, x? + y? = 1, para despejar x obtenemos 


Longitud = 2x =2,/1 - y? = L(y) 
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FIGURA 6.74 
fno es derivable en x = +1. 
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Finalmente, como y varía entre —1 y 1, tomando 64 libras/pie? como densidad 
de peso del agua de mar, vemos que 


d 
F= v| AONLO) dy 


1 
= 64 | (8-1 120 /1 = y dy 
1 


A primera vista esta integral parece difícil de resolver. Sin embargo, si se rom- 
pe en dos partes y se aplica la simetría, la solución es simple. 


1 1 
ES “aof V! - y dy- sof yV 1 - y ду 
2а e 


La segunda integral es О, ya que el integrando es impar y el intervalo de inte- 
gración es simétrico respecto del origen. Además, reconocemos que la primera 
integral representa el área de un semicírculo de radio 1, luego 


Y 
II 


өзө) — 64(2)(0) 


= 5127 


e 


1.608,5 libras 


Por tanto, la fuerza ejercida por el agua sobre la ventana es de 1.608,5 libras. 
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Fuerza sobre una lámina sumergida Еп los Ejercicios 1 y 
2, se da el área de la cara superior de una lámina metálica, 
sumergida a 5 pies de profundidad en agua. Calcular la fuer- 
za que ejerce el agua sobre la cara superior de la lámina. 


1. 3 pies cuadrados. 2. 18 pies cuadrados. 


Fuerza de flotación Еп los Ejercicios 3 y 4, hallar la fuerza 
de flotación de un sólido en forma de paralelepípedo de las 
dimensiones que se especifican, sumergido en agua con su 
cara superior paralela a la superficie del agua. La fuerza de 
flotación es la diferencia entre las fuerzas ejercidas por el 
fluido sobre las caras superior e inferior del sólido. 


еа 4. 


Fuerza de ип fluido sobre la pared de un depósito En los 
Ejercicios 5-10, calcular la fuerza del fluido sobre la pared 
vertical del depósito, cuyas dimensiones se dan en pies. Se 
supone que el depósito está lleno de agua. 


5. Rectángulo 6. Triángulo 


HA 4 +1 


HA 4 — 


| 
| 


7. Trapecio 8. Semicírculo 


A 4 — 


1 
1 
1 
12 
г 
1 
t 


2 => 
9. Parábola, y = x? 10. Semielipse 
1 
маш - 9x? 


4 ——— 


Fuerza del agua En los Ejercicios 11-14, hallar la fuerza 
ejercida por el fluido sobre una placa sumergida en agua 
(que pesa 1.000 kg/m*), cuyas dimensiones vienen dadas en 
cada figura. 


11. Cuadrado 


| 


12. Rombo 


! 
! 
i 
П 
П 
1 
1 
П 
I 
П 


13. Triángulo 
A 
| 
9 


Fuerza sobre una estructura de hormigón Еп los Ejerci- 
cios 15-18, la figura muestra la pared vertical de una estruc- 
tura de hormigón, que pesa 140,7 libras/pie*. Determinar la 
fuerza ejercida sobre la pared. 


14. Rectángulo 


\ 


15. Rectángulo 16. Semielipse 


$ 2 pies y= 6—9 


He 10 pies —— 


17. Rectángulo 18. Triángulo 
| 6 pies > 
4 pies | 
4 pies 
6 pies ——— | 


19, Fuerza de fluido de la gasolina Un depósito cilíndri- 
co de gasolina (que pesa 42 libras/pie?) está colocado 
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20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
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con su eje horizontal. Calcular la fuerza ejercida por la 
gasolina sobre una de las paredes circulares 51 el depó- 
sito está medio lleno y el diámetro es 3 pies. 


Fuerza de fluido de la gasolina Repetir el Ejerci- 
cio 19 suponiendo el depósito completamente lleno. 
(Calcular una integral mediante una fórmula geométri- 
ca y la otra observando que el integrando es impar.) 


Fuerza de un fluido sobre una placa circular Una 
placa circular de radio r pies está sumergida vertical- 
mente en un fluido que pesa w libras/pie?. El centro del 
círculo está a k (k > r) pies de profundidad. Probar que 
la fuerza ejercida por el fluido sobre la superficie de la 
placa es 


F = wk(ar?) 


Fuerza de un fluido sobre una lámina rectangular 
Una lámina rectangular de base b y altura A (ambos en 
pies) está sumergida verticalmente en un fluido que 
pesa w libras/pie?. Su centro está a k pies de profundi- 
dad. Comprobar que la fuerza ejercida por el fluido so- 
bre esa lámina es 


F = wkhb 


Portilla de un submarino Una portilla vertical de un 
submarino, sumergido en el agua, es un cuadrado de 
| pie de lado. Hallar la fuerza del fluido sobre ella, 
suponiendo que el centro del cuadrado está a 15 pies de 
profundidad. 


Portilla de un submarino Repetir el ejercicio ante- 
rior para una portilla circular de 1 pie de radio, cuyo 
centro está a 15 pies de profundidad. 


Diseño de yates La figura muestra una sección de un 
yate con un sistema de coordenadas superpuesto. La 
tabla da, en pies, la anchura w en ciertos valores de y. 
Estimar la fuerza del fluido sobre el casco del yate. 


1 3 5 7 
х|0|-—|1|-|2ү-— 3 = 4 
2 2 2 2 
w:i¡0/|315 | 8 |9 10 10.25] 10,5 | 10,5 | 
Nivel del agua y 


Pe 26. 


Compuerta de un canal de riego La sección vertical 
de una compuerta de un canal de riego se ajusta al mo- 
delo 


а а 
ie E 
` х2 +4 

donde x se mide en pies y x = 0 corresponde al centro 
del canal. Usar integración en la calculadora para esti- 
mar la fuerza del fluido sobre la compuerta si hay 3 pies 
de profundidad de agua. 


Б> En los Ejercicios 27 y 28, usar integración en la calculadora 


para estimar la fuerza ejercida por el agua sobre la placa 
vertical acotada por el eje x y la mitad superior de la gráfica 
de la ecuación. Supóngase la base de la placa a 12 pies de 
profundidad bajo el nivel del agua. 


27. x? + у?! = 42% 28. 


29. Para pensar 
a) Aproximar la profundidad del agua en el depósito 
del Ejercicio 5 si la fuerza del fluido es la mitad de 
la que produce cuando está Пепо. 


b) Explicar por qué la respuesta al apartado a) no es > 


30. Diseño de una piscina La piscina de la figura tiene 
como base un plano inclinado. Calcular la fuerza ejer- 
cida por el agua sobre cada una de las paredes verti- 
cales. 


Шы 40 pies „| 


pies 


e D dl 


(Ayuda: Hay que escribir dos integrales, una para 
0 < y < 4 y otra para 4 < y < 8.) 
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En los Ejercicios 1-10, dibujar un croquis de la región acota- 
da por las gráficas de las ecuaciones y calcular su área. 


10. 


$ AD шш в 


у=—;,у=0,х=1,х=5 2 y==3y=4x=5 
X x 
= 0 1 1 
у=———,у=0,х=-1|,х= 
к-к] 
x=y?-2yx=-l,y=0 
у= х, у=? 
к= у +l х= у+3 
у= ех у= е? х= 0 
у = cosec х, у = 2 (una región) 
л 5л 
РЕВО a а 
Lr ИШ. 
х= С05 у х=, < у — 
2з у Са 


^ . жож, 

*- En los Ejercicios 11-14, representar en la calculadora la re- 
gión acotada por las gráficas de las ecuaciones y hallar, usan- 
do integración en la calculadora, el área de la región. 


11. 
12. 
13. 
14. 


v=xd—-8x+3,y=3+8x - х2 
у= х2 - 45+ 3d у= х3, х= 0) 
Маъ у у= 0, к= 0 


y=1%-2x? у= 242 


Área Еп los Ejercicios 15-18, escribir integrales que repre- 
senten el área de la región acotada por las gráficas de las 
ecuaciones, usando rectángulos representativos horizontales 
y verticales. Calcular el área evaluando la integral que sea 
más sencilla, 


x=? = 2y,x=0 16. 


y=yx=l,y=2,y=0,x=0 


Para pensar Una persona tiene dos ofertas de traba- 


jo. El salario inicial es $30.000 en ambas y а los 10 


años de servicio, cada una de ellas pagará $56.000. El 
incremento salarial en cada una está dibujado en la fi- 
gura. Desde un punto de vista estrictamente monetario, 
¿cuál cs la mejor oferta? Explicar la respuesta. 


60.000 


Ё 40.000 
3 
A 


20.000 


pi 
12345678910 


Año 
20. Ventas por tarjetas de crédito Las ventas anuales 5, 
en millones de dólares, de VISA, Mastercard y Ameri- 
can Express, entre 1983 y 1992, admiten estos mode- 
los: 
s = 15,96961 ~ 6,318 VISA 
s = 8,5811 + 6,965 Mastercard 
s = 6,214t + 10,345 American Express 
donde 3 < г < 12 representa el período de 10 años que 
va de 1983 a 1992. (Fuente: Credit Card News.) 
a) En ese período ¿en cuánto superaron las ventas de 
VISA a las de Mastercard? 
b) ¿Y las de VISA a las de American Express? 
Volumen En los Ejercicios 21-28, calcular el volumen del 


sólido generado por revolución de la región plana acotada 
por las ecuaciones en torno a la recta indicada. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


у= х, у= 0, х= 4 
a) el eje x b) 
c) la recta x= 4 d) 


el eje y 
la recta х= 6 


у= y=2x=0 


a) elejex b) la recta y =2 

с) cl eje y а) la recta х= -I 

х^ ye І 7 

ТЄ + 9 = а) el eje y (esferoide oblongo) 
b) el eje x (esferoide prolato) 

T 

2 na =1 a) el eje y (esferoide oblongo) 

а? b 
b) eleje x (esferoide prolato) 

1 
у=-у ‚у=0,х=0,х=1 
xXx +1 


en torno al eje y 


1 


en torno al eje x 


y= ‚у= 0, х=-1, х= 1 
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27. y у= 0, х= 2, х= 6 


| 
MN 2)" 


en torno al eje y 


28. y=e ^,у=0,х=0,х=1 
en torno al eje x 


En los Ejercicios 29 y 30, consideramos la región acotada 
por las gráficas de las ecuaciones y =x./x + le y=0, 


29. Área Calcular el área de la región. 


30. Volumen Hallar el volumen del sólido generado al 
hacer girar esa región en torno al a) eje x y b) eje y. 


31. Gasolina en un depósito Un depósito de gasolina es 
un esferoide oblato generado al hacer girar, en torno al 
eje y, la región acotada por la gráfica de (16) + 
+ (y?/9) = 1, donde x e y se miden en pies. Hallar la 
profundidad de la gasolina cuando el depósito está He- 
no en un cuarto de su capacidad. 


32. Tamaño de la base La base de un sólido es un círculo 
de radio a y sus secciones verticales son triángulos 
equiláteros. Calcular el radio del círculo si el sólido 
tiene 10 т? de volumen. 


Longitud de arco Еп los Ejercicios 33 y 34, hallar la longi- 
tud de arco de la gráfica de la función en el intervalo indicado. 


33. РО) = А еза, [0, 4] 


34 зу Л 0,3] 
у= х5 +, [12 
5 лел сто 


£ 35, Longitud de una catenaria Un cable de suspensión 


de un puente tiene la forma de una catenaria de ecua- 
ción 


у = 300 cosh | —— |— 280, -2.000 < x < 2.000 
2.000 


donde x e y se miden en pies. Utilizar la calculadora 
para estimar la longitud del cable. 


36. Aproximación Determinar qué valor aproxima mejor 
la longitud de arco dada por la integral 


nig 
[ 1 + (sec? х)? dx 


0 


(Elegir atendiendo a un dibujo del arco, no haciendo 
cálculos.) 
а) 2 b 1 сут 4) 4 e) 3 


37. Área de una superficie Hallar, por integración, el 
área lateral de un cilindro circular recto de altura 4 y 
radio 3. 


38. Área de una superficie. La región acotada por las 
gráficas de y = 2./x, у= 0, y x=3 gira en torno al eje х. 
Hallar el área superficial del sólido generado. 


39. Trabajo Determinar el trabajo realizado al estirar un 
muelle desde su longitud natural de 10 pulgadas hasta 
15 pulgadas, sabiendo que es necesaria una fuerza de 
4 libras para estirarlo 1 cm desde su posición natural. 


40. Trabajo Determinar el trabajo realizado al estirar un 
muelle desde su longitud natural de 9 pulgadas hasta 
18 pulgadas, sabiendo que es necesaria una fuerza de 
50 libras para ello. 


41. Trabajo Оп pozo de agua tiene 8 pulgadas de diáme- 
tro y 175 pies de profundidad. Si el agua llega a 25 pies 
de la parte superior del pozo, calcular el trabajo necesa- 
rio para vaciarlo, supuesto que durante el vaciado no 
entra agua en él. 


42. Trabajo Repetir el Ejercicio 41 suponiendo ahora 
que está entrando agua en el pozo a razón de 4 galones 
por minuto y que la bomba vacía 12 galones por minu- 
to. ¿Cuántos galones hay que bombear en este caso? 


43. Trabajo Una cadena de 10 pies de longitud pesa 
5 libras/pie y está colgada de una plataforma situada a 
20 pies sobre el nivel del suelo. ¿Cuánto trabajo hay 
que hacer para subir toda la cadena hasta la plataforma? 


44. Trabajo El trabajo realizado por una fuerza variable 
cuadrática, del tipo F = ax?, en una presa es de 80 li- 
bras-pies. La presa se mueve 4 pies. Hallar a. 


45. Trabajo Calcular el trabajo realizado por la fuerza de 
la figura. 


F He: х 
2 4 6 81012 
Pies 


Centroides En los Ejercicios 46-49, hallar el centroide de 
la región acotada por las gráficas de las ecuaciones. 


46. {/х + y= {/а,х=0,у=0 
47. у= х?, у= 2х +3 
48. у= 42 - х?, у= 0 


1 
49. у= х2, у= х 
à y 2 
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50. Centroide Un cabrestante, situado en lo alto de un a) Coloque un lápiz vertical bajo la pieza y muévalo 
edificio, a 200 pies sobre el suelo, utiliza un cable que hasta dar con el centroide. 
pesa 4 libras/pie. Hallar el trabajo requerido para izar el b) Divida la pieza en elementos representativos. 
cable si Efectúe las medidas pertinentes y estime numéri- 
a) un extremo está al nivel del suelo, camente el centroide. Compare el resultado con el 
b) hay un peso de 300 libras atado al extremo del del apartado a). 
cable. 


52. Fuerza de un fluido Una piscina rectangular, de 40 
y por 20 pies, tiene como fondo un plano inclinado, con 
profundidades que van de 5 a 10 pies. Si está llena de 
agua, calcular la fuerza sobre las paredes verticales. 


53. Fuerza de un fluido Probar que la fuerza de un fluido 
sobre cualquier región vertical en un líquido es el produc- 
to del peso por unidad de volumen del líquido, el área de 
la región y la profundidad del centroide de la región. 


54. Fuerza de un fluido Usando el resultado del Ejerci- 
cio 53, calcular la fuerza del fluido sobre una cara de 
31. Centroide Corte una pieza irregular en una cartu- una placa circular vertical de 4 pies de radio, sumergi- 
lina. da en agua con su centro a una profundidad de 5 pies. 
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El mapa de Mercator 


En el vuelo y en la navegación, los pilotos desean disponer de un rumbo fijo. 
Eso resulta difícil en un mapa plano usual, porque una trayectoria de rumbo 
fijo aparece en ellos en forma de línea curva, como muestran las dos primeras 
figuras adjuntas. 

Para que esas líneas aparezcan como rectas en un mapa plano, el geógrafo 
flamenco Gerardus Mercator (1512-1594) se dio cuenta de que las líneas de 
latitud constante han de sufrir un factor de escala sec ф, donde ф denota el 
ángulo de latitud. Para que el mapa preserve los ángulos entre las líneas de 
latitud y las de longitud, también estas últimas deben sufrir esa misma dilata- 
ción de factor sec ф en latitud ф. En el mapa de Mercator, las líneas de latitud 
constante no son equidistantes, como vemos en la figura del margen de la 
Vuelo con rumbo constante de 45°. página siguiente. 

Para calcular estas longitudes verticales, imaginemos un globo con líneas de 
latitud marcadas cada Ag radianes, соп Аф = q, — ф;_ |. La longitud de arco de 
líneas de longitud sucesivas es ЁАф. En el mapa de Mercator, la distancia verti- 
cal entre el ecuador y la primera línea de latitud es RAQ sec ф,. La distancia 
vertical entre la primera y la segunda líneas de latitud es RAQ sec ф,, la distancia 
vertical entre la segunda y la tercera líneas de latitud es ЁАф sec фз, etc. (véase 
figura de la parte superior de la página siguiente). 

Sobre el globo, el ángulo entre líneas de latitud consecutivas es Дф, y la 
longitud de arco entre ellas es RAG (figura izquierda de la parte superior de la 
página siguiente). En un mapa de Mercator la distancia vertical entre la (1 — 1) 


Mapa plano usual: vuelo con rumbo constante В ў К й | АЕ 
de 45. y la ¡-ésima línea de latitud es ААфзес ф, y la distancia del Ecuador a la ¡-ésima 


línea de latitud es aproximadamente 


RAG sec q, + RAQ sec ф, + => + RAQ sec ф, 
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Mapa Mercator: vuelo con rumbo constante 
de 45°, 


Lat ф, 


Lat $, 


Lao, 


бано Фф R Ecuador 


Ecuador 


CUESTIONES 


Escribir en notación sigma una expresión para calcular a qué distancia del 
Ecuador hay que dibujar la línea de latitud ф,. 


En los cálculos anteriores Mercator apreció que cuanto menor era el valor 
asignado a Аф mejor era el mapa obtenido (en el sentido de que las rectas se 
podían usar muy exactamente como rumbos fijos). A partir de su conoci- 
miento del Cálculo, ¿cómo podría usar esa observación de Mercator para 
calcular la distancia vertical total que dista una línea de latitud del Ecuador? 


Usar el resultado de la Cuestión 2 para determinar a qué distancia del 
Ecuador han de colocarse las líneas de latitudes 10°, 20°, 30°, 40° y 50°. 
(Usar un globo de radio R = 6 pulgadas.) 


¿Hay algún problema cuando intenta calcular la distancia del Polo Norte al 
Ecuador? 
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CONTENIDO = 
Adaptación de integrandos a las reglas básicas = 


EXPLORACIÓN 


Comparación de tres integrales 


similares ¿Cuál de las si- 
guientes integrales, si hay algu- 
na, puede calcularse usando las 
20 reglas básicas de integra- 
ción? Рага aquellas еп que sea 
posible, -hallarlas “así. Раға: las 
que по sea factible, explicar la 
razón. 


3 
a) | dx 
l-x? 
3x 
b) | dx 
=? 
3x? 
c) dx 
1-х? 


Técnicas de integración, 
regla de L”Hópital 
e integrales impropias 


7.1 
Reglas básicas de integración 


Adaptación de integrandos a las reglas básicas 


En este capítulo presentaremos varias técnicas de integración que extienden de 
forma muy notable la familia de integrales resolubles por aplicación de las 
reglas básicas (véase pág. 442). Un paso crucial en la resolución de integrales 
consiste en reconocer la regla de integración más adecuada, cosa nada fácil. 
Como muestra el Ejemplo 1, ligeras diferencias en el integrando pueden exigir 
técnicas de resolución muy distintas. 


EJEMPLO 1 Comparación de tres integrales parecidas 


Hallar las integrales: 


) 4 d b) 4x d ) 4x? le 
н Po EE | 2+9 


Solución: 


а) Usamos la regla de la arcotangente con и = хуа = 3 


4 1 
5 dx=4 > 5 @х 
х +9 к Жз 
1 x 
=4|_arctg]+C 
3 3 


4 х 
=- arctg = + С 
3 3 
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b) Aquí no es aplicable la regla de la arcotangente porque el numerador 
contiene un factor x. Consideremos la regla log, con u = x? + 9. Entonces 
du = 2x dx, de modo que 


=2 1һ lu +С 
= 21 (2+9) +С 


с) Como el grado del numerador y el del denominador son iguales, dividimos 
antes de nada para reexpresar el integrando, que es una función racional 
impropia, como suma de un polinomio y de una función racional propia. 

| Not Observemos que en el 


Ejemplo Ic ha sido necesaria el Ál- 4x? 36 4 
vebra antes de apli Р iis Sd = — | dx 
gebra antes de aplicar la regla de in 4 9 х2^+9 
tegración y que la resolución ha ге- 
querido después más de una de esas 4и 36 1 d 
; = Кы f X 
reglas. х2 +9 


= 4х – 12 arctg с +С 


EJEMPLO 2 Necesidad de dos reglas básicas para resolver una integral 


Solución: Para empezar, escribimos la integral como suma de dos, a las que 
aplicamos, a continuación, las reglas de las potencias y del arcsen. 


1 x+3 


| 1 х |, 3 
ыз | ds —— dx = il ————4 
1 | 1 o 4/4 1? | /4— х? o ү/4—х? 
FIGURA 7.1 | 1 
~ dx 
o 1/2? y? 


El área de la región es aproximadamente 1,839. 


1 1 
=> | (4-2) UU de 3 
0 


1 


|| 


Е = х2)1/2 + 3 агсѕеп z| 


= (2/39) 2 +0) 


= 1,839 


0 


(Véase Figura 7.1.) 
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ADVERTENCIA Las reglas 18, 
19 y 20 de la página 442 contienen 
expresiones con la suma о la 
diferencia de dos cuadrados: 


а - [Ро)р 
а? + [FON 
Fœ? a? 


Con este tipo de expresiones, hay 
que considerar la posibilidad de 
una sustitución u = f(x), como se 
ha hecho en el Ejemplo 3. 


Técnicas de integración, regla de L'Hópital e integrales impropias 


EJEMPLO 3 Una sustitución relacionada con a? - W? 


.2, 
Hallar | ч ск ах. 


16 — хё 


Solución: El radical del denominador se puede expresar 


А м/а — и? = 442 – (Y 


así que intentamos la sustitución и = x?. Entonces du = Зх? dx y, por tanto, 


| х? Г. | Зх? dx 
Jio- 3), 16- œF 
1 du 
E er 


1 и 
= — arcsen — + С 
3 


1 x? 
=- arcsen — + С 
3 4 


Curiosamente, dos de las reglas de integración que se pasan por alto con 
más facilidad son la regla log y la regla de las potencias. Los dos próximos 
ejemplos muestran cómo pueden estar camufladas. 


EJEMPLO 4 Una forma disfrazada de la regla log 


1 
Hallar | dx. 
l + e* 


Solución: Parece que esta integral no se adapta a ninguna regla básica. Sin 
embargo, la forma de cociente sugiere la regla log. Si hacemos u = 1 + є“, con 
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lo que du = e* dx, podemos conseguir el du necesario sin más que sumar y 
restar e* en el numerador: 


1 1+е*—-е* 
X dx = ir dx Sumar y restar e* en el numerador 
l +e l+e 


l+e* e~ 

= эре dx 
l+e" |+е* 
- [а | 
l +e“ 


=x-in(1+e%+C O 


| Nota. En general, hay más de un camino para resolver un problema de integración. 
Sin ir más lejos, en el Ejemplo 4 multiplique numerador y denominador роге * para 
obtener una integral de la forma -Í dufu. Vea si puede llegar a la solución por este 
procedimiento, (¡Cuidado! La respuesta puede adoptar aspectos distintos.) 


EJEMPLO 5 Una forma disfrazada de la regla de las potencias 


Hallar | (ctg [In (sen х)] dx. 
Solución: De nuevo, la integral no parece ajustarse a ninguna regla básica. 
Ahora bien, basta ensayar las dos posibles elecciones de sustitución como u 


(и = сїр x y u = In sen х), para comprobar que la segunda es apropiada, ya que 


и = Іа sen х 


COS x 
du = dx 

sen x 
du = ctg хах 


En consecuencia, 


2 


[ús хп (sen x)] dx = E du = 5 +C 


1 2 
то [In (sen х)]* + C 


| Nota, Еп el Ejemplo 5, intente verificar que la derivada de 
І 2 
j [In (sen 0] + C 


es el integrando original, 


A menudo es posible recurrir a identidades trigonométricas con el fin de 
adaptar integrandos a las reglas básicas. 
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Si tiene acteso а 
| paquetes informá- 
ticos de integración simbóli- 
ca, intente hallar con ellos 
las integrales de esta sec- 
ción. Compare la forma de la 
primitiva dada por ellos con 
la obtenida a mano. А veces 
parecen muy diferentes, aun- 
que sean iguales. Por ejem- 
plo, грог. qué la. primitiva 
In 2x +.C es equivalente аЛа 
primitiva: Ја x +C? 
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EJEMPLO 6 Aplicación de las identidades trigonométricas 
Hallar { tg? 2x dx. 


Solución: Aunque tg? u no está en la lista de las reglas básicas, sí está sec? u. 
Eso sugiere usar la identidad tg? и = sec? u — 1. Si hacemos и = 2x, entonces 
du = 2 dx, con lo que 


1 
[e 2x dx = | te? u du 


| (зес? Dd 
=- sec? y — 
a и 


1 3 1 
== | secóudu-= | аи 
2 2 


t Е 0, 
ЕА 
895 


tg2x-x+C 


Cerramos la sección con un compendio de los procedimientos comunes 
para adaptar integrandos a las reglas básicas de integración. 


Procedimientos de ajuste de integrandos a las reglas básicas 


Técnica 


Desarrollar (el numerador) 


Separar el numerador 


Completar el cuadrado 


Dividir la función racional impropia 


Sumar y restar términos en el numerador 


Usar identidades trigonométricas 


Multiplicar y dividir por el conjugado pitagórico 


E Ejemplo _ О 
(1+ е)? =1 +26 402 
LEX E Е 
а зү] 
Дх Ау aD 
жы. a е 
а 
de dd. ЫЗ 2 


A Vial Gl 
ctg? х = соѕес2 x=] | E 


do al б [1 веп х) _ 1- senx 
1+senx Al+senx/ll-senx) 1-senx 
o basm С sea 


= yae ---—;—=—_ 
эое S ү cos” х. 


| Nota. Recordemos que se pueden separar los numeradores, pero по los denominado- 
res. Atención al siguiente error, frecuente cuando se trata de ajustar integrandos a las 
reglas básicas: 


No separar el denominador 
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сл 
P 
ye) 


En los Ejercicios 1-4, seleccionar la primitiva correcta. 


dy х 
ах x+] 


b) ужс 


а) 20/5? +1+C 


O 3H 10 d) а(х + рс 
dy 
e тее 
ах х°+1 
= 2x 
а) In v +14C b) —— +C 
(х= + 1) 
c) arctgx+C d) In&?+1)+C 
dy 1 
сс ЕРЕ 
de х? + 1 
а. 2% 
а) уух ++ С b) RÓS 
c) arctgx+ С d) In&?+1)+C 
dy 


4. — = x cos (х2 + 1) 
х 


а) 2xsen (х +1) +С b) —41зеп(х?+1)+С 
с) Ззѕеп(х2 +10) +С а) -2x sen (x? + 1)+ C 


En los Ejercicios 5-14, seleccionar la fórmula básica de inte- 
gración útil para hallar la integral. Identificar u y a cuando 
haya lugar. 


5. | Gx- Dt dx 
2 
7. -~~~ di 
La | Qr-D?+4 
——— dx 
yx? - 4 


12. | sec 3x tg 3x dx 


x E 


10. 


t sen 12 dt 


13. cos х е*"* dx 14. 


1 
— d) 
== 


En los Ejercicios 15-46, hallar la integral indefinida. 


15, | (2x + 5) аг 16. | -dt 
(1 — 9) 


1 
17. v+ —— |d 18. x /4 ~ 2x? dx 
Be — 1)? 


2-3 2х 
19 1 20 dx 
=P + 91+ 1 x-4 
21 = d 22 Бе 
. X А Егати: (7 Ў. Й 
x= yA + 2x4 


ye 1 1 
23. id 24. = de 
І + e 3x-1 3x+1 
1 3 
25. fo + 2х2)? dx 26. El +") dx 
x 


27. E cos 27x? dx 28. | sec 4u du 
sen x 
29. | cosec лх ctg лх ах 30. | 
Кез, х 
31. je 5х dx 32. С. хе“ * dx 
33. 34. ах 
23 
35. pro 1 + sen Xa 36. l 
COS х sec х ~ |“ 
241—1 
37. > dt 38. 
2+4 жү 
-] 
39, | ~d 40. АИ реро 
VJI- (21 1)? 4+ 524 
t 2 f a 
41. | ED 42. и 
t í 
43. 


1 
44. | === dix 
(х— 4х2 80+ 3 


3 
[== 


4 1 
45. — e 46. — di 
Г | la“ 


> Campos de direcciones Еп los Ejercicios 47 y 48, se dan 


una ecuación diferencial, un punto y un campo de direccio- 
nes. а) Dibujar dos soluciones aproximadas de la ecuación 
diferencial sobre el campo de direcciones, una de las cuales 
pase por el punto indicado. b) Hallar, por integración, la so- 
lución particular de la ecuación diferencial y representar esta 


кы 
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solución en la calculadora. Comparar el resultado con los 
dibujos del apartado a). 


d , 
Y L tg? (2x), (0,0) 
dx 


En los Ejercicios 49-52, resolver la ecuación diferencial. 


dy AN dr Q + ey? 
49. Z=(1+ e) A, 
dx dt e 
Ж 1 
si. (4 + go х)у = sec? х 52. y A с 
xy A? = 1 


f= En los Ejercicios 53-60, hallar la integral indefinida y verifi- 


car los resultados usando integración en la calculadora. 


54. | sen? / cos tdt 


) 0 
ES м 21-х 
55. хе^ dx 56. ах 
o i x 
57 | 0; 58 | а 
-dx x 
0 Му +9 1 х 
3 


4 
1 
60. | -————=@Х 
о 4/25 – х? 


27573 1 
59. ~ dx 
o  4+09x* 


£ En los Ejercicios 61-64, usar integración simbólica para ha- 


llar la integral y representar dos primitivas. Describir la rela- 
ción entre sus gráficas. 


к=? 
РИ е a 62 |22 
хт + 4х + 13 х2 + 4х + 13 


1 ›х а E 
6з. | —— a в. | (E; a 
1 + sen 0 2 


65. Determinar valores de las constantes a y b tales que 


sen x + cos x = a sen (x + b) 


Usar ese resultado para integrar 


dx 
sen x + COS x 
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MP 66. Para pensar Representar en la calculadora la función 


Ро) =3 E? – 7х2 + 10x). Usando la gráfica, decidir si 


el valor de 
5 
| SO) ах 
o 


es positivo o negativo. Explicar la respuesta. 


Aproximación Еп los Ejercicios 67 y 68, averiguar qué va- 
lor aproxima mejor el área de la región entre la gráfica de la 
función y el eje x, en el intervalo que se especifica. (Elegir 
atendiendo a un croquis de la región, no efectuando cálculos.) 


| 4х 
67. (х) = – 


x? + 


‚ [0,2 
| [0, 2] 
a) 3 b) 1 c) —8 d) 8 e) 10 


| 4 
68. fa) = = 
+1 


х? 


а) 3 b) 1 с) <A а) 4 е) 10 


Área Еп los Ejercicios 69 y 70, calcular el área de la región 
acotada por las gráficas de las ecuaciones. 


69. y? = х2(1 – х2) 
70. у= sen 2х, у = 0, x = 0, x = л/2 


71. Área Las gráficas de f(x) = x y g(x) = ax? se cortan 
en los puntos (0, 0) y (1/а, 1/a). Determinar a > 0 de 
manera que el área de la región comprendida entre 
ellas sea 2/3. 


72. Interpretación de una integral Se nos da la integral 


2 
| 2л х? dx 
0 


sin decirnos qué representa. (Hay más de una respuesta 

correcta en cada apartado.) 

a) Dibujar la región cuya área representa. 

b) Esbozar el sólido cuyo volumen viene dado рог 
esa integral si se usa el método de los discos. 

с) Esbozar el sólido cuyo volumen viene dado рог 
esa integral si se usa el método de las capas. 


73. Volumen Se hace girar la región acotada рогу=е *, 
у= 0, х= Оух= b (b > 0) en torno al eje y. 
a) Calcular el volumen del sólido generado si b = 1. 
b) Hallar b de modo que el volumen del sólido gene- 
rado sea 4/3 unidades cúbicas. 


74. Valor medio Evaluar el valor medio de cada función 
en el intervalo indicado. 
a) fa)=senax,0 < х < л/п, п es un entero positivo. 


1 
р) fœ= 5* 133<x3<3, 
1+х 
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75. Centroide Calcular las coordenadas del centroide de 7 _ 1 
la región limitada por las gráficas de 7. y=tgmx |0, 4 
5 78. y=x, [1,8] 
у= TZ у= 0, х= 0ух=4 
у 25 – х ¿Verdadero о falso? Еп los Ejercicios 79 y 80, discutir si 


76. Área de una superficie Calcular el área de la superfi- 


la afirmación propuesta es correcta. Si no lo es, explicar por 
qué o dar un ejemplo que muestre su falsedad. 


cie de revolución engendrada al hacer girar la gráfica 
de y = 2 /x, en el intervalo [0, 9], en torno al eje x. x? г f du A 
79. т тЫ — u=x*- |] 


As Longitud de arco Ел los Ejercicios 77 y 78, usar integra- 
ción en la calculadora para hallar un valor aproximado de la $0 dx du 
longitud de arco de la curva en el intervalo indicado. 


CONTENIDO = 
Integración por partes = 
Método tabular = 


por partes, tomada 
del. autor de «| i 
Words: Integration 


r= gu) 


= х O de YY 
р=} (а) a=Ab) E 


Área EJ + Área CJ = qs- pr 


Explicar por qué este 


> U=senxa=1 


1 + sen? х а? + y? 


7.2 
Integración por partes 


Integración por partes 


En esta sección estudiaremos una técnica muy importante de integración, lla- 
mada integración por partes. Esta técnica puede aplicarse a una amplia varie- 
dad de integrales y es particularmente eficaz para integrandos donde aparecen 
productos de funciones algebraicas y trascendentes. Por ejemplo, funciona 
muy bien para resolver integrales como 


f In x dx, [re dx y fe sen x dx 


La integración por partes se basa en la fórmula de la derivada de un producto 


d dv du 

7 [uv] =u—+ 4 -— 

dx dx dx 
= uv + vu 


donde u y v son funciones derivables de x. Si u’ y v son continuas, podemos 
integrar ambos lados para llegar al resultado 


w= furans fo dx 
= fudo foan 


Reescribiendo esta ecuación se obtiene el siguiente teorema. 
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TEOREMA 7.1 


INTEGRACIÓN POR PARTES 


Si u y v son funciones de х con derivadas continuas, 


feas ио fe de 


‚ Nota. Enel Ejemplo | nótese que 
no es necesario incluir una constan- 
te de integración al resolver 


р= ЕС 


Para verlo, basta comprobar que si 
se sustituye v=e*poru=e+C, y 
se integra por partes, se llega al 
mismo resultado. 


Esta fórmula expresa la integral original en términos de otra integral. De- 
pendiendo de la elección de u y de dv, puede ocurrir que la segunda integral sea 
más fácil que la original. Como las elecciones de u y de dv son críticas para la 
buena marcha del método, damos unas indicaciones sobre cómo proceder. 


Estrategia para integrar por: partes 


Т: Intente tomar сото йр Ја. porción más s complicada del integrando que 
se ajuste a una regla básica de integración ; y como u el factor restante 
del integrando. 


i derivada es una 
1 integrando. 


2. Intente tomar como и la. porción del liado 
función más simple que u y como duel factor res і 


EJEMPLO | Integración por partes 


Hallar | хе“ dx. 


Solución: Para aplicar integración por partes, necesitamos escribir la integral en 
la forma f u dv. Hay varias maneras de hacerlo: 


(х) e? dx), | (е*у(х ах), | (1) Ge” ах), | (red (dx), 
м y e а N - > 


и dv и dv u ар и dv 


La estrategia invita a elegir la primera opción, ya que la derivada de и = x es 
más simple que x y además dv = e* dx es la parte más complicada del integran- 
do que se adapta a una regla básica de integración. 


do=e*dx Y v= [æ= fede 
и=х КТУ йи = dx 


Integrando por partes obtenemos 


[на uv — [oau 
[edze - [еа 


= хе“ – е^ + С 


Se puede comprobar el resultado derivando хе“ — e* + С у viendo que se obtie- 
ne el integrando original. 
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EJEMPLO 2 Integración por partes 


Hallar f х2 In хах. 


Solución: Еп este caso, x? es más fácil de integrar que In x. Además, la derivada 
de In x es más sencilla que In x. Por tanto, tomamos dv = x? dx 


Integrando por partes se obtiene 


=x < 


de In хах = 


/ 


|, 
5 
ы 
| 
——, 
wm], 
E 
TE 
GE 
> 


ч 1 
= адыг х? dx 
3 3 
3 3 
= а 
3 9 


Se puede verificar este resultado por derivación: 


AS 3 3/1 2 
AE In x S Flema Emo 


Una aplicación sorprendente de la integración por partes afecta a integran- 
dos que constan de un solo factor, como { In x dxo | агсѕеп х dx. En tales casos, 
hay que tomar dv = dx, como en el próximo ejemplo. 


EJEMPLO 3 Un integrando con un solo factor 


1 
i Calcular Í arcsen x dx. 
0 


5 2) Solución: Sea dv = dx 
У. агбвей-х 


dv = dx ED р= | 4к= х 


1 
и = агсѕеп х EE du=——=— dx 


EE 1-х? 


Integrando рог partes vemos que 


; х 
FIGURA 7.2 К хх = агсѕеп х — | ——— dx 
El área de la región es aproximadamente 0,571, vl- х? 


1 
= х агсѕеп х + a | (1-12) "2(22x) ах 


=xarcsenx+./1-=x2+C 
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Una vez conocida esta primitiva podemos evaluar la integral definida así: 


1 1 
| агсѕеп x dx = |: агсѕеп x +,/ l- | 
0 0 


Algunas integrales requieren integrar por partes más de una vez. 


EJEMPLO 4 Sucesivas integraciones por partes 


e 


Hallar | х2 sen хах. 


Solución: Los factores х? y sen x son igualmente fáciles de integrar, pero la 
derivada de x? es más simple que la propia función, mientras que la dertvada de 
sen x no lo es. En consecuencia, optamos por tomar и = x°. 


dv = sen x dx Ту v= | ѕеп хах = –соѕ х 


и = х? С) du = 2хах 


Ahora, la integración por partes lleva a que 


E sen xdx=-x? cos x + E cos x dx Primera integración por partes 


Sección 7.2 


EXPLOR? 


Intente hal аг 


haciendo и = сов 2x y d 
como primera. sus 

u= sen 
segunda... 


‚ Nota La integral del Ejemplo 5 
es importante. En la Sección 7.4 
(Ejemplo 5) veremos que se utiliza 
para calcular la longitud de arco de 
un segmento de parábola. 
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Con esta primera integración por partes, hemos simplificado la integral origi- 
nal, pero la nueva todavía no se ajusta a ninguna regla básica de integración. 
Volvamos a aplicar integración por partes, esta vez con u = 2x. 


cos х dx = sen x 


dv = cos хах v= 
du = 2 dx 


Integrando por partes obtenemos 


и = 2х 
f 2x cos хах = 2х sen x — E sen хах Segunda integración por partes 


= 2x sen x +2 cosx+C 


Combinando los dos resultados queda 


[>ë sen xde = =s? cos x + 2r son x+ 2 cos x+ С g 


Cuando se efectúan varias integraciones por partes sucesivas, hay que tener 
cuidado con no intercambiar las sustituciones en las sucesivas aplicaciones. 
Así, en el Ejemplo 4, la primera sustitución era и = x? y dv = sen хах. Si en 
la segunda integración por partes hubiéramos hecho la sustitución u = cos x, 
dv = 2x, el resultado hubiera sido 


[е sen хах = =x? cos x + E cos x dx 


=x? COS х + x? соз x + |> sen x dx 


1 


E sen х dx 


deshaciendo de ese modo la integración previa y retornando a la integral origi- 
nal. Asimismo debe tenerse cuidado, al hacer sucesivas integraciones por par- 
tes, con la posible aparición de un múltiplo constante de la integral original. 
Por ejemplo, eso sucede cuando se aplica integración por partes a la integral 
[ех cos 2x dx, y en el Ejemplo 5. 


EJEMPLO 5 Integración por partes 


Hallar { sec? x dx. 


Solución: La porción más complicada del integrando que resulta fácil de inte- 
grar es sec? х, así que tomamos dv = sec? x dx y u = sec x. 


dv = sec? x dx v= [оласе 
du 


ES 
li 


sec Y 


sec x tg x dx 
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ADVERTENCIA Las 
identidades trigonométricas 


a l — cos 2х 

senóx = ——_— 
2 

Е 1 + cos 2х 

cos? x = ———— 
2: 


juegan un papel importante еп 
este capítulo. 


y =senx 


FIGURA 7.3 
El centroide de la región, ( | es el punto 


de equilibrio. 


Técnicas de integración, regla de L'Hópital e integrales impropias 
Integrando por partes se obtiene 


| за sec х tg x — |sex? xar 


sec x tg х — E x(sec? x — 1) dx 


sec x tg x — ES xdx + | х ах 


Agrupar integrales idénticas 


2 [sect xar = see xtg x f soc xdi 


1 1 
| sect xde = у sec xtg x y In [sec кгга] С 


EJEMPLO 6 Localización de un centroide 


Una parte de una máquina tiene la forma de la región acotada por la gráfica de 
y = sen x y el eje x, 0 < x < 1/2, que se muestra en la Figura 7.3. Hallar el 
centroide de esa región. 


Solución: Empezamos calculando el área de la región. 


ni2 п/2, 
А = | sen хах = [os | = 1 
10) 0 


Ya podemos hallar las coordenadas del centroide: 


1 ni2 g ] л/2 1 
y=- SEn X Csen x) dx =- (1 — cos 2x)dx =- | х 
AJo 2 Ауу, 72 4 


La integral que da х, (1/А) [5° x sen x dx, se puede evaluar mediante integra- 
ción por partes. Haciendo dv = sen x dx y u = х, resulta р = —cos x, du = dx y, 
por tanto, 


[> sen хах = —х COS X + | хах 
= —х cos x + sen x + С 


Finalmente, х resulta ser 


1 n/2 п/2 
24 w sen xdr = | =e cos x sen | = | 
0 


En consecuencia, el centroide de la región es (1, 7/8). 


Con la práctica se va adquiriendo habilidad a la hora de elegir u y dv. El 
resumen que sigue recoge varias clases de integrales comunes junto con las 
elecciones aconsejadas para u y dv. 
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PARA MÁS INFORMACIÓN 
Véase el artículo «More on Tabular 
Integration by Parts» de Leonard 
Gillman en The College 
Mathematics Journal, noviembre 
1991. 


Integración por partes 551 


Integrales comunes resolubles mediante integración por partes 


-L Вп integrales de los tipos. 
| хе dy, fe sën axdi o f соз ахах_ 


hacer и = х" y de = e% dx, sen ахх o cos axdx. 


2. En integrales de los tipos 
| fe Iny dy, Je arcsen ax dx O f arcte ахах. 


hacer и = Іп х, агсѕеп ax o arctg ax y do = Y" dx. 


-3.. En integrales de los tipos _ 
[= sen bxdx...0 [е cos bxdx 


hacer и = sen bx о cos bx y do = е“ dx. 


Método tabular 


En problemas que exigen sucesivas integraciones por partes, conviene organi- 
zar el trabajo, como indica el Ejemplo 7. Este método funciona bien en integra- 
les de los tipos f х" sen ax dx, | х" cos ax dx y | x"e™ ах. 


EJEMPLO 7 El método tabular 


Hallar f х? sen 4x dx. 


Solución: Como de costumbre, comenzamos haciendo u = х2 y dv = Y dx = 
= sen 4x dx. A continuación, elaboramos una tabla de tres columnas como sigue. 


Signos и у sus 0 у sus 

alternados derivadas primitivas 
Ж. oiee И” у $еп 4х 
вО. a -4 cos dx 
+ -———› 2 Ta — 16 sen 4x 
ds Â к ба cos 4x 


| 
Derivar hasta obtener 


una derivada nula 


La solución se obtiene sumando los productos con signo de las entradas diago- 
nales. 


1 1 1 
x? sen Ах dx = —— x? соз 4x +—хвепАх+—— cos Ах + С 
4 8 32 
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1. Asignar a cada primitiva de la izquierda la integral co- 
rrespondiente de la derecha. 


а) у= ѕепх = xcosx D {ахах 
b) у= х2 зепх+2хсовх-25епх ii) {х ѕеп хах 
с) у= х?е* – 2хе* + 2e* iii) fade dx 
а) y=-x+xlnx 1v) f x? cos x dx 


2. Para pensar Explicar verbalmente, del mejor modo po- 
sible, la estrategia a seguir en la integración por partes. 


En los Ejercicios 3-8, identificar u y dv para aplicar integra- 
ción por partes a cada integral. (No se pide calcular la inte- 


gral.) 
3. [e dx 4. ІБ ах 
6. |" 3x dx 


5, С х)? dx 
7. E sec? x dx 8. [+ cos x dx 


En los Ejercicios 9-30, hallar la integral. (Nota: Resolverlas 
por el método más simple. No todas requieren integración 
por partes.) 


е х 
9. E 2х dx 10. | = dx 
e 
ИП 
п [ee dx 12. | 7 dl 
ГА 
13. [ee dx 14. E ln xdx 
1 
15. tin (1 + 1) dr 16. з ЯХ 
x(n х) 
(п х)? nx 
17. dx 18. — dx 
x х 
хет“ de 
19. dx 20. > dx 
(2х + 1)? (х + 1)? 
5 In 2x 
21. (х7 — De? dx 22. z dx 
x 
X 
23. E x= ldx 24. |-> = 
0/2 + 3х 


BS Campos de direcciones 


25. |: cos xdx 26. po sec O tg 0d0 
27. | arctg x dx 28. | arccos х dx 
29. | е?“ sen х dx 30. | е* сов 2x dx 


En los Ejercicios 31-36, resolver la ecuación diferencial. 


31. y = xe” 32. y=Ihx 


dy 1 ау 

33. — = ——= 34. ~ =x x-i 
dt J2+3t di 

(cos у)у = 2х 


x 
35. 36. у = arctg 7 


En los Ejercicios 37 y 38, se dan 
una ecuación diferencial, un punto y un campo de direccio- 
nes. a) Dibujar dos soluciones aproximadas de la ecuación 
diferencial sobre el campo de direcciones, una de las cuales 
pase por el punto indicado. b) Hallar, por integración, la so- 
lución particular de la ecuación diferencial y representar esta 
solución en la calculadora. Comparar el resultado con los 
dibujos del apartado a). 


dy 
37. —=x,/ycosx,(0,4) 38. 
ах 


En los Ejercicios 39-44, calcular la integral definida y con- 
firmar el resultado mediante una gráfica en la calculadora. 


39. | х sen 2х dx 
0 


) 


l 2 
40. х агсѕеп х^ dx 
0 


е* зеп хах 


1 
41. | 
0 


л/2 
43. | х COS xdx 
0 


42. 


xe dx 


|, 


in (1 + х2) dx 


A 


Ejercicios de la Sección 7.2 
En los Ejercicios 45-50, aplicar a la integral el método tabular. 
45. [ee dx 46. БЕ dx 
47. [+ sen x dx 48. 5 cos 2x dx 


50. | - 2%? dx 


En los Ejercicios 51-54, hallar la integral utilizando integra- 
ción simbólica. 


49. E sec? x dx 


52. E sen лх ах 


л/2 5 
53. |. е^?^ sen 3xdx 54, | х®05 — 10% ах 
о 0 
55. Integrar | 2x,/2x ~ 3 dx 
a) Por partes, tomando dv =./2x — 3 dx 


b) Por sustitución, haciendo u =./2x - 3 


56. Integrar f 4 +xdx 


а) Por partes, tomando dv =,/4 + хах 


b) Por sustitución, haciendo u = 4 + x 


x? 
57. Integrar 1-2 ах 
мА + х2 
а) Рог partes, tomando de = (x/,/4 + x?) dx 


b) Por sustitución, haciendo и = 4 + x? 


58. Integrar E 4 - хах 


а) Por partes, tomando dv =./4 — хах 


b) Por sustitución, haciendo u = 4 – x 


En los Ejercicios 59 y 60, hallar la integral paran =0,1,2 y 
3, usando integración simbólica. Deducir de los resultados 
obtenidos una regla general para cualquier entero n > 0 y 
comprobarla en el caso n = 4, 


59, |» In xdx 60. [rea 


En los Ejercicios 61-66, verificar la fórmula utilizando inte- 
gración por partes. (En los Ejercicios 61-64, n es un entero 
positivo.) 


61. fe sen x dx = =x" cosx +n | COS x dx 
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62, fe cos хах = х" sonia far 1 sen хах 

nti 
63. |+ з ГИ 1+ (0+ рх +С 

owe n = 
64. | ех dx e le 1e dy 
a 

e**(a sen bx — b cos bx) 

65. * sen bxdx = > 
а? +b 


e 


(a cos bx + b sen bx) 


66. е“ cos bxdx = 
a? + p? 


En los Ejercicios 67-70, resolver la integral recurriendo a 
la fórmula apropiada de entre las expuestas en los Ejerci- 
cios 61-66. 


67. [e In хах 68. [+ cos x dx 


69. [е cos Зх dx 70. [nea 


Área Еп los Ejercicios 71-74, representar en la calculadora 
la región acotada por las gráficas de las ecuaciones, y hallar 
su área. 


71. y=xe *%y=0,x=4 
72. у=фдхе “9, y=0,x=0, х= 3 
73. у= е^ ѕеплх, у= 0, х= 0, х= 1 


74. у= хѕепх, у= 0, х= 0, х= лп 


75. Área, volumen y centroide Dada la región acotada 

por las gráficas de y = In x, y = 0 y x= е, hallar 

a) Su área. 

b) El volumen del sólido generado al hacer girar la 
región en torno al eje x. 

c) El volumen del sólido generado al hacer girar la 
región en torno al eje y. 

d) El centroide de la región. 


76. Centroide Localizar el centroide de la región acotada 
por las gráficas de y = arcsen x, x = 0 e y = л/2. ¿Qué 
tiene que ver este ejercicio con el Ejemplo 6 de esta 
sección? 


77. Desplazamiento medio Una fuerza amortiguadora 
afecta a la vibración de un muelle de manera que el 
desplazamiento de éste viene dado por 


y = е "(cos 21 + 5 sen 20) 


Calcular el valor medio de y en el intervalo entre t = 0) y 
ї = п. 
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78. Modelo para la memoria Un modelo рага la capaci- 
dad M de memorización de un niño, medida en una 
escala de O a 10, viene dado por 


M=1+16, 0<1<4 


donde г es la edad del niño en años. Calcular el valor 
medio de esa función: 

a) Entre el primer y el segundo cumpleaños. 

b) Entre el tercer y cuarto cumpleaños. 


Valor presente En los Ejercicios 79 y 80, calcular el valor 
presente Р de un flujo de ingresos de c(t) dólares por año si 


li 
P= | «де "а 
0 


donde f, es el tiempo en años y r la tasa de interés anual 
compuesto continuamente. 


79.  c(t) = 100.000 + 4.0001, r=5%,t, = 10 
80. c) = 30.000 + 5001, r=7%,t, =5 
Integrales para el cálculo de coeficientes de Fourier Еп 


los Ejercicios 81 y 82, verificar el valor de la integral defini- 
da, donde n es un entero positivo. 


2л . 
> n es impar 
| R n 


81. 


x sen nx dx = 


= 


п 
-—> nes раг 
п 


л —] "4 
82. | x? cos nx dx = CU 


2 
п 


83. Cuerda vibrante Una cuerda tensada entre los puntos 
(0, 0) y (2, 0) se pulsa desplazando su punto medio A 
unidades. El movimiento de la cuerda sigue el modelo 
de una serie de Fourier de senos, cuyos coeficientes 
vienen dados por 


; nax в плх 
b,=h | хеп En dx + h (=x + 2) sen z dx 
‹ 


› 1 
Hallar b,- 


84, Encontrar el fallo del siguiente argumento: 


de = dx с» p= СЕ 
Су а= 4 
- u === dx 
х s х? 


пре рн јс днее је 


Рог tanto, 0 = 1. 


и = 


Técnicas de integración, regla de L'Hópital e integrales impropias 


85. Sea y = f(x) positiva y estrictamente creciente en el 
intervalo 0 <a < x < b. Consideremos la región R 
acotada por las gráficas de y =f(0),y=0,x=ayx=b. 
Si se hace girar R en torno al eje y, probar que el méto- 
do de los discos y el método de las capas dan, para el 
sólido resultante, el mismo volumen. 


Ps 86. Consideremos la ecuación diferencial f'(x) = хе * con 


la condición inicial f(0) = 
a) Resolverla por integración. 
b) Representar en la calculadora la solución de la 
ecuación diferencial. 
c) Método de Euler De la definición de derivada se 
sigue que para pequeños valores de Ax 
TOR Fu + Ах) – О) 
Ax 


Јо + Ах) ж fo + LA 
Consideremos los puntos de la forma 
(х Yn) = MÁX, Yn- + (а JA) 
donde (хе, Уо) = (0, 0). Partiendo de n = 0, usar la 
calculadora para generar 80 puntos de esa forma 
para Ax = 0,05. Representar en la calculadora los 
puntos y comparar con la gráfica del apartado b). 
d) Repetir с) generando 40 puntos cuando Ах = 0,1. 
e) Dar una explicación geométrica del proceso des- 
crito en el punto с). ¿Por qué el resultado de с) es 
mejor aproximación de la solución que el de dy? 


№ 87, Método de Euler Consideremos la ecuación diferencial 


FO) = cos yx 

con la condición inicial /(0) = 2 

a) Intente resolverla por integración. ¿Puede efectuar 
la integración? 

b) Partiendo de n = 0, use la calculadora para generar 
80 puntos de la forma indicada en el apartado c) 
del Ejercicio 86 para Ax = 0,05. Represente en la 
calculadora los puntos para obtener una aproxima- 
ción de la solución de la ecuación diferencial. 


PROYECTO PARA. LA SECCIÓN 


4 Velocidad de un cohete: La velocidad (en pies/s)' de un 
cohete cuya masa inicial es: t Gneluygndo el combusti- 
ble) es 


A 
A СЕ 
ma rt E 


к= gorda. 


donde i esla velocidad de expulsión del coinbustible, г 
el ritmo al que se consume éste, y g= —32 pies/s? es la 
aceleración de la gravedad. Hallar la ecuación para la po- 
sición de un cohete con m = 50. 000 libras, и = 12.000 
pies/s yr = 400 libras/s. ¡A qué altura está el cohete 
cuando? = 100 segundos? (Suponemos que se ha lanzado 
desde el suelo. y se mueve. verticalmente.) 
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CONTENIDO = Integrales trigonométricas 
Integrales que contienen potencias del seno 
y del coseno = | | 
Integrales que contienen potencias de la secante Integrales que contienen potencias del seno y del coseno 
y de la tangente = р . | S Р $ 
Integrales que contienen productos seno-coseno En esta sección estudiaremos técnicas que permiten resolver integrales de los tipos 


las funciones integral 
el doctorado en la Univer: 
deen, donde fue profeso 

tó un puesto como investi 


de ángulos diferentes = 


[sen х соз” хах y ES x tg" хах 


donde al menos uno de los exponentes, m o n, es un entero positivo. Para hallar 
primitivas de estas expresiones, intentaremos romperlas en combinaciones de 
integrales trigonométricas a las que sea aplicable la regla de las potencias. 
Por ejemplo, se puede hallar | sen? x cos xdx mediante la regla de las 
potencias haciendo u = sen x, con lo que du = cos х dx, y se obtiene 


5 E и sen? х 
sen” х cos хах = ido +C 


Con el fin de descomponer | sen” x cos” x dx еп formas a las que se pueda 
aplicar la regla de las potencias, usamos las identidades 


sen? x + cos? x= 1 Identidad de Pitágoras dd 
/ 
5 l — cos 2x ES 
sent х = 5 Identidad del ángulo mitad para sen? x Ñ 
Я 1 + cos 2x | 
COS” x = =a 55 Identidad del ángulo mitad para cos? x 
Estrategia para hallar integrales con senos y соѕепоѕ : d 
1. Sila potencia del seno es impar y positiva, conservar un factor seno y pasar los demás a cosenos, desarrollar 
e integrar. ' 
Impar Ez Pasar a coseños. Conservar para du І 
senil x cos” xdx = | (sen? х)“ cos” х sen xdx= | (1 — соз? x) cos” х sen x dx 
2. Si la potencia del coseno es impar y positiva, conservar un factor coseno y pasar los demás a senos, desarro- 
Паг e integrar. | 2 с p ña 5 
Impar 2 2 Равага созепоѕ Conservar para du | _ 
зеп" х cos? t! ху = | sen" x (cos? 1) cos хах = sen” х (1 = sen? х)“ cos x dx 
3: 


Si las potencias del seno y del coseno son pares y no negativas, Usar repetidamente las identidades 


para convertir el integrando en uno con potencias impares del coseno. A continuación, proceder como en el 
Apartado 2. в e | 
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¿Es кйшй 
del Ejemplo 12 


FIGURA 7.4 
El área de la región es aproximadamente 0,239, 


Técnicas de integración. regla de L'Hópital e integrales impropias 


EJEMPLO 1 La potencia del seno es impar y positiva 
Hallar | sen? x cos* x dx. 


Solución: Puesto que albergamos la esperanza de usar la regla de las potencias 
con и = cos x, guardamos intacto un factor seno para formar du con él y pasa- 
mos los demás a forma de cosenos. 


[sen x cos? id = [sen x cos* х(ѕеп х) dx 
= fo — cos? x) cos? x sen x dx 
= | со; х — COS” x) sen x dx 
= [cos x sen x dx — ES x sen x dx 
-| cos* x(=sen x) dx + [eos х(-ѕеп х) dx 
coso х cos? х 


= – + 
5 7 


+ С 


En el Ejemplo 1, las dos potencias, т y и, eran enteros positivos. Sin ет- 
bargo, la misma estrategia sirve siempre que al menos uno de ellos sea impar y 
positivo. Así, en el próximo ejemplo, la potencia del coseno es 3 pero la del 
seno es —3- 


EJEMPLO 2 La potencia del coseno es impar y positiva 


"13 cos? х 
Hallar — 

16 x/Sen x 
Solución: 


13 (1 — sen? х)(соѕ х) 0 
,/sen x 


| [(sen 1971? cos х — (sen x)? cos x] dx 


E х)? (sen == 


n/3 
COS” х 
| ах = 
п/6 x/Sen х 


1/2 52 | 
AD ү уз 
2 0,239 


La Figura 7.4 muestra la región cuya área viene dada por esta integral. 
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EJEMPLO 3 Іа potencia del coseno es par y no negativa 


Hallar f cos* х ах. 


Solución: Сото т y n son ambos pares y no negativos (т = 0), podemos susti- 
tuir cos* x por [(1 + cos 2x)/2]?. 


1 2х}? 
[eost xar = (==) dx 
2 
1 со$2х cos? 2x 
= + + dx 
4 2 4 
1 cos2x 1/1 + cos 4х 
+ + dx 

4 2 4 2 

3 

8 


1 1 
= ах + — |2 соз 2х4х + — | 4 соз 4x dx 
4 32 
Зх sen2x sen 4х 
=- + + 
8 4 32 


Utilice derivación simbólica para verificar el resultado. ¿Puede simplificar la 
derivada hasta obtener el integrando original? O 


Si en el Ejemplo 3 quisiéramos calcular la integral definida entre О y 1/2, 


obtendríamos 
E ы Зх sen2x sen 4х |2 
cos” хах = + + 


Я 8&8 4 32 h 
E T (0+0+0) 
7416 
_ Зл 
16 


Nótese que el único término que contribuye a la solución es 3x/8. Las próximas 
fórmulas, debidas a John Wallis, generalizan esta observación. 


Estas fórmulas son válidas también si se sustituye cos” x por sen” x. (En el 
Ejercicio 85 se pide demostrar las dos fórmulas.) 
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Integrales que contienen potencias de la secante y de la tangente 


La guía que enunciamos seguidamente puede ayudar a resolver integrales de la 
forma | sec” x tg” x dx. 


Estrategia para ha 1а! 


1. Si la poten 
tangentes. 


EJEMPLO 4 La potencia de la tangente es impar y positiva 


tg? 
нош | e dx. 


Solución: 


(5а 
| Вы | е х) te хах 
= | вес х) 2/2 (tg? x)(sec x tg x) dx 
= |с х) 2/2 (sec? x — 1) (ес x tg x) dx 


= fice х)? — (sec x) 99] (sec x tg x) dx 


2 
a (sec х)?/2 + 2(ѕес x) 12+ С 


Sección 7.3 


| Nota. En el Ejemplo 5, la poten- 
cia de la tangente es impar y positi- 
va, de manera que podríamos haber 
resuelto la integral atendiendo al 
punto 2 de la estrategia. En el Ejer- 
cicio 71 se pide probar que los re- 
sultados a los que se llega por am- 
bas vías difieren sólo en una 
constante. 


FIGURA 7,5 
El área de la región es aproximadamente 0,119. 
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EJEMPLO 5 Іа potencia de la secante es par y positiva 


Hallar f sect Зх tg? Зх dx. 


Solución: Hacemos u = tg 3x, con lo que du = 3 sec? 3x dx y por tanto 


ES Зх tg? 3x dx = ES 3x tg? 3x(sec? 3x) dx 
= fo + tg? 3x) tg? 3x(sec? 3x) dx 


1 
+, |? Зх + tg? 3х)(3 sec? Зх) dx 
1 /t8*3 6 
_ g от te? Зх re 
3 4 6 
_ tg 3х л tg? 3x 
712 18 


+C 


EJEMPLO 6 Та potencia de la tangente es par 


л/4 


Calcular | te? хах. 
o 


Solución: No hay factores secante, así que empezamos pasando un factor tg? х а 
la forma sec? x. 


Гаа fe x(tg? x) dx 
= le x(sec? x — 1) dx 
= ¡[E [exa 
= le x sec? хах — ES x= Ddx 
ro 


Ya podemos calcular el valor de la integral definida propuesta. 


7/4 x 7/4 
| te? хах = Ё чел | 


0 


= 0,119 


La Figura 7.5 muestra la región cuya área representa la integral dada. Intente 
aproximar el valor de esta integral utilizando la regla de Simpson. Con n= 10 
debe obtenerse un valor aproximado cuyo error es menor que 0,00001. 
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PARA MÁS INFORMACIÓN 
Véase el artículo «Integrals of 
Products of Sine and Cosine with 
Different Arguments», de Sherrie J. 
Nicol, en The College Mathematics 
Journal, marzo 1993. 


Técnicas de integración, regla de L'Hópital e integrales impropias 


Para las integrales que contienen cosecantes y cotangentes, la estrategia es 
análoga a la del par secantes-tangentes. Asimismo, al integrar funciones trigo- 
nométricas recuérdese que a veces resulta eficaz transformar todo el integran- 
do en potencias del seno y del coseno. 


EJEMPLO 7 Conversión a senos y cosenos 


2 


sec x 
Hallar | ах. 
te? x 


Solución: Como los cuatro primeros apartados de la estrategia no son aplica- 
bles, intentamos convertir el integrando en senos y cosenos. En este caso las 
potencias resultantes de senos y cosenos se integran así: 


sec 1 ds 2 
¡EST E y) а; 
tg” x cos x/1sen х 


| (sen х) 2(соѕ х) dx 


11 


(sen) t + C 


Ш 


—совес x + С 


Integrales que contienen productos seno-coseno de ángulos diferentes 


Este tipo de integrales aparece con frecuencia en las aplicaciones. En tales 
casos, se recurre a las identidades producto > suma. 


sen mx sen nx = = (cos [(m — n)x] — cos [Gn + п)х]) 


sen mx cos nx = — (sen [(m — nx] + sen [(m + n)x]) 


cos mx cos nx = — (cos [(m — n)x] + cos [(m + п)х]) 


N|— юре м1 


EJEMPLO 8 Uso de las identidades producto > suma 


Hallar f sen 5x cos 4x dx. 


Solución: La segunda de las identidades producto —> suma nos permite ver que 


1 
E 5x cos 4x dx = > | бе х + зеп 9x) dx 


cosx cos 9х 
== = EC 
2 18 


Ejercicios de la Sección 7.3 


Ejercicios de la Sección 7.3 
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1. Sea f(x) = sent x + соз® x. 

а) Usar las fórmulas de reducción de potencias para 
escribir f(x) en términos del coseno (elevado a po- 
tencia uno). 

b) Determinar alguna otra manera de expresar la fun- 
ción. Verificar el resultado con una gráfica en la 
calculadora. 

c) Hallar una expresión trigonométrica que sumada a 
la función la convierta en cuadrado perfecto de un 
trinomio. Reescribir la función como ese cuadrado 
menos el término añadido. Comprobar el resulta- 
do mediante una gráfica en la calculadora. 

d) Reescribir el resultado de с) en términos del seno 
de un ángulo doble. 

e) ¿De cuántas maneras ha reescrito la función trigo- 
nométrica? Cuando dos personas reescriben una 
expresión trigonométrica, sus resultados pueden 
ser distintos. ¿Significa esto que alguna de ellas se 
ha equivocado? Explicar la respuesta. 


2. Asociar cada primitiva de la izquierda con su corres- 
pondiente integral de la derecha. 


а) y=secx 1) [ахх 


b) у= cos x + sec x ii) s [costas 


с) y=x-teax+ite ix iii) [sen x see? xas 


d) y=3x +2 sen xcos? x+ iv) [еа 
+ 3 sen x cos х 


En los Ejercicios 3-12, hallar la integral (el integrando con- 
tiene senos y cosenos). 


cos? x sen x dx 4. cos? x sen? x dx 


5. [seo 2x cos 2x dx 6. [sen xdx 


7. зеп? x cos? x dx 8. cos? — dx 
9. ES 3x dx 10. | 2x dx 
11. E sen? x dx 12. [е sen? x dx 


En los Ejercicios 13-16, verificar las fórmulas de Wallis cal- 
culando la integral. 


л/2 
13. | cos? хах = 
0 


WIN 


л/2 8 
14. соз? хах = — 
| 15 


y 


т/2 a 16 
15, cos’ хах = — 
35 


ni2 
! л 
16. | sen? x dx == 
A 4 


0 


En los Ejercicios 17-32, calcular la integral (el integrando 
contiene secantes y tangentes) 


17. [> Зх ах 18. ES (2x — 1) dx 


19. sec? 5х dx 20. 


TX TX 
tg? — sec? F dx 


si 
tes Z dx 24. > 


4 


21. ES пх dx 22. fe xdx 


sec? x tg x dx 


tg? x sec? x dx 


tg? t sec? гат 


tg? 2x sec? 2x dx 


29, ES 4x tg 4x dx 30. 


secó x tg хах 32. [e 3x dx 


En los Ejercicios 33-36, resolver la ecuación diferencial. 


d ds 
33; з= sent z 34) 127 sen? 2 cos? 2 
а0 da 2 2 


36. y = /tg x sect x 


35. y = tg? Зх sec Зх 


А Campos de direcciones Еп los Ejercicios 37 y 38, se dan 


una ecuación diferencial, un punto y un campo de direccio- 
nes. а) Dibujar dos soluciones aproximadas de la ecuación 
diferencial sobre el campo de direcciones, una de las cuales 
pase por el punto indicado. b) Hallar, por integración, la so- 
lución particular de la ecuación diferencial y representar esta 


< 
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solución en la calculadora. Comparar el resultado con los 
dibujos del apartado a). 


37; O -°3@ 7 


dy 2 d l 
2 = sen? x, (0, Я У вес? xtg? x, 0, == 
dx dx 4 


зе» зч 


Б юл 
5 5 


фф por 


5 


En los Ejercicios 39-42, hallar la integral. 
39, | Зх cos 2xdx А40. [eos 30 cos (-20) 40 
41. [sen 0 sen 30 d0 42. [sen (4x) cos 3x dx 


> En los Ejercicios 43-52, resolver la integral y confirmar el 
resultado usando cálculo simbólico en la calculadora. 


43. | ctg? 2xdx 44. | tg* 7 sect E dx 
2 2 
45. ES 040 46. ES 3x ctg 3x dx 
te? г tg’ t 
47. |2 й 48. pe а 
cosec £ cosec £ 
1 sen? x — cos? х 
49. ————4х 50. ——@х 
sec x tgx COS x 


Я 4 l — sec £ 
51. (te? t — sec t)dt 52. — dt 
cosź-— 1 


En los Ejercicios 53-60, calcular la integral definida. Com- 
probar el resultado con la calculadora. 


т n/d 
53. | sen? x dx 54. | te? хах 
o 
ni4 
A te? xdx 56. | sec? 1./tg tdt 
o 
cos t 7 
т. |5 dt 58. | sen 30 cos 040 
Те sent 25 
л/2 
э. | cos? x dx 60. | (sen? x + 1) dx 
—л/2 -7/2 
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Bs En los Ejercicios 61-66, usar integración simbólica en la cal- 


culadora para calcular la integral. Dibujar las primitivas para 
dos valores distintos de la constante de integración. 


61. ES 0 62. | sen? x cos? хах 
63. 5 лх dx 64. le (1—х)ах 
65. |с пхів лхах 66. ES (1-х) tg 0 —x) dx 


En los Ejercicios 67-70, calcular la integral utilizando inte- 
gración simbólica en la calculadora. 


ni4 л/2 
67. | sen 20 sen 30 d0 68. | (1 — cos 0)°40 
0 0 
ni2 1/2 
69. | sent х dx 70. | sen? x dx 
0 0 


En los Ejercicios 71 y 72, a) hallar la integral de dos formas 
diferentes, b) representar en la calculadora la primitiva obte- 
nida por cada método, sin la constante de integración, para 
ver que difieren sólo en una constante, c) verificar analítica- 
mente que los resultados difieren sólo en una constante. 


71. ES Зх te? Зхах 72. 5 x tg хах 


73. Área Calcular el área de la región acotada por las grá- 
ficas de las ecuaciones y = sen? mx, у = 0, х= Оух= 1. 


74. Volumen Calcular el volumen del sólido de revolu- 
ción generado al hacer girar la región acotada por las 
gráficas de las ecuaciones y = tg x, y = 0, x = -л/4 y 
x= л/4 en torno al eje х. 

Volumen y centroide Еп los Ejercicios 75 y 76, para la 

región acotada por las gráficas de las ecuaciones, determinar 

a) el volumen del sólido de revolución generado al girar esa 

región en torno al eje x, y b) el centroide de la región. 


75. y=senx,y=0,x=0,x=x 


п 
76. in do оаа 


En los Ejercicios 77-80, verificar la fórmula de recurrencia 
integrando por partes. 


sen 
77. [ser xdx=- 


е 
a _ Cos 
78. cos” x dx = 


n=1 


xcosx nl РЕ 
+ ѕеп хах 
п п 


хѕепх п—1 2 
+ ES 2 хах 


п п 
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cos”* і х sep"! x 


79. cos” x sen” x dx = — + 
m+n 


m-l 


cos” x ѕеп" 2 x dx 
m+n 


1 E n-2 25 
80. | ѕес"хах= КЕЕ] Бес" 2 xtg x+ sec" хах 


n- n-1 


En los Ejercicios 81-84, resolver la integral utilizando los 
resultados de los Ejercicios 77-80. 


81. [sa xdx 82. ES xdx 


2 
$3. 5 = dx 


84. [sens x cos? x dx 


85. Fórmulas de Wallis Utilizando el resultado del Ejer- 
cicio 78, demostrar las siguientes versiones de las fór- 
mulas de Wallis. 

a) Sin es impar (n > 3), entonces 


|, е 0080-69) 


b) Sines раг (л > 2), entonces 


pe 


86. El producto interno de dos funciones fy gen [а,Ь] 
viene dado рог < f, г> = р FG)gQ) dx. Se dice que dos 
funciones distintas f y g son ortogonales si <А 2>=0. 
Probar que las funciones de la siguiente colección son 
ortogonales entre sí en [-x, л] 


{sen x, sen 2x, sen 3x, ..., COS х, cos 2x, cos Зх, ...) 


№ 87. Un modelo matemático La tabla da la media de las 


temperaturas máxima y mínima en Erie, Pennsylvania, 
en los meses del año. (Fuente: NOAA.) 


Mes | En Feb | Mar | Ab | May | Jun 
y — 1— “4. 
Мах, | 30,9 | 32,2 | 41,1 | 53,7 | 64,6 | 74,0 
F 1— + ——— y 
Mín. 180 | 17,7 | 25,8 | 36,1 | 454 55,2 
ii L— 
m T T — 
Mes | Jul Ag Sep | Oct | Nov | Dic 
— ы: 1 — — 
Мах. | 78,2 | 77,0 | 71,0 | 60,1 | 47,1 35,7 
Г T == y 7] 
Mín. | 59,9 | 59,4 | 53,1 | 43,2 | 34,3 24,2 
A S O A | 
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Las temperaturas máxima y mínima admiten el modelo 
лі лі 
FO = a, + а, cos A + b, sen z 


donde а, a, y Б, son 


1 12 > 
а = 15 [ юа 


ЕЕ лі 
а, e | FO cos zdr 
b =} [osna 
A 


а) Aproximar el modelo H(t) para las temperaturas 
máximas, соп £ = 0 correspondiendo a enero. (Ayu- 
da: Aproximar el valor de las integrales por la re- 
gla de Simpson y usar el dato de enero dos veces.) 

b) Repetir el apartado a) para el modelo L(t) de las 
temperaturas mínimas. 

c) Comparar los modelos con los datos en la calcula- 
dora. ¿Durante qué parte del año es mayor la dife- 
rencia entre las máximas y las mínimas? 


88. Utilizando una sustitución trigonométrica y las fórmu- 
las de Wallis, probar que 


221+ (а)? 


1 
_. y2y1 = 
Pa A a 


donde n es un entero positivo. 
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y volver ¿der soporte siguien 


А 5: 

CONTENIDO = Sustituciones trigonométricas 

Sustituciones trigonométricas " 
Aplicaciones * 


. La velocidad v ее ОМАР. 


Técnicas de integración, regla de L'Hópital e integrales impropias 


12): Sin embargo. en ila práctica 
ecuación s а 12 ‚0752 Usar el. 
12 =2 para deducir. 


| de Jos ten 
К «Construc 


Sustituciones (cambios de variable) trigonométricas 


Ahora que sabemos cómo hallar integrales en las que aparecen potencias de las 
funciones trigonométricas, podemos utilizar sustituciones trigonométricas 
para resolver integrales cuyos integrandos contengan los radicales 


ya — и?, yal + и? y и? — а? 


El propósito de esas sustituciones (o cambios de variable) es eliminar los radi- 
cales. Eso se consigue con las identidades de Pitágoras 


cos? 0 = 1 – sen? 0, sec? 0= 1 +102 0 y tg? 0 = ѕес2 0-1 


Por ejemplo, si а > 0, hacemos и = a sen 0, donde —л/2 < 0 < 1/2. Entonces 


Ja = и? = ја? = a? sen? 0 


= „/а?(1 — sen? 0) 


Nótese que cos 0 > 0, ya que —л/2 < 0 < л/2. 
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| Nota. Las restricciones sobre Ө garantizan que la función que determina la sustitución 
es inyectiva. De hecho, son los mismos intervalos sobre los que arcsen, arctg y arcsec 
están definidas. 


EJEMPLO } Sustitución trigonométrica u = а sen 8 


Hall | Сах 
allar Е СЫ 
x? /9 — y? 


Solución: En primer lugar, observemos que no es aplicable ninguna de las re- 
glas básicas de integración expuestas en la Sección 5.9. Para usar una sustitu- 


ción trigonométrica hay que advertir que 4/9 — x? es de la forma . /a? — и2. 


3 x Por tanto, hacemos la sustitución 
oa х = а веп 0 = 3 sen 0 
FIGURA 7.6 А : Ss ч А 
—— Utilizando derivación y el triángulo de la Figura 7.6, obtenemos 


DESH 
4 ах = 3 соѕ 040, ./9-x*=3c080 у х2 = 9 sen? 0) 


ї 
sen @=—› ctg ф= УХ 
3 5 
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Por tanto, la sustitución trigonométrica lleva al resultado siguiente. 


dx 3 cos 040 Е 
= stit 
x2. /9 -x2 (9 sen? 0)(3 cos 0) кш 
_1 40 a 
=% соп? 0 implificar 
1 2 
= 9 cosec” 0 40 Identidad trigonométrica 
1 
= 79 ctg0+C Aplicar la regla de la cosecante 
1 | 9 – £) 
= —- | = |+ С Sustituir ctg 0 
9 х 
= аа +C 
7 9х { ` 


El triángulo de la Figura 7.6 permite volver de la variable 0 a la variable x. 


dy. 9 -x? 
P =. 


op. х 


con integración simbólica, las in- 


e intente después llegar a esos res 


En la Sección 5.10 vimos cómo usar las funciones hiperbólicas inversas 
para resolver las integrales 


Estas integrales se pueden hallar asimismo por cambios de variable trigonomé- 
tricos, como ilustra el próximo ejemplo. 
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EJEMPLO 2 Sustitución trigonométrica u = a te 0 


dx 
Hallar | —==——. 
„4х2 + 1 


Solución: Tomemos и=2х, а= 1 у2х= tg 0, como indica la Figura 7.7. Entonces, 


FIGURA 7.7 
(= 2, see б= 42 +1. | a 5 
dx = 5 sec 040 y 4x? + 1 = ѕес (0) 


La sustitución trigonométrica hace que 


| 1 į sec? 040 
dx=- Sustituir 
/4x? +1 2 sec 0 
1 
= 5 sec 040 Simplificar 
1 
= = In [sec 0 + е 0+ С Aplicar la regla de la secante 


2 


1 
= > Inl,/4x? + 1+ 2х| + С Deshacer el cambio 


Verifique el resultado mediante integración simbólica. El resultado ¿viene 
dado en esa forma o en términos de una función hiperbólica inversa? 


La utilidad de los cambios de variable trigonométricos alcanza a las inte- 
grales donde aparecen expresiones (а? — u?y"?, para lo cual basta escribir 


(a? = и2)"!2 = a и?)" 


EJEMPLO З Sustitución trigonométrica: potencias racionales 


dx 
Hallar | ee А pa 


| Solución: Comenzamos escribiendo (х? + 1392 сото (./x? + 193. Ahora hace- 
FIGURA 73 mos a = | y u = х = tg 0, como muestra la Figura 7.8. Teniendo en cuenta que 


х 
te P =x, sen) = ——- 
g0 =x, sen Ет ах = ес? 040 y ИЕЛ = ѕес 0 


al aplicar la sustitución trigonométrica se obtiene 


| 2 | 2 Reescribir el d inad 
P 2 3/2 ж ceescribir el denominador 
(х + 1)% Q/X + y 


= | *© 040 


Sustituir 
sec? 0 
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40 
= Simplificar 
sec 0 
= [eos 0 d0 Identidad trigonométrica 
= sen 0 + С Aplicar la regla del coseno 
Xx 
= == +C Deshacer el cambio 
х2 +1 


Para las integrales definidas suele ser preferible determinar los límites de 
integración en 0, lo cual evita tener que regresar a la variable x. Puede ser 
interesante repasar este procedimiento en los Ejemplos 8 y 9 de la Sección 4.5. 


EJEMPLO 4 Transformación de los límites de integración 


2 2 
x= 3 
х Calcular | Уу -3 ах. 


R х 
А 


Solución: Сото ^-3 es de la forma ./u? — a?, hacemos u = x, a = 3, у 
FIGURA 7.9 hacer x = WE sec (), como indica la Figura 7.9. Entonces, 
a 


xX x- 
—tg0=5 z~ 


13 y3 


sec 0 = 


ах = 4/3 sec 0 tg 040 у J2 -3=./3 180 


у 


Para averiguar los límites de integración, hacemos uso de x = 1/3 sec 0, como 


sigue. 
Límite inferior Límite superior 
2 

Cuando x = 4/3, sec 8=1 Cuando х = 2, sec 0 = WE 
3 

T 

0 NN 0 0 == 

y y 6 


En consecuencia, 


Límites de Límites de 
integración para x integración para 0 


l х2 - 3 | WE tg WE sec 0 tg 0) 40 
>~ ~ dx= 
3 x 0 NE sec 0 


пі6 
= | WE te? 040 


0 


л/6 
z л { (sec? 0 — 1) 40 
0 
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Ао" 
[0] 
1 л 
= за 
Gi) 
21 
776 
x 0,0931 Г] 


| Nota. Еп el Ejemplo 4, intente volver a la variable x y evaluar la primitiva en los 
límites de integración originales, Debe llegar a este resultado: 


к a 


Cuando se calculan integrales definidas por un cambio de variable trigono- 
métrico, hay que tener la precaución de comprobar que los valores de 0 están 
en los intervalos indicados al comienzo de esta sección. Así, si en el Ejemplo 4 
se hubiera pedido calcular la integral 


-3 2 3 
| AAA 
-2 ра 


al haceru=xya = WE en el intervalo [-2, 3] resultaría и <—a. Por tanto, 
al determinar los límites de integración tendríamos que haber elegido 0 tal que 
п/2 < 0 < л. En este caso, la integral se hubiera calculado de este modo. 


[PEZ 4. fr bf кеше а 
>= dx= 
—2 X 57/6 WE) sec 0 


- |" -./3 tg? 0 d0 
5x/6 


-\/3 |" (sec? 0-10 


57/6 


-f e0-0]7 


5л/6 


Ш 


| 
| 
G 
ар б 
S 
| 
3 
| 
| 
| 
¡0 
АЕ 
RA 
рту 


і 
+ 
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En las sustituciones trigonométricas se puede proceder eventualmente a com- 
pletar el cuadrado (véase Sección 5.9). Por ejemplo, intente calcular la integral 


|. /x? = 2х dx 


completando el cuadrado, antes de nada, de esta manera 
| (х = 1)5— 12 ах 


Las tres próximas familias de integrales, que aparecerán varias veces еп 
adelante, se pueden hallar por sustituciones trigonométricas. Cuando las en- 
contremos, nos limitaremos a citar este teorema. (En el Ejercicio 73 se pide 
verificar las fórmulas que contiene.) 


TEOREMA 72 


FÓRMULAS DE INTEGRACIÓN ESPECIALES (a >0) 
1. d Ја = и? йк = (а! arsen # + uja? = 2) +С 

Ун = Ju me ljut yw + a+C,u>a 
3. (КЕ a? du = (ju + а +а а ju+ Ju? + at + С 


(0.0) | 


FIGURA 7.10 
La longitud de arco de la curva entre (0, 0) y (1, 1/2) 
es aproximadamente 1,148. 


Aplicaciones 


EJEMPLO 5 Cálculo de una longitud de arco 


Calcular la longitud de arco de la gráfica de f(x) = 4x? entrex=0yx= 1 
(Figura 7.10). 


Solución: Por la fórmula para la longitud de arco de la Sección 6.4, 


1 А 
s= | 1 + [FOT ах Fórmula рага la longitud de arco 


0 
1 
= | Ү/1 + х2 ах Р) = х 
0 
л/4 
= | sec? 04@ Насега=1ух=120 
0 
1 л/4 
= E 0 tg O + а [sec 0 + tg n | Ejemplo 5, Sección 7.2 
0 


= 0/2 +/+ D] = 1,148 O 


FIGURA 7.11 
El barril no está completamente lleno. El petróleo 
deja sin ocupar los 0,2 pies de la parte superior. 


FIGURA 7.12 


_ Ejercicios de la Sección 7.4 
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EJEMPLO 6 Comparación de las fuerzas de dos fluidos 


Un barril de petróleo, que pesa 48 libras/pie?, está flotando, cerrado, en agua 
de mar, que pesa 64 libras/pie?, como muestran las Figuras 7.11 y 7.12. (El 
barril no está del todo lleno de petróleo, sino sólo hasta 0,2 pies de su parte 
superior.) Comparar las fuerzas interior y exterior de los fluidos sobre una de 
las bases circulares del barril. 


Solución: Еп la Figura 7.12 situamos el sistema de coordenadas con su origen 
en el centro del círculo de ecuación Para determinar la fuerza del fluido inte- 
rior, integramos entre —1 y 0,8 (tomando como peso w = 48), 


^а 
F= w] (УЦ у) dy Ecuación general 


0.8 
Кару = asf (0,8 z YO)» 1 — y? dy 
1 


0.8 0,8 
-108 | /1 | yl = y? dy 
=1 —1 


Y para calcular la fuerza del fluido exterior, integramos desde —1 hasta 0,4 
(tomando como peso w = 64). 


0.4 
Foios = sf (0,4 T DDA — у? dy 
1 


0,4 4 _____ 
=512 | Es Yao 128 | Ут = y? dy 
=41 1 


Dejamos los detalles de la integración como ejercicio (véase Ejercicio 66). 
Intuitivamente, ¿cuál de las dos fuerzas diría que es mayor, la del petróleo 
(interior) o la del agua de mar (exterior)? Calculando las integrales se ve que 


O, 


оног Y 121,3 libras У Км. 2 93,0 libras 


En los Ejercicios 1-4, asociar cada integral con la primitiva 


correspondiente. 


n= 
a) — dx 
y 16 = x 


э 
/х* + 16 
b) [= е 
Х 
7 + бх ~ x? dx 
— dx 


ES - 16 


с) | 
y? 
d) | - 


xX? + 16-4 
1. A e r O 
x 
2; 8 In их ы Калы 
a 
Xx /16 — х? 
3. 8 arcsen ОС 


2 
-3 (х = 3),/7 + Óx — х? 
+ 
2 


x 
4. 8 arcsen 


En los Ejercicios 5-8, hallar la integral haciendo la sustitu- 
ción x= 5 sen @. 
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| 
A ты | 
ls zye” 


4/25 – х? е 
¡[E $. ==" 


En los Ejercicios 9-12, hallar la integral haciendo la sustitu- 
ción x = 2 sec б. 


10. | ыс dx 
Xx 


x 
12. -= dx 
х2 – 4 
Ер los Ejercicios 13-16, hallar la integral haciendo la sustitu- 
ción x = tg б. 


1 
9. ———— dx 
| -4 


11. (a - 4dx 


x? 
14. [Gs 
1/1 + х? 


16 pe 
а + х2)2 


En los Ejercicios 17 y 18, hallar la integral utilizando el Teo- 
rema 7.2. 


17. | 4 + 9x? dx 18. | І +. х? ах 


En los Ejercicios 19-38, hallar la integral. 


x 1 
19. dx 20. [=+ 
х2 +9 \/25 = х? 
2 2 
21. | 16 - 4x? dx 22. | х\/16 – 4х? dx 
0 о 


t 


23. =з ЕГ ах 24. a- A dt 
[= х? 4х2 + 9 
25. 22а 26. 2 dx 
X X 
1 1 
(х2 + 3 


29. dx 30. dx 


x./4x? + 16 
(x+ 1) /x? +2x+2 dx 


ex /1 + е?* dx 32. 


33. |e./l-e*dx зд, 


| 
| 
| 
| 
| 
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35 1 dx 36 trti e 
. es ҮБҮ, . ROCAS) 
4 + 4х2 + х° xt + 242 + 1 


37. ES 2x dx 38. |: агсѕеп х dx 


En los Ejercicios 39-42, completar el cuadrado y hallar la 
integral. 


х? 
ах 40. LL. dx 


1 
» | 
\{/4х - 1? 
x x 
41. ==“ 42. o... 
х/х? + 4х + 8 х2 - бх + 5 
En los Ejercicios 43-46, calcular el valor de la integral usan- 


do a) los límites de integración dados y b) los límites de 
integración obtenidos por sustitución trigonométrica. 


32. 1? /3/2 1 
43. —— 535 dt 44. —— z й 
| a ыг 12)3/2 | a Е pa 


( p 
45. — dx 
o./x? + 9 


En los Ejercicios 47-50, usar integración simbólica para ha- 
llar la integral. Verificar el resultado por derivación. 


dx 


5/3 
46. | 25 – 9х? dx 


o 


dx 48. fesas 11)??? dx 


х? 
47. == 
Jx + 10x + 9 
2, 
49. a ах 50. E DEA dx 
x“ — 1 


51. Área Calcular el área de la región interior a la elipse 
de la figura. 


52. Diseño mecánico La superficie de una pieza de una 

máquina es la región entre las gráficas de y = |х| y 

x? + (у = k)? = 25. (Véase figura en la página siguiente.) 

a) Calcular k sabiendo que el círculo es tangente a la 
gráfica de y = |x|. 

b) Calcular el área superficial de la pieza. 

c) Determinar el área superficial de la pieza en fun- 
ción del radio r del círculo. 


Ejercicios de la Sección 74 


v 


Бы Y 


Volumen de un toro Еп los Ejercicios 53 y 54, calcular el 
volumen del toro generado por la región acotada por la gráfi- 
ca del círculo al girar en torno al eje y. 


53, (1-3) + y? = | (véase figura) 


y 


Circulo: 
Ey] 


54. (х- А) +у2= р рь р 


Longitud de arco Еп los Ejercicios 55 y 56, calcular la 
longitud de arco de la curva plana en el intervalo que se indica. 


Función Intervalo 
ышы E A є. 
55. y=Inx [1, 5] 
56. у= х2 [0, 3] 


57. Longitud de arco Probar que la longitud de un arco 
de la función seno es igual a la de un arco de la función 
coseno. 


Volumen El eje del depósito cilíndrico de la figura 

está horizontal. 

a) Expresar el volumen de líquido en el depósito en 
función de la profundidad d. 

b) Representar esa función en la calculadora. 

c) Diseñar una varilla de control de profundidad con 
marcas de 4, 4, y 3. 

d) Si entra líquido en el depósito a razón de m*/min, 
calcular el ritmo de cambio de la profundidad 
como función de la profundidad 4. 

e) Representar esta función en la calculadora. 
¿Cuándo es mínimo el ritmo de cambio de la pro- 
fundidad? ¿Coincide el resultado con lo que dicta 
la intuición? Explicar la respuesta. 
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œ Movimiento de un proyectil En los Ejercicios 59 y 60, a) 
representar en la calculadora la trayectoria de un proyectil 
que sigue el camino dado por la ecuación, b) determinar el 
alcance del proyectil, y с) usar integración en la calculadora 
para hallar la distancia recorrida por el proyectil. 


y? 


60. y=x-— 


59. y= x – 0,0051? 
72 


61. Área de una superficie Calcular el área del sólido de 
revolución generado por la región acotada por las grá- 


ficas de y = x?, y=0,x=0, yx= 470 al girar en torno 
al eje x. 


Centroide Еп los Ejercicios 62 y 63, hallar el centroide de 
la región limitada por las gráficas de las desigualdades. 


62. y <3/./x? + 9, yY20x>-4x<4 
1 2 2 2 
63. y $ q 4) +y < 1б,у > 0 
64. Intensidad de campo media La intensidad de campo 


Н de un imán de longitud 2£ sobre una partícula que 
dista r unidades de su centro es 


2mL 
“e + 12)32 


donde +m son los polos del imán (véase figura). Hallar 
la intensidad de campo media cuando la partícula se 
desplaza desde 0 hasta R unidades de distancia del cen- 
tro, calculando la integral 


г [к 2mL 
к), 0 ж 193 
Ў , 


2L 


r 
TEA 


-m 
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65. 


66. 


~ 67. 
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Fuerza de un fluido Hallar la fuerza de un fluido so- 
bre una ventana vertical de observación circular de ra- 
dio 1 pie, inmersa en un tanque lleno de agua de una 
piscifactoría, para cada una de las profundidades que se 
indican (véase figura). Usar sustitución trigonométrica 
al calcular una de las integrales. (Recordemos que en 
un problema similar en la Sección 6.7 evaluamos una 
de las integrales gracias a una fórmula geométrica y la 
otra obsevando que el integrando era impar.) 
a) El centro de la ventana está 3 pies bajo la superfi- 
cie del agua. 
b) El centro de la ventana está d pies (d > 1) bajo la 
superficie del agua. 


Fuerza de un fluido Calcular estas dos integrales, 
que proporcionan las fuerzas del fluido del Ejemplo 6. 


0,8 


а) ЕЁ = s| (0,8 — ON - y dy 


al 


0,4 
(0,4 – у)(2),/1 = y? dy 
1 


b) Кошны = sf 


Tractriz Una persona parte del origen y camina por 

el semieje y positivo arrastrando un peso al final de una 

cuerda de 12 metros (véase figura). Inicialmente, el 

peso está situado en el punto (12, 0). 

a) Probar que la pendiente de la tangente a la trayec- 
toria del peso es 


b) Usar el resultado de а) para encontrar la ecuación 
del camino que sigue el peso. Representar el cami- 
no en la calculadora y compararlo con la figura. 

c) Hallar las asíntotas verticales de la gráfica del 
apartado Р). 

d) Еп el momento en que la persona llega al punto 
(0, 12), ¿cuánta distancia ha recorrido el peso? 


PO 68. 


¿Verdadero o falso? 


Técnicas de integración, regla de L'Hópital e integrales impropias 


24 6 OT 
Un modelo matemático La tabla da el coste medio 5 
(en miles de dólares) de las pólizas de seguros de vida 


vigentes en EE. UU entre 1988 y 1993. (Fuente: Ame- 
rican Council of Life Insurance.) 


pa [a o s eefe 


Un modelo para esos datos es 


Año 


5 = 4/1.445,6 + 228,51 — 4,41? 


donde г es el tiempo en años, соп т = 0 correspondiendo 

a 1990. 

a) Representar ese modelo en la calculadora para 
-—2 15 3. 

b) Calcular el ritmo de crecimiento de $ cuando / = 1. 

c) Usando el modelo y la integración, predecir el va- 
lor medio de 5 entre los años 1998 y 2000. 


En los Ejercicios 69-72, discutir si la 


afirmación es correcta. Si no lo es, explicar la razón o dar un 
ejemplo que muestre su falsedad. 


69. 


70. 


71. 


72. 


73. 


Si x = sen 0, entonces 


dx 
[> fo 
alo у? 


$1 x = sen 0, entonces 


ax? — 1 
—— dx= | sec 0 tg O dí 
x 


Si x = tg 0, entonces 


3 4 4ri3 
| | cos 0 40 
o RADA 0 


Si х = sen 0, entonces 


1 ni2 
| х?\/1 = х? dx= of sen? 0 cos? 0 40 


0 


Verificar, por sustitución trigonométrica, las fórmulas 
de integración expuestas en el Teorema 7.2. 


Sección 7.5 Fracciones simples 


ч 
1 
чл 


7.5 


CONTENIDO = _ Fracciones simples 
Fracciones simples = 
Factores lineales = 
Factores cuadráticos = 


Fracciones simples 


Esta sección presenta un método de descomposición de funciones racionales en 
otras funciones racionales más simples a las que se pueden aplicar ya las fór- 
mulas básicas de integración. Para comprender las ventajas de este método, 
llamado descomposición en fracciones simples, consideremos la integral 


2-5 +6 1 d 
аа А 


FIGURA 113 Se puede resolver esta integral sin recurrir a la descomposición en fraccio- 
ES nes simples completando el cuadrado y haciendo un cambio de variable trigo- 
nométrico (véase Figura 7.13), a saber: 


бес (= 2х-5, 


1 dx | 5 1 
ARAU шш 5 3 4=>x-=- sec () 
ХА — 5х + 6 (х — 5/2)” — (1/2) 2 22 


1/2) sec 0 tg 0 40 | 
= ( / А ы da = -sec O tg 0 40 
(1/4) tg? 0 2 


= 2 cose 8 d0 


= 2 In [соѕес 0 — ctg 0] + С 


2x- 5 1 
= 21п - +C 
AS O DS 
= 
= +С 
Jx — 5х + б 
-3 
=2 n 42240 
Ух — 2 
х- 3 
= In +C 
x-2 


= 1а |x -3| — In lx - 2|+ C 


Ahora bien, si nos hubiéramos dado cuenta de que 


1 _ 1 1 
х2 = 5х +6 x-3 x-2 


Descomposición en fracciones simples 


jugó un papel fun 
desarrollo del 
Universidad de E 


a Sal | 1 1 І 
pul los el más _ 2 dx = к dx 
famoso Leonhard Euler. 5. Хх = 5х + 6 RO 50 


= 1р lx 31 - In lx-21+C 


la integral se hubiera resuelto de una forma bien sencilla: 
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ADVERTENCIA Еп cursos 
previos al Cálculo habrá aprendido 
a combinar funciones tales como 


l —1 5 
+ Е 
х-2 х+3 (х - 2Mx + 3) 


El método de las fracciones simples 
enseña cómo invertir el proceso. 


5 ? ? 


= + 
(х= 2x +3) x-2 x+3 


Técnicas de integración, regla de L'Hópital e integrales impropias 


Este método es claramente preferible. No obstante, su eficacia depende de la 
habilidad para factorizar el denominador y encontrar así las fracciones simples 


En esta sección aprenderemos a efectuar sistemáticamente esta descompo- 
sición. 

El Algebra enseña que todo polinomio con coeficientes reales se puede 
descomponer (factorizar) en factores lineales y factores cuadráticos. Por ejem- 
plo, el polinomio х? + х“ — x — 1 puede escribirse como 

х + х i=xH(x+1)-(+1) 
= (х – 1)(х + 1) 
= (х? + 1)(2 – 1)(х+ 1) 
= (х? + 1)(х + 1)(х— 1)(х + 1) 
= (х= 1)(х + 0202 + 1) 
donde (х — 1) es un factor lineal, (x + 1)? es un factor lineal repetido у (х2 + 1) 


es un factor cuadrático irreducible. Gracias a esta factorización podemos escri- 
bir la descomposición en fracciones simples de la expresión racional 


Мх) 
х жх х + 1 


donde N(x) es un polinomio de grado menor que 5, еп la forma 


No) A B C Dx + E 
= + + + 
(x= Dir + IPR +I x-1 x+1 +1? +01 
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| Nota. Los valores sustituidos 
para x en el Ejemplo 1 se han elegi- 
do porque simplifican el cálculo de 
A y B. El valor x= 2 se ha elegido 
con el fin de eliminar el término 
А(х— 2), y el valor x= 3 para elimi- 
nar el término B(x — 3). Hay que in- 
tentar siempre hacer sustituciones 
convenientes de este tipo. 
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Factores lineales 


Los Ejemplos 1 y 2 muestran cómo determinar las constantes de los numerado- 
res de una descomposición en fracciones simples con factores lineales, repeti- 
dos o no. 


EJEMPLO 1 Factores lineales distintos 


Escribir la descomposición en fracciones simples de ——— 
xX – 5х +6 


Solución: Сото x? – 5x + 6 = (х ~ 3)(х — 2), debemos incluir una fracción 
simple por cada factor, es decir 


1 A B 
= + 
х®*-5х+6 x-3 x-2 


donde A y B han de ser determinados. Multiplicando esa ecuación por el míni- 
mo común denominador (x — 3)(х — 2) obtenemos la ecuación básica 


[= А(х – 2) + B(x — 3) Ecuación básica 
Ya que esta ecuación ha de ser cierta para todo x, podemos sustituir valores 
astutos de x para obtener ecuaciones en А y B. Los valores más convenientes 
son los que anulan algún factor. 


Para hallar A hacemos х = 3, con lo que 


l = А(3 — 2) + В(3 — 3) Hacemos x = 3 en la ecuación básica 
1 =A(1) + B(0) 
A=1 
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PARA MÁS INFORMACIÓN 
Sobre un método distinto de hallar 
la descomposición en fracciones 
simples, llamado el método de 
Heavyside, véase el artículo 
«Calculus to Algebra Connections 
in Partial Fraction Decomposition» 
de Joseph Wiener y Will Watkins 
en The AMATYC Review, volumen 
15, п. 1. 


PARA MÁS INFORMACIÓN 

Un método alternativo de 
aplicación de las fracciones simples 
puede verse en el artículo «А 
Shortcut in Partial Fractions» de 
Xun-Cheng Huang en The College 
Mathematics Journal, noviembre 
1991. 


Técnicas de integración, regla de L'Hópital e integrales impropias 


Para calcular B, hacemos x = 2, con lo que 
1 =4(2 – 2) + В(2 – 3) 


1 = А(0) + В(—1) 
B=-1 


Hacemos x = 2 en la ecuación básica 


En consecuencia, la descomposición es 


б, уй l 
х'-5х+6 x-3 x-2 


como se había anunciado al comienzo de esta sección. 


Téngase bien presente que el método de las fracciones simples sólo es prác- 
tico si se puede factorizar el denominador de manera «sencilla». Por ejemplo, si el 
denominador del Ejemplo 1 se cambiase por x? — 5x + 5, su factorización como 


posees ne? |-> — | 


2 


sería demasiado engorrosa como para usar fracciones simples. En tales casos, 
es preferible completar el cuadrado o recurrir a integración simbólica en la 
calculadora. Si efectúa la integración por cualquiera de estos métodos debe 
llegar a la respuesta 


5 


1 5 5 
E ao a Emos 5-з+с 


EJEMPLO 2 Factores lineales repetidos 


5х2 + 20х + 6 
Hallar | dx 


xX + 2х* + х 


Solución: Como 


X + 2х? + х = х(х?° + 2х + 1) 


= х(х + 1)? 


tenemos que incluir una fracción por cada potencia de x y de (x + 1), es decir 


5x? + 20х +6 A B C 
y ot ЕА 2 
x(x + 1) x х+1 (x+l) 


Multiplicando por el mínimo común denominador x(x + 1)? obtenemos la 
ecaución básica 


5x? + 20x + 6 = A(x + 1) + Bx(x + 1) + Cx 


Ecuación básica 
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| Pueden utilizarse 
|an programas сото 
Derive, Maple, Mathcad 
Mathematica o> TI-92 para 
efectuar la descomposición 
de una función racional en 
fracciones simples. А título 


de ejemplo, con Maple ѕе | 


obtiene 


5х?+20х+6 
> convert с 
ХХХ 


»parfrae, +) 


6 9 1 
а са 
x (х+ 1)? х] 
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Para hallar A, hacemos x = 0. de esa forma eliminamos los términos еп Ву С, 
соп lo que queda 


6=A(D)+0+0 
A=6 
Para calcular C, hacemos x =—1, lo cual elimina los de A y C, dejando 
5-20 +6=0+0- Сс 
С=9 
Ya hemos aprovechado las elecciones más astutas para x, así que con el fin de 
determinar B, podemos usar cualquier otro valor de x, así como los valores 


ya conocidos de A y C. Tomando, por ejemplo, х = 1, y recordando queA=6 
y С = 9, vemos que 


5 +20 + 6 = A(4) + В) +С 
31 =6(4)+2B+9 


-2 = 2B 
B=-] 
Por tanto, 
5x? + 20x +6 6 1 9 
эз ли + 3 dx 
x(x + 1) x x+] (x+1) 
+ 1)! 
= 6 | арав 
А 9 
е аа С 
хъ Ц х+1 


Compruebe este resultado por derivación, simplificando en lo posible la 
derivada hasta llegar al integrando en su forma original. 


| Nota. Es necesario efectuar tantas sustituciones еп x como coeficientes desconocidos 
(A, В, С, ...) haya que determinar. Así, en el Ejemplo 2 hemos hecho tres sustituciones 
@=-l,x=0,x= 1) para lograr calcular A, B y С. 


Factores cuadráticos 


Cuando se trata de factores lineales, cada elección conveniente de x proporcio- 
па uno de los coeficientes de la descomposición. Por el contrario, en el caso de 
factores cuadráticos hay que resolver un sistema de ecuaciones lineales, inde- 
pendientemente de la elección del valor de x sustituido. 


EJEMPLO 3 Factores cuadráticos y lineales distintos 


2х – 4х -8 
Hallar | 27179-5 gy 
(х7 — Ma? + 4) 


580 


Capítulo 7 


Técnicas de integración, regla de L'Hópital e integrales impropias 


Solución: Al ser 
(х2 = 0960 + 4) = x(x — D? + 4) 
hemos de incluir una fracción simple por cada factor, así que debemos escribir 


2x7 — 4х-8 A B Сх + D 
= + + 
хх - 02 +04) хо x-1 1244 


Multiplicando por el mínimo común denominador obtenemos Іа ecuación bá- 
sica x(x — Día? + 4) 


2? — Ax — 8 = A(x — DG? + 4) + Вх(х? + 4) + (Cx + DD — 1) 
Para hallar A, hacemos x = 0 y obtenemos 
—8 = A(-1X4)+0 +0 А=2 
El valor de В se calcula haciendo х = 1, lo que lleva a 


10 = 0 + В(5) + 0 Е; В = –2 


Todavía faltan por conocer С у D. Рага determinarlos, sustituimos dos valores 
cualesquiera en x y resolvemos el sistema de ecuaciones lineales que resulta. 
Así, recordando que А = 2 y B = —2, al tomar x = —1 se obtiene 


6 = (2)(—2)(5) + (—2)(—1)(5) + EC + DIED) 
2=-C+D 


y con x = 2 resulta esta otra ecuación 


0 = 0068) + (—2)(2)(8) + QC + DIA) 
8=2C+D 


Resolvemos el sistema lineal restando la primera ecuación de la segunda. 


-C+D=2 
2C+D=8 


de modo que C = 2. En consecuencia, D = 4. Por tanto, 
2x? — 4х – 8 
X 2 Jez 
x(x — Da? + 4) 
2 2 2x 4 
= — tz +5 ах = 
xox=1 х +4 х +4 


=2 In |- 21n |x- Це In 07 +4) +2 arctg 5 + С 
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En los Ejemplos 1, 2 y 3, iniciamos la resolución de la ecuación básica 
sustituyendo valores de x que anulaban factores lineales. Ese procedimiento 
funciona bien cuando la descomposición en fracciones simples contiene facto- 
res lineales, pero en el caso de factores cuadráticos hay otro método más con- 
veniente. 


EJEMPLO 4 Factores cuadráticos repetidos 


8x? + 13x 
Hallar pe dx 


Solución: Incluimos una fracción simple por cada potencia de (x? + 2) y es- 
cribimos 


8x? + l3x Ах +B Cx+0D 
(042 ^+2 (2 + 2) 


Multiplicando por el mínimo común denominador deducimos la ecuación bá- 
sica (x? + 2)? 


8x? + 13x = (Ах + Bla?+2)+Cx+D 
Tras desarrollarla y agrupar términos análogos se convierte en 


8х? + 13x = Ах? + 2Ах + Bx? +2В + Сх+р 
8x? + 13x = Ax? + Bx? + (2А + Сух+ (2B + D) 


Ahora igualamos los coeficientes de términos análogos en ambos lados de la 
ecuación. 


8=A 0=2B+D 


| Гү 
Зх? + 0x? + 13x + 0 = Ax? + Bx? + (2A + Сух + (2B + D) 


| H 5 f 


13=24+C 


Utilizando los valores ya conocidos A = 8 y B = 0, resulta 


13=2A+C=2%8)+C EÐ С=-3 
0=2B+D=2(0)+D D=0 


. 


Finalmente concluimos que 


8x5 + 13x d 8x E -3x d 
-—— dx = x 
(х2 + 2)? +2 (2 + 2)2 


3 
ИО ЧО с as П 
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Si intenta hallar una t integral enda calculadora, usando integración 


“ción simbólica da | 


+ 


ааз | 3 
ва. e «+в e ыу тшу 


¿Es equivalente. esta a primitiva a а del Ejemplo 4? 


Al integrar funciones racionales debe recordarse que si se nos da una ex- 
presión racional impropia, tal como 


Мх) 2х5 + х? – 7х + 7 
Р(х) *+x-2 


hay que efectuar la división, para llegar a una expresión racional propia. En ese 
caso 


Мх) -2x + 5 
= = 2x1 +5 
Р(х) х e 


Y a continuación la expresión racional propia se descompone en fracciones 
simples por el procedimiento habitual. Las siguientes líneas de actuación servi- 
rán de ayuda a la hora de resolver la ecuación básica a que da lugar la descom- 
posición en fracciones simples. 


Estrategia para resolver la ecuación básica 


Е actores lineales 


1; Sustituir en la ecuación básica las raíces с йе los distintos factores li- 
neales. с —- 

2. Si hay factores lineales repetidos, usar los coelis determinados en 

el apartado 1 para reescribir la ecuación básica. A continuación, susti- 

tuir otros valores convenientes de х para gbtener los restantes coefi- 
cientes. 5 


Factores cuadráticos 


1. Desarrollar la cetación básica. т 
2. Agrupar términos atendiendo a. las potencias дех, 
3.  Igualar los coeficientes de сас a potencia para obtener un sistema de 
ecuaciones lineales en A, В, C,etc. 
4. Resolver ese sistema de ecuaciones lineales. 


Terminamos la sección insistiendo en varias cosas importantes. En primer 
lugar, no siempre es necesario descomponer una función racional en fracciones 
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simples. Sin ir más lejos, la siguiente integral se resuelve más fácilmente con la 
regla log. 


2 +1 1 Зх? +3 1 
[= dx = _ dx => In? ЗАС 
х ES А, 


хў + 3х - 4 


En segundo lugar, si el integrando по está en forma reducida, puede ocurrir que 
reduciéndolo evitemos tener que recurrir a la descomposición en fracciones 
simples, como muestra la integral 


*ox-2 (х + 1)(х — 2) 
В a ах = 5 ах 
х” - 2х - 4 (х — 20 + 2х + 2) 
Хх +1 
= | =~ dx 
х2 +2x+2 


1 
=> In +2х +2|+С 


Finalmente, las fracciones simples pueden ser de utilidad incluso en algu- 
nos cocientes de funciones trascendentes. Así, la sustitución и = sen x permite 


ver que 
COS x du 
dx= }-———— и = sen x, du = cos x dx 
sen x (sen x — 1) uu — 1) 
Ejercicios de la Sección 7.5 
En los Ejercicios 1-6, escribir la forma que tiene la descom- x? + 12х + 12 ХУ -х+3 
posición en fracciones simples. Мо se pide determinar las 13. X — 4x dx 14. *+x-2 dx 
constantes. 
2х3 — 4x? – 155+ 5 + 2 
б 15 3 dx 16 dx 
5 2 Ax? +3 x*-2x-8 x — 4х 
ББ s Ts 
р: (с=з) р Жем ды] i 2х - 3 
a 4: Я О. Я о ах 8, ту ту? ах 
xX? + 10x х2 + 4x + 3 
16x 2x = 1 En los Ejercicios 19-26, hallar la integral mediante fraccio- 
L- ve . wo + 17 nes simples (factores lineales y cuadráticos). 
En los Ejercicios 7-18, hallar la integral mediante fracciones 19. Р =l de 20. й x га 
simples (factores lineales). X + х 
2 y? 
| | x +х+8 
7 dx 8 dx aL 22 — de анау 
E Ax? Ө х Хх 8 (х2 + ) 
- 45 + 7 
3 © +1 23. Ža 24. х 
9 ¡a 10 ¡[a Е ена 


Рт EIA +5 х+х+3 
11. САБ ах 12. санеты dx 25. 258 ах 26. Pa dx 
2x? +x- A хех жх +3 х* + 602 +9 
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En los Ejercicios 27-30, calcular el valor de la integral defi- 
nida y verificar el resultado en la calculadora. 


2 xx +1 
29, OS 
| х7 + 1) 


En los Ejercicios 31-38, usar integración simbólica рага en- 
contrar la primitiva que pasa por el punto indicado. Repre- 
sentar la primitiva obtenida. 


Integral Punto 
31 гы (4, 0) 
х? - бх + 9 7 ў 
32 6x? + 1 en 
` xa = 1) , 
33 Аа (0, 1) 
E lx , 
(х2 + 2)? 
34 == (3, 4) 
. x , 
а) 
35 саал АЕ Ар (3, 10) 
ИК гета иу i 
36 х=) d (3,2) 
Я х , 
x? - бх? + 12x- 8 
2-x+2 
37. | A dx (2, 6) 
Хх? — ^+ х — 1 
38 kay (6, 4) 
{ x , 
х2 - 4 
En los Ejercicios 39-44, hallar la integral por sustitución. 
sen х sen x 
39. —— dx 40. — r d 
cos х(соѕ x — 1) cos х + cos^ x 


3 cos x sec? x 
41. > dx 42, — dx 
sen? x + sen x — 2 tg x(tg x + 1) 


ls ах 44. ls dx 
(е* ех + 4) (е?* + Ie — 1) 


En los Ejercicios 45-48, verificar la fórmula de integración 
usando descomposición en fracciones simples. 


1 1 
45. ах = – In 
x(a + bx) а 


48. 


49. 


50. 


51. 
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а ~ х 


1 
Z de = | — + Mn ja + bx] ) + € 
(a + bx) bla + bx 


X 


+C 


a + bx 


| 1 l b 

2 ах - ln 
x(a + bx) ах а 

Aproximación Averiguar qué valor aproxima mejor 
al área de la región entre el eje x y la gráfica de la 
función 10/[x(x? + DJen el intervalo [1, 3]. (Decidir 
atendiendo a un croquis de la región, no a cálculos de- 
tallados.) 
а) —6 b) 6 с) 3 


d) 5 е) 8 


Área Calcular el área de la región acotada por las 
gráficas de y = 7/(16 – х2) еу = 1. 


Volumen у centroide Consideremos la región acotada 

por las gráficas de y = 2x/(x? + 1), у= 0, х= 0, ух= 3. 

a) Calcular el volumen del sólido generado al hacerla 
girar en torno al eje x. 

b) Localizar el centroide de la región. 


Crecimiento logístico Еп el Capítulo 5 dedujimos la 
ecuación del crecimiento exponencial a partir de la hi- 
pótesis de que el ritmo de crecimiento era, en cada mo- 
mento, proporcional a la población existente. En la 
práctica suele haber una cota superior L que no es posi- 
ble traspasar. En tales circunstancias, suponemos que 
el ritmo de crecimiento es proporcional, no sólo a la 
población existente, sino también a la diferencia entre 
ella y la cota superior £. Esto es, 


O 
7 = IL — y 


Se puede expresar eso mismo en forma integral como 


25 fea 
YE — у) 


a) La figura muestra un campo de direcciones de la 
ecuación dy/dt = y(3 — y). Dibujar una posible so- 
lución de esa ecuación diferencial con y(0) = 5 y 
otra con y(0) = 1. 


53, 
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b) Donde y(0) es mayor que 3, ¿cuál es el signo de la 
pendiente de la solución? 
c) Para y > 0, calcular lím y£) 
toa 


d) Evaluar las dos integrales anteriores y expresar y 
en función de г, denotando por yọ la cantidad inicial. 

e) Usar el resultado de d) para hallar y representar 
las soluciones del apartado a). Representar en la 
calculadora las soluciones y comparar los resulta- 
dos con los de a). 


f) La gráfica de y es la llamada curva logística. Pro- 


bar que el ritmo de crecimiento es máximo en el 
punto de inflexión, y que éste se encuentra locali- 
zado en y = //2. 


Un modelo para epidemias Un individuo infectado 
entra en una comunidad de л individuos sanos. Sea x el 


número de infectados en el instante т, Un modelo co- 56. 


mún para describir las epidemias supone que la enfer- 
medad se extiende a un ritmo proporcional al producto 
del número de los ya afectados por el de los que toda- 
vía no han sido infectados. Así pues, 


Sha DG – х) 


y obtenemos 


| - | dx = fi dt 
(х + I)a — x) 


Reacciones químicas En una reacción química, una 
unidad del compuesto Y y una del compuesto Z se con- 
vierten en una sola unidad del compuesto X. Si x es la 
cantidad del compuesto X formada, y el ritmo de for- 
mación de X es proporcional al producto de las cantida- 
des que quedan sin transformar de Y y de Z, entonces 


dx 
Te Куо = zo = x) 


7.6 


Integración por tablas y otras técnicas de integración 


55. 


57. 
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donde у,, 20 son las cantidades iniciales de Y, Z respec- 
tivamente. De la ecuación anterior se deduce 


| l dx= f: dt 
Oo = XX zo = х) 


а) Efectuar las dos integraciones y despejar x en tér- 
minos de £. 

b) Usar el resultado de a) para hallar x cuando t > со 
si (1) Yo < zo, (2) Yo > Zo Y (3) yo = zo- 


Usar fracciones simples para calcular 


1 х | 
dx 
о1 +12“ 


Supongamos que el denominador de una función racio- 
nal se descompone en factores lineales distintos 


Бо) = (к = e) сз) == (ac, 


para un cierto entero positivo n y números reales distin- 
105 єс, Ca, ==, Cp Si Ves un polinomio de grado menor 
que п, probar que 


MA) P, A Р 


++ 
D(x) А105, x= 


х= е 


donde Р, = М(с)/Ю/(с,) рага k = 1, 2, ..., п. Obsérvese 
que esto no es sino la descomposición en fracciones 
simples de NOJYDGo. 


Usar los resultados del Ejercicio 56 para encontrar la 
descomposición en fracciones simples de 


х? = 3x2 +] 


х& 1312 + 12x 


CONTENIDO = 
Integración por tablas = 
Fórmulas de reducción = 


La Integración por tablas 
Funciones racionales de seno y coseno = 


L=] Integración por tablas y otras técnicas de Integración 


Hasta este momento, hemos estudiado en el presente capítulo diversas técni- 
cas de integración utilizables con ayuda de las reglas básicas. Ahora bien, 
saber cómo utilizarlas no es suficiente. Es preciso además saber cuándo. La 
integración es, por encima de todo, un problema de reconocimiento: hay que 
reconocer qué regla o técnica utilizar para encontrar una primitiva. Con fre- 
cuencia sucede que una ligera modificación de un integrando requiere una 
técnica totalmente distinta (o incluso puede llevar a una situación en la que la 
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ДЕ parte, una cal- 
| Swa) culadora: capaz. de 
efectuar integración simbóli- 
ca es una base de fórmulas 
de integración. La diferencia 
esencial entre una tabla: de 
integrales y la calculadora es 
que ésta busca en su base de 
fórmulas la que “ajuste ade- 
cuadamente, mientras que en 
la tabla hemos de ser noso-.. 
tros quienes nos: encargue- 
mos del rastreo. 


EXPLORACIÓN 


Use las tablas de integrales del 
Apéndice y la sustitución 


U=x/xo=.1 


para hallar la integral del Ejem- 
plo 1. Comprobará que se ob- 
tiene 


| dx | = 
хрх 1 и” 1+ 


¿Es el mismo resultado аі que 
se ha Нерайо еп el Ejemplo 1% 


Técnicas de integración, regla de L'Hópital e integrales impropias 


primitiva no sea una función elemental), como ilustran los siguientes ejem- 
plos. 


Integración por partes 


2 2 
ЕЕЕ 
2 4 


| 1 2 
[a +C 


Regla de las potencias 


Ж 2 


In [In x| + C 


(¡Ea 
In x 


Las tablas de integrales constituyen un suplemento valioso de las reglas de 
integración discutidas en este capítulo. En el apéndice se incluyen tablas con 
integrales comunes. La integración por tablas no es una panacea universal 
que salve todos los escollos de la integración. Exige dosis notables de reflexión 
y de ingenio, e incluso, con frecuencia, recurrir a cambios de variable. 

Cada una de las fórmulas de integración que figuran en el apéndice es 
alcanzable por las técnicas que ya conocemos. Intente verificar algunas de 
ellas. Por ejemplo, la Fórmula 4 


и 1 а 
— du = + 
(a + bu) b^ Ха + bu 


puede comprobarse usando descomposición en fracciones simples, a su vez, la 
fórmula 19 


/ Ь 1 
25 + pur a |— 2 
и и/а + bu 


se puede verificar integrando por partes. Las integrales del apéndice están cla- 
sificadas atendiendo a las expresiones que contienen, a saber: 


Regla log 


== 
= 
Si 
> 
$ 
11 


No es una función elemental 


Fórmula 4 


+ In la + м) +C 


Fórmula 19 


и" (а + bu) 
(a + bu + си?) la + bu 
(а? + и?) и? + а? 
a? – и? Funciones trigonométricas 


Funciones trigonométricas inversas Funciones exponenciales 


Funciones logarítmicas 


EJEMPLO 1 Integración por tablas 


dx 
Hallar 
х 
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ramos las integrales del tipo 


f a| de relieve la. im- 
portancia de tenèr varias so- 
luciones técnicas a nuestro 
alcance. Esta integral no ès 
difícil de resolver con las 
tablas, pero cuando hemos 
intentado resolverla con un 
programa informático de in- 


tegración simbólica muy сө- 
nocido,.. la calculadora ha 
sido incapaz de encontrar su 


primitiva. > 


lEt Ejemplo 3 pone. 
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Solución: Puesto que la expresión que está dentro del radical es lineal, conside- 


a + bu 


Fórmula 17 (а < 0) 


| du 2 | а + Р 
=- arctg / 
ul Ja + bu „/-a =4 


Сопа=-—1,Ь = 1 y u =x, se tiene du = dx y por tanto 


IN -1+С 


EJEMPLO 2 Integración por tablas 


Hallar E /x* — 9 dx. 
Solución: Б] radical es de la forma y и? — a así que utilizamos la fórmula 26. 


1 
fve - а? du = иуи? - а? – а? ln lu+./u? — ар + С 


Hacemos u = х? y a=3. En consecuencia, du = 2x dx, luego 


fa A баз | VEF — 32 (2x) dx 


1 
= у O OM te 9) +C 


EJEMPLO 3 Integración por tablas 


Hallar | ыш ОЧ Е 
l+ e~ 


Solución: De las integrales que contienen e”, elegimos 


Fórmula 84 


du 
=u-ln(] +e")+C 
l +e 
Hacemos и = —x?. Entonces du = -2x dx y concluimos que 


\ xX dx= l —2х d. 
I + e™ 2)1 +e“ 


1 Я 
= E ix? — In (1 + е“) +С 


1 А 
=н + (l +e™)]+C 
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¡ Nota, A veces, cuando se usa inte- 
gración simbólica se obtienen re- 
sultados que, aun siendo equivalen- 
tes, parecen muy distintos. Para la 
integral del Ejemplo 5, varios pro- 
gramas de integración simbólica 
dan los siguientes resultados. 


Maple 
BTS 
Е dx = 
2х 
= 4/3 = 5x- 


ls DA 
= 4/3 arcteh E 4/30 5 л) 


Derive 
pe Z% k- 
2x 
50 EA, 
yx 


+ \/(3 = 5x) 


= Sqrt [3 — 5x] – Sqrt [3] arctgh 


Sqrt [3 — 5x] 
Sgrt [3] 


Mathcad 


Ел 2,/3./3 5х 

n 
5 х 

Nótese además que estos progra- 


mas no incluyen la constante de in- 
tegración en su respuesta. 
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Fórmulas de reducción 


Algunas integrales de las tablas tienen la forma f f(x) dx = gœ) + | ha) dx. 
Tales fórmulas de integración se llaman fórmulas de reducción, ya que redu- 
cen una integral dada a la suma de una función y otra integral más sencilla. 


EJEMPLO 4 Aplicación de una fórmula de reducción 


Hallar E sen x dx. 
Solución: Consideremos las tres fórmulas siguientes. 
E sen и du = sen и — и cos u + С Fórmula 52 
|“ sen u du =—u" cosu +n pe cos u du Fórmula 54 
fe cos u du = и" sen и – n ES sen u du Fórmula 55 


Usando la fórmula 54, después la 55 y finalmente la 52, se obtiene 


E sen x dx = —x? cos x +3 [+ cos x dx 


=x? cosx + 3 (+ senx-2 E sen x а) 


= =x? cos х + 3x? sen x + 6x cos x — б sen x + С 


EJEMPLO 5 Aplicación de una fórmula de reducción 


/3 -5 
Hallar = ах. 


2х 


Solución: Consideremos las dos fórmulas siguientes. 


| du = 1 „у 
u,/a + bu Ja Ja + bu + Ja 


EA ara + bara | = 


+C Fórmula 17 (a > 0) 


Fórmula 19 
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De la Fórmula 19, con a = 3,b=-5, y u = x, se obtiene 


1 {4/3 — 5x 1 dx 
a г aa (23 - +з | = =) 
3 dx 
=43 = 5x+2 | м... 
la — 5x 


Usando ahora la fórmula 17, con a = 3, b =—5, y u = x, se obtiene 
3-5 3/1 \/3 ~ 5x — ‚/3 
Pa T In 2 У) с 

х 
3 3 = 5x — ,/3 
5 7а |у су 


IE Y3=5x + {/3 
Крл р: 


Funciones racionales de seno y coseno 


EJEMPLO 6 Integración por tablas 


sen 2 
Hallar 8 ах 


2 + cos х 


Solución: Poniendo 2 sen х cos x en lugar de sen 2x obtenemos 


sen 2x sen x cos х 
dd 2 ATA ОЙ 
2 + cos x 2 + cos x 


Basta una mirada a las formas que contienen sen u y cos u en el apéndice 
para convencerse de que ninguna de ellas es aplicable. Por tanto, volvemos la 
vista hacia las formas que contienen a + bu. Por ejemplo, 


u du 1 
| ш y? bu -а ln ja + Би) +С Fórmula 3 
a 


Sea a = 2, b = 1, у и = cos x. Entonces du = =sen х dx, y obtenemos 


2 sen х Cos х > cos x(-sen х dx) 
a aa A A A 
2 + cos x 2 + cos x 


= —2(соз x — 2 In |2 + cos х) + C 


= -2 cos x + 4 In |2 + cos x| + C 


El Ejemplo 6 se refería a una expresión racional en sen x y cos x. Si no se 
consigue encontrar una integral de esta forma en las tablas, hay que intentar la 
siguiente sustitución especial con el fin de convertirla en una expresión racio- 
nal usual. 
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SUSTITUCIÓN PARA FUNCIONES RACIONALES DE SENO Y COSENO 


Para funciones racionales de seno y coseno, la sustitución 


Ва ас 
H 1р 
T gos- x 22 
hace que: 
1-4 2u 2. du 
cos x= 5 Sen x= 7 = 5 
у жуни +u LM 


Demostración: Del cambio de variable propuesto se deduce que 


р sen? x l = cos? x l — cosx 


(1 + cos x)? (1 + cos © l + COS х 


Despejando cos x vemos que cos x = (1 — u2)/(1 + u?). Para hallar sen x, 
escribimos и = sen х/(1 + cos х) como 


l-u’ 2u 
sen x=u(l +c0osx)=ul1+ 


Además, de u = tg (x/2) se sigue que arctg и = x/2, y de ahí finalmente 


obtenemos dx = (2 4и)/(1 + u’) 


Ejercicios de la Sección 7.6 


En los Ejercicios 1 y 2, hallar la integral consultando en las 
tablas las formas que contienen a + bu. 


х? 1 
1. ах 2. — dx 
1+ х 2х°(2х — 1)? 


En los Ejercicios 3 y 4, hallar la integral consultando en las 


tablas las formas que contienen ,/u? + a?. 
4 | Л 
‚ |= ах 


X 


КИМЕ o Ae 
3. les + e dx 


En los Ejercicios 5 y 6, hallar la integral consultando en las 


tablas las formas que contienen ./a? — u?. 


1 х 
5. —— dy 6. 1-2 
Е 1-22 {1/9 — х* 


En los Ejercicios 7-10, usar una tabla de integrales con formas 
que contengan funciones trigonométricas para hallar la integral. 


7. [sent 2x dx 


8. ls dx 
he 


1 1 
9. КИ ах 1. lis; dx 
YX (1 соѕ /x) l — tg 5х 
En los Ejercicios 11 y 12, hallar la integral consultando en 
las tablas las formas que contienen e”. 


л 


1 
11. | ах 12. | e” cos Зх dx 


l + е2* 


En los Ejercicios 13 y 14, hallar la integral consultando en 
las tablas las formas que contienen In и. 


13. [e Ја x dx 14. С х)? ах 


En los Ejercicios 15-18, hallar la integral indefinida а) con 
ayuda de tablas y b) por el método indicado. 


Ejercicios de la Sección 7.6 


Integral Método 


15. [e е* dx 
16. [+ In x dx 


1 
зе зш] Fracciones simples 
x(x + 1) 


1 
18. > dx 
x- 75 


Integración por partes 


Integración por partes 


Fracciones simples 


En los Ejercicios 19-50, hallar la integral con ayuda de tablas. 


х 
19. хе 20. [-— dx 
|а /1 + х 


21. x arcsec (x? + 1) de 22. ES 2x dx 


23, х“ In хах 24. pes sen x dx 


| 

25. |= dx %. |— Бе ыз dx 
¡[E 
и 


27. z 28. іх 
ЖСР, x? х2 + 25+ 2 


29. arccos е^ dx 30. d0 
Т = sen 03 
31. 32. 
Т = вес х2 х? Т вех tg ех 
COS х 
33. 34. 
lasna" и 
соѕ 0 
35. аб 
3 + 2 sen 0 + sen? 0 
36. - + x? dx 
37. = dx 38. fer + 9х2 dy 
2./2 + 9x? 


39. | 1*costdt 40. fu arctg x? dx 


ех 
41. а}: ¡ls Ed 
ня + 2 In x) gr 5 Р е2х)2/2 X 
¡A dx 


43. 
(х2 —6x + 10)? 10)? 
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44. fæ- Зух — 3)? + дах 


xX COS х 
45. == dx 46. i T 
\/х* — А55 y sen? 
y3 


47. Ba 


- dx 48. 
Y 4 – х? 


ех 
49. х 
(d + ех)? 


En los Ejercicios 51-56, verificar la fórmula de integración. 


и? 
51. ————— du = 
(а + buy? 
1 a? 
= =| bu 
b` a + bu 
u” 
52. == аи = 
ya + bu 


2 ~ и" 
= - и" / а + bu = па | = du 
(2n + 1)Ь Va + bu 


50. ми 0 d0 


2a In la + м), С 


53 | 1 d +u А 
я 535 du + С 
(и? + aya a/a + а? 
у 
54. fe cos и du = и" senu -n fe sen u du 
55, [аги dus u aegu -m TEC 
56. fo и)" du = u(ln u — n fo и)" du 


Y Еп los Ejercicios 57-62, usar integración simbólica en la cal- 


culadora para encontrar la primitiva que pasa por el punto 
que se especifica y representar su gráfica. 


Integral Punto 


1 1 
57. ———— d =, 5 
х2 1-х i E ) 
58. x/x? + 2x dx (0, 0) 
(0, /2) 


1 
60. ¡[A dx (3, 0) 
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sen 0 
6 d) (0, 1) 
(cos 0)(1 + sen 0) 


En los Ejercicios 63-70, calcular la integral. 


sen 0 
40 64. ——— 40 
2-3 sen 0 1 + cos? 0 
п!2 1 
65. d) 66. — d) 
T+ sen 0 cos 0 o 3-2 cos 0 
sen 0 sen 0 
67. —— 40 68. — 0 
3 = 2 cos 0 1 + sen 0 
cos 0 1 
69. 40 70. e) 
M sec O — tg 0 


Área En los Ejercicios 71 y 72, calcular el área de la región 
acotada por las gráficas de las ecuaciones. 


71. y=- у= 0, х= 8 76. 
yx 1 
x 
72. y= у= 0, х= 2 
І +e 


73. Trabajo Чп cilindro hidráulico de una máquina in- 
dustrial empuja un bloque de hierro una distancia de x 
pies (0 < x < 5). La fuerza variable requerida para 
ello es 

2.000 хет 


F(x) = * libras 
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l л 75. 
61. | 40 —,2 
sen 012 0 4 


Diseño arquitectónico La sección de un soporte de 
cemento de 20 pies de largo (véase figura) está acotada 
por las gráficas de las ecuaciones 


2 -2 
= —— r= => y=0e y=3 
/1 + y? 


1+ y? 
donde х e y se miden en pies. 
a) Calcular el volumen V y el peso W de ese soporte, 
supuesto que el cemento pesa 148 libras/pie?. 
b) Localizar el centroide de la sección. 


y 


-3 -2 1 1 2 3 


Población medía Una población crece siguiendo el 
modelo logístico 


5.000 


4,8 1,9% 


l+e 


donde / es el tiempo en días. Calcular la población me- 
dia en el intervalo [0, 2]. 


A En los Ejercicios 77 y 78, usar la calculadora para a) despe- 


jar la constante k en la ecuación integral, y b) representar la 


Determinar cuánto trabajo se ha realizado al desplazar 
el bloque 5 pies. 


74. Trabajo Repetir el Ejercicio 73 usando una fuerza 77. 


F(x) = 


500x 
1/26 = x? 


Tel 


libras 78. 


región cuya área viene dada por esa integral. 


+ k 
dx=10 
2 + 3x 


k 
| бх2е7 х? dx = 50 


0 


CONTENIDO = 
Formas indeterminadas = 


La regla de L'Hópital = Formas indeterminadas 


Formas indeterminadas y la regla de L*Hópital 


Ya se dijo en los Capítulos 1 y 3 que las formas 0/0 y ос/оо se llaman indeter- 
minadas, porque ni garantizan que exista el límite ni, en caso de que exista, 
determinan cuál es su valor. Cuando nos hemos encontrado con ellas hemos 
intentado reescribir la expresión recurriendo a técnicas algebraicas. 


Sección 7.7 


e pr а) 
оор 1 к 2 


po ye 


34 


FIGURA 7.14 
El límite cuando x tiende a 0 parece ser 2, 
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Forma 

Indeterminada Límite Técnicas algebraicas 

0 ИШЕ ры; J Dividir numerador y 

0 gn RIS к 2-1) denominador por 
=-4 (х +1) 

00 ү 3x? == 1_ ү 3 ~ (1/3) 

© СМ рата 2 + (1/2) Dividir numerador y 


E denominador por x? 


Ocasionalmente, se pueden extender estas manipulaciones algebraicas al 
cálculo de límites de funciones trascendentes. Así, el límite 


2] 
lím = 
x>0 е“ — ] 


produce la forma indeterminada 0/0, pero factorizando y efectuando la división 
vemos que 


есы 3] Ţ7 (е* + IXe” — 1) 
lím = ўт 
x>0 ех – 1 хәб er 1 


= lím (е* + 1) = 2 
x>0 


Sin embargo, no todas las formas indeterminadas se resuelven por manipu- 
laciones algebraicas. Esto es especialmente cierto cuando aparecen mezcladas 
funciones algebraicas y funciones trascendentes. Por ejemplo, el límite 


2х _ 1 
lím 
x>0 X 


produce una forma indeterminada 0/0. Reescribiendo la expresión como 


sólo hemos logrado cambiar su forma indeterminada, que ahora es оо — оо. 
Naturalmente, la calculadora ayuda a adivinar cuál es el valor de ese límite, 
como ilustran la Figura 7.14 y la tabla. A la vista de ambas, se tiene la impre- 
sión de que el límite es 2. (Verificaremos esto en el Ejemplo 1.) 


0,001 | 0,01 0,1 1 


? | 2,002 | 2,020 | 2,214 6,389 
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GUILLAUME L'HÓPITAL (1661-1704) 


La regla de L'Hópital debe su nombre аі 
matemático francés Guillaume Francois 
Antoine de L'Hópital, autor. del primer 
libro sobre Cálculo diferencial (en 1696), 
en el que aparece lacitada regla. Se ha: - 
descubierto recientemente que tanto la 
regla como su demostración estaban 
contenidas еп-ипа carta de John 
Bernoulli a l'Hôpital. «i: Reconozco que 
debo тисћо а las mentes brillantes de 


los hermanos Bernoulli. < 


He hecho 


libre uso.de sus hallazgos...», escribió . 


L'Hópital. 


Técnicas de integración, regla de L'Hópital e integrales impropias 
La regla de L’Hôpital 


Para calcular el límite ilustrado en la Figura 7.14 es útil un teorema conocido 
como la regla de L”Hópital. Establece que, bajo ciertas condiciones, el límite 
del cociente de dos funciones f(x)/g(x) coincide con el límite del cociente de 
sus derivadas 


Го) 
8) 
Su demostración utiliza el resultado conocido como teorema general del 
valor medio. 


TEOREMA 7.3. EL TEOREMA GENERAL DEL VALOR MEDIO 


Sif y g son derivables en un intervalo abierto (a, b) y continuas en [a, b], 
ysi además g'(x) 3 О para todo x еп lea b), existe algin punto є en. (a, 
b) tal. que 


РО OR - fía) 
ZO gO) = ga) 


| Nota. Para comprender por qué se llama teorema general del valor medio, basta obser- 
var que en el caso especial g(x) = x, se reduce al teorema del valor medio de la Sec- 
ción 3.2. 


El teorema general del valor medio y la regla de L*Hópital se demuestran 
en el apéndice. 


TEOREMA 74 


LA REGLA DE L'HÓPITAL 


Sean Ру g funciones derivables en un intervalo abierto (а, Б) que contiene ас, 
“excepto posiblemente en el propio c. Supongamos que g'(x) % О para todo х 
геп (a, Б), excepto posiblemente en el propio с. Si el límite de F(x)/g() cuando 

x tiend 


€ produce la forma indeterminada 0/0, entonces 


mt о) 


im fo 
А > eg 


ste oes infinito. Este resultado es 


| Nota. Un error muy frecuente al calcular un límite mediante la regla de L”Hópital 
consiste en aplicar la regla del cociente а f(x)/g(x). Recuerde siempre que la regla de 
L’ Hôpital utiliza el cociente f'(0/g2 (1) de las derivadas, no la derivada del cociente 


FOO. 
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PARA MÁS INFORMACIÓN 
Sobre la necesidad de exigir 

2) 5 О para todo x en (a, b) 
salvo en с, véase el artículo 
«Counterexamples to L”Hópital 
Rule», de R. P. Boas, en The 
American Mathematical Monthly, 
octubre 1986. 


EXPLORACIÓN 


Métodos numéricos y gráficos : 


Estimar, por métodos numéri- 
cos y gráficos, los valores de es- 
tos límites: : 


225-4 E 


a) lím - 
x>0 Xx 
32%] 
b) lím 
узб x o 
40] 
c) lím 
x>0 A a 
5% - 1 
d) lím - 
xQ Xx 


¿Qué pautas se observan? ¿Pre- 
senta alguna ventaja un método. 
analítico en estos casos? Si es 


así, explicar por qué. 
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La regla de L’ Hópital puede aplicarse también a límites laterales. Por ejem- 
plo, si el límite de F(1)/g(x) cuando x tiende a e por la derecha produce la 
forma indeterminada 0/0, entonces 


E ш) 
im —— = lím == 
хэс! а(х) x>et g'(x) 


supuesto que este último límite existe (o es infinito). 


EJEMPLO 1 Forma indeterminada 0/0 


ех — | 
Evaluar lím 
x>0 X 


Solución: La sustitución directa lleva a una forma indeterminada 0/0 


lím (e°™%-1)=0 
x>0 


А е?* =] 
lím 
x>0 xX a 
Ит x=0 
x>0 
así que podemos aplicar la regla de L”Hópital. 
РИ А En 1] 
Р = 1 ‚_ dx | 
lím = lím Aplicar la regla de L'Hópital 
x>0 X x>0 d 
= [х] 
dx 
Ze?" 
= lím | Derivar numerador у denominador 
x>0 
= 2 Evaluar el límite 


| Nota. Al escribir la cadena de igualdades del Ejemplo 1, no sabemos realmente que el 
primer límite es igual al segundo mientras no sepamos que este segundo existe. En otras 
palabras, si el segundo límite no hubiera existido, no hubiera sido legítima la aplicación 
de la regla de L*Hópital. 


Otra formulación de la regla de L’ Hôpital establece que si el límite de 
Jf œVg(x) cuando х tiende a оо (оа 00) produce una forma indeterminada 0/0 o 
оо/оо, entonces 


lím fo) = lím 2 


1 
х-® 800) хоз g (a) 


supuesto que el límite de la derecha existe. 
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| Nota. Intente dibujar y, = In x e 
y, = хеп una misma pantalla de la 
calculadora. ¿Qué función crece 
más deprisa cuando x tiende a со? 
¿Qué relación tiene esta observa- 
ción con el Ejemplo 2? 
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EJEMPLO 2 Forma indeterminada 00/90 


In 
Calcular lím —— 


x>o Xx 


Solución: Рог sustitución directa llegamos a una forma indeterminada 00/00, así 
que aplicamos la regla de L”Hópital. 


E [In x] 
— jin x 
„ hx ‚ dx І 
lím — = lím ==— Aplicar la regla de L*Hópital 
хэо XxX кее 4 [ 1 
——[х 
ах 
ail 
= Ит — Derivar numerador у denominador 
x>0 X 
=0. Evaluar el límite 


En ocasiones es necesario aplicar varias veces seguidas la regla de L’Hôpi- 
tal para eliminar la indeterminación, como sucede en el Ejemplo 3. 


EJEMPLO 3 Aplicación repetida de la regla de L'Hópital 


2 


Calcular lím —— 


xo-oe 


Solución: Puesto que la sustitución directa produce la forma indeterminada 
оо/оо, utilizamos la regla de L’ Hôpital. 


Este límite vuelve a producir una forma indeterminada, —0c/—oo, así que 
volvemos a aplicar la regla de L’ Hôpital. 


d 
— [2x] 
7 ; dx у 
lím = lím = lím = 0 О 
хэ - ою € x>-00 а ВЕ хэ-ю е * 
ах 


Aparte de 0/0 y ос/оо, hay otras formas indeterminadas, tales como 0 · ос, 
1%, 00% 09, y оо — оо. Por ejemplo, consideremos los cuatro límites siguientes, 
cada uno de los cuales produce una indeterminación de la forma 0 · 20 


: C) | В (5) í Б 
lím (х) {= lím (6) { – |, lím (х) |), lím (е?) | – |, 
x>0 X x>0 X х 00 е х xo X 


A 2 Кы 2 E A a 2 


El límite es 1 El límite es 2 El límite es 0 El límite es ос 
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Como cada límite es diferente, queda claro que la forma 0 - ос es indetermi- 
nada, en el sentido de que no determina el valor del límite (ni siquiera asegura 
su existencia). 

Los próximos ejemplos indican métodos de evaluación de tales formas in- 
determinadas. Consisten esencialmente en transformarlas a los tipos 0/0 o 
о©/со, con el objetivo de que la regla de L”Hópital sea ya aplicable. 


EJEMPLO 4 Forma indeterminada 0 - сс 


Calcular lím e” *\/х 


хэ») 


Solución: Como por sustitución directa se Пера a la forma indeterminada 0 - ос, 
hemos de intentar reescribir el límite en alguna de las formas 0/0 o 00/00. Este 
caso concreto se ajusta a la segunda de ellas. 


Por consiguiente, la regla de L”Hópital permite concluir que 


Heyo. 
e* 


х 
lím SE = lím 


хэо e жек 


lím 
х-э 00 2 хе* 


Si no se consigue transformar en alguno de los tipos 0/0 o 00/00, debe 
intentarse convertir el límite dado en algún otro tipo. Así, en el Ejemplo 4 se 
puede escribir 


—TX 


e 
f о Хх huy í A 
lím e yx = lím 175 


х 00 хэс XxX 


Іо que da una forma indeterminada 0/0. De hecho, al aplicar la regla de 
І? Hópital a este límite se obtiene 


р e * 
— = lím —=>- 
x>0 1/2 хо) -1/(2х%?) 


que vuelve a ser de la forma indeterminada 0/0. 

Las formas indeterminadas 1%, осо, у0° provienen de límites de funciones 
con bases y exponentes variables ambos. Cuando nos encontramos ante esta 
situación en la Sección 5.5 recurrimos a la derivación logarítmica para hallar la 
derivada. El mismo procedimiento sirve para calcular límites, como ilustra el 
próximo ejemplo. (Nótese que este ejemplo proporciona una demostración al- 
ternativa del Teorema 5.15.) 


EJEMPLO 5 Forma indeterminada 1° 


хэ X 


1 x 
Evaluar lím ( + ,) 
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Solución: Puesto que la sustitución directa conduce a una forma indeterminada 
1°, procedemos como sigue. En primer lugar, supongamos que el límite existe 


y es igual a y. 
, гү 
у= lím ( + о 
x> W X 


Tomando logaritmos naturales en los dos miembros de esa ecuación obtenemos 


1 х 
my = In| 1m ( +) | 
хэ 00 X 


Como la función logaritmo natural es continua, podemos escribir 


1 
In y = lím E In ( + p Forma indeterminada oc · 0 


x>0w X 
In [1 + (1 
= lím U Р) Forma indeterminada 0/0 
хә оо 1/х 
AMADO + (1/ 
= lím COUA 3 ЧОП Regla de L'Hópital 
хоо —1/х 
1 
= lím 


хә= | + (1/х) 


Ahora bien, eso prueba que Іп у = 1, y por tanto у = e, luego 


1 x 
lím ( +) =e 
хә о X 


La Figura 7.15, obtenida en una calculadora, confirma este resultado. 


FIGURA 7.15 Los Ejemplos 6 y 7 ilustran la aplicación de la regla de L’Hôpital а la 
El límite de [1 + (1,x)P* cuando x tiende evaluación de límites laterales. 
a infinito es е. 


EJEMPLO 6 Forma indeterminada 0° 


Calcular lím (sen x)* 


x>0' 


Solución: La sustitución directa produce una indeterminación de la forma 0°, 
así que procedemos como sigue. Suponemos que el límite existe con valor y. 


y= lím (sen x)* Forma indeterminada 0° 
x>0* 
In y = In | lím (sen sr | Tomar logaritmos 
x>0' 


= lím Па (sen xy] Continuidad 


x>0* 
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2 у= (ветах) 


FIGURA 7.16 
El límite de (sen х)" cuando x tiende a 0 
por la derecha es 1, 
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= lím [x In (sen x)] Forma indeterminada 0 - (ос) 
x>0'! 
- In (sen x) 
= lím Forma indeterminada -00/00 
x>07 1/х 
„_ Ср x ; 
= lím 3 Regla de L’ Hôpital 
x>0' — 1/х 
2. -х? $ 
= lím —— Forma indeterminada 0/0 
x>0' tg X 
D —2x 
= lím — 5=0 Regla de L*Hópital 


x>0* Sec? х 


Ahora, de In y = 0 deducimos que y = e” = 1, y en consecuencia 


lím (sen х)* = | 


x>0' 


‚кё se calculan límites complicados como el del Ejemplo 6 
авіа, | Conviene comprobar con una calculadora, numérica о gráficamen- 
te, si la solución es razonable. Por ejemplo, los cálculos de la tabla adjunta y 
la gráfica de la Figura 7.16 son consistentes con la conclusión de que 
(sen х)? tiende a 1 cuando х tiende a 0. por la derecha. 


0,8415 | 0,7942 | 0,9550 | 0,9931 | 09991 | 09999 


Intente estimar, numérica y gráficamente, los límites 


A, 
7 хээ О 


р бв») 


А continuación, trate de hallarlos analiticamente. 


EJEMPLO 7 Forma indeterminada © - о 


1 1 
Calcular lím 5- ) 


хэ dnx x- | 


Solución: Puesto que la sustitución directa produce una forma indeterminada 
00 — 00, intentamos reescribir la expresión en una forma a la que sea aplica- 
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ADVERTENCIA Еп todos los 
ejemplos de esta sección, la regla 
de L'Hópital se ha usado para 
calcular límites que existen. Puede 
utilizarse también para demostrar 
que un límite no existe. Como 
ejemplo, intente usarla para probar 
que 
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ble la regla de L’ Hôpital. En este caso, combinando las dos fracciones obte- 


nemos 
E 1 1 , х-1-Шх 
Ит |——- = lím | —— 
x>1 Unx x-1 хэ | (х — 1) In x 


Aquí, la sustitución directa lleva a una forma indeterminada 0/0, de manera 
que ya podemos usar la regla de L'Hópital. 


[х = 1-inx 
К 1 1 s an l 
lím | — – = lím 
x21 Мах x-i x>1 d 

—[(x = 1) ln x] 

dx 


я | L= (1/4) | 
= lím 
х1” | (х = ОО) + la x 


5 х= 1 
Ит {== 
кө (3) 


También este límite lleva a una indeterminación 0/0, así que aplicamos de 
nuevo la regla de L'Hópital, con lo que obtenemos finalmente 


1 1 1 
lím (= = = lím 
хэ Мах x-i хэ1* |1 ХО) + п х 


Hemos identificado las formas 0/0, 00/00, оо — 0,0: 00, 09, 1% y ос 
como indeterminadas. Pues bien, hay formas de aspecto muy parecido que, por 
el contrario, son «determinadas». 


оо + со > © El límite es infinito y positivo 

=00 — 00 -э 00 El límite es infinito y negativo 
07 — 0 El límite es cero 

07° = со El límite es infinito y positivo 


(Se pide verificar estas afirmaciones en los Ejercicios 83 y 84.) 

Como comentario final, recordemos que la regla de L”Hópital sólo se pue- 
de aplicar a cocientes que produzcan formas indeterminadas 0/0 o ос/ос. Рог 
ejemplo, la siguiente utilización de la regla de L’ Hôpital es incorrecta. 


х 


e~ „- е 
lím == (==) — = 1 Uso incorrecto de la regla de L’Hôpital 
x>0 X 5 x>0 1 pS 


La razón para que este cálculo sea incorrecto consiste en que aunque el 
límite del denominador es 0, el del numerador es 1,10 cual significa que las 
hipótesis de la regla de L’Hôpital no se satisfacen. 
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A Investigación numérica y gráfica En los Ejercicios 1-4, 
completar la tabla y usarla para estimar el valor del límite. 
Representar la gráfica de la función en la calculadora para 
corroborar el resultado. 


, sen 5x 
1. lím 
x>0 sen 2x 


x -0,1 | -0,01 -0.001 0,001 | 0,01 0,1 


Јо) i 
І 


х 


2. т 


х Е: EN 0.001 0.001 | 0,01 0,1 


sa] | | || 
3. lím de 100 
x | l 10 | 102 | 10 10% | 105 | 
ло ШЕЙ | 
бх 
4. lím = 
хо 3х2 — 2x 
x 1 | 10 10? 105 104 | 105 


| Ий 


En los Ejercicios 5-10, calcular el límite usando a) las técni- 
cas de los Capítulos 1 y 3, y b) la regla de L'Hópital. 


LU ~ 3) 2242-х - 3 
5. lím 7 6 lím 

хэз д^ = 9 x>-1 x+l 

Аа 2 _ sen 4х 
7. lím а 8. іт 

x>3 x-3 x20 2х 

5x* — Зх + | 2x + 1 

9. lím 10. lím —— 

хэс 3х2 - 5 xx 4x? + х 


En los Ejercicios 11-30, calcular el límite, usando la regla de 
L"Hópital si fuera necesario. (En el Ejercicio 17, n es un 
entero positivo.) 


7-х 2 a 72 
П. lím ———_— 12. lím 
x=2 x-2 хә 1 x +1 
J4- x2 -2 yA? 
13. lím ———— 14. lím -— 
x>0 х 122 x-2 
* _ (1 — “— (l+ 
с маша. Та a 
x>0 X x>0' X 
е* — (1 + х) In x 
17. lím 18. lím — 
x>0* xo x>o1x% — 
‚ sen 2x sen ax 
19. lím 20. lím 
хо sen 3x x>0sen bx 
arcsen л rctg x — 4 
аи а ааа 
x>0 xX x>1 x— 1 
3x2 – 25 + 1 o x-i 
23. lím —————— 24. lím ——— 
х о 2х2 + 3 хэ х? + 2х + 3 
х2 + 2х + 3 х? 
25. lím ———— 26. lím — 
хо х 1 хә» е“ 
ѕел х 
27. lím 28. lím 
хэ о y? +1 хэ Xx — E 
In x et 
29. lím — 30. lím — 
хэ X x> X 


En los Ejercicios 31-44, a) describir el tipo de forma indeter- 
minada (si la hay) que se obtiene por sustitución directa, b) 
calcular el límite, con ayuda de la regla de L’Hôpital si es 
necesario, c) comprobar el resultado representando la gráfica 
de la función en la calculadora. (Puede verse un enfoque 
geométrico del Ejercicio 31 en el artículo de John H. Mat- 
hews en The College Mathematics Journal, mayo 1992.) 


31. lím (~x Inv) 32. lím x? ctg x 
x>0' x>0' 
1 К 1 
33. lím {х sen- 34. lím xtg- 
AAA X х х X 
35. lím x!“ 36. lím (е + х) 
х0 x0 
37. lím x!“ үх 
хэс 38. п {1+ 
Жее, X 
39. lím (1+х)!* 40. lím (d +x)! 
x >07 Хож 


8 x 
41. lím 5 - 
122 Ax? -4 x-2 


І е] 
Pc Ti н ыз 
хо? Ax? — 4 xa — 4 
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3 2 1 1 
43. lím | ——-— 44. lím | --> 
хэ1 Мах x- 1 x=0 Ax x? 


£ En los Ejercicios 45-48, usar la calculadora para a) represen- 


tar la función y b) determinar el límite (si existe). 


x-3 
45. lím ———— 
x23 ln (2x — 5) 


46. lím (sen x)“ 


x>0' 


47. lím (x + 5x +2-x) 


AA 


Ө. 


кй 
48. lím z 


ж” CN 


49. Para pensar Encontrar funciones f y g que satisfagan 
las condiciones especificadas y tales que lím f(x) =0 y 
x>5 


lím г(х) = 0 
eE 
m, I0 b) ра) 


x>5 g(x) 


KON 
1m = 
x>5 КЕЗ) 


(Nota: Hay muchas respuestas correctas.) 
50. Para pensar Encontrar funciones derivables f y g ta- 


les que 


lím /(х) = lím р(х) = x 


ara 


lím [fœ — gw] = 25 


хо 


(Nota: Нау muchas respuestas correctas.) 


Comparación de funciones Еп los Ejercicios 51-56, usar 
la regla de L*Hópital para comparar los ritmos de crecimien- 
to de las funciones 


2 


51. lím = 52. lím с 
x>*% е^ хох par 
In х)? In xy? 
sa y Н 225 
AAA X ga P 
„ Un х)" И 
55. lím Е 56. lím — 
хэ, X хэх e 


57. Estimación numérica Completar la tabla para mos- 
trar que, para valores suficientemente grandes de x, la 
función x domina а (In х)“ 


A. 67. Método analítico Consideremos lím 


x | 10 | 10? | 10% | 10% | 108 | 10% 


dn х)“ 


x 
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58. Estimación numérica Completar la tabla para mos- 
trar que para valores suficientemente grandes de x, la 
función e* domina а x* 


x 1 S 10 | 20 | 30 40 | 50 60 


; | 
e | 


Po En los Ejercicios 59-62, hallar las asíntotas y extremos rela- 


tivos de la función y representarla en la calculadora. (Ayuda: 
Algunos de los límites requeridos para localizar las asíntotas 
han sido calculados en ejercicios anteriores.) 
59. у= х1 к> 0 60. у= х х>0 

in x 


61. y=2xe * 62. у= — 
x 


Para pensar En los Ejercicios 63-66, explicar por qué la 
aplicación de la regla de L*Hópital es incorrecta. 


? е?* Es 1 А 2e?* E 

63. lím — = lím — = lím 2e* = 2 
x>0 е* x>0 e x>0 
sen ax — 1 TECOS TX 

64. lím ————— = lím ———— = д 
x>0 Хх хэ 0 


| cl 
Es 


> X xo 1/х 
‚_ [—веп (1/0)](1/х?) 
= lím 
х -1/x? 
=0 
е^ e * 
66. lím — = lím ——= lím 1=1 
хэт, lL+ en? AE хэс: 


хэ ЙА? + | 

а) Calcular analíticamente el límite sin utilizar la re- 
gla de L*Hópital. 

р) Demostrar que la regla de L”Hópital no sirve en 
este caso. 

c) Representar la función en la calculadora y estimar 
el valor del límite a la vista de la gráfica. Compa- 
rar el resultado con el obtenido en а). 


68. Interés compuesto La fórmula para el capital produ- 
cido por una inversión inicial P a una tasa r de interés 
compuesto n veces al año, tras г años, es 


F nt 
A= el +1) 
n 


Probar, con la regla de L*Hópital, que la fórmula límite 
cuando л tiende a infinito es 


А = Ре" 
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69, Velocidad en un medio resistente La velocidad de Funciones intervalo 
un objeto que cae a través de un medio resistente (aire 
о agua, por ejemplo) es 75. f(x) = sen х [o a 
3 Я тк 
р= 2 ley Coke g(x) = cos x 
k 32 
76. (х) = Іа х 1, 4] 
donde vo es la velocidad inicial, / el tiempo en segun- 200 = х? 
dos y k una constante relacionada con la resistencia del 
medio. Usar la regla de L*Hópital para hallar la fórmu- ¿Verdadero o falso? Еп los Ejercicios 77-80, averiguar si 
la de la velocidad de un cuerpo que чесен е1 уасїо, la afirmación es correcta. Si no lo es, explicar por qué o dar 
haciendo k tender k a cero, con Do y t fijos. (Tómese un ejemplo que muestre su falsedad. 
como positiva la dirección vertical hacia abajo.) 
70. La función gamma La función gamma T(n) se defi- 77. lím х* +х +1 = lím 2х+1|_ 
ne en términos de la integral de la función ab x x=0 l Е 
ГО) = х" lex" п> 0 78. Si y =e*/x?, entonces у = e*/2x 
Probar que, para cualquier valor fijado de л, el límite 79. Si p(x) es un polinomio, entonces lím [pC0/e*] = 0 
de f(x), cuando x tiende a infinito, es cero. 7 
71. Área Hallar el límite, cuando х tiende а cero, del co- 80. Si lím 0 = 1, entonces lím [ (х) — g(0)] = 0 
ciente entre el área del triángulo y el área de la región s>% glx) 5 
sombreada de la figura. $1. En el Capítulo 1 dimos un argumento geométrico (véa- 


se figura) para demostrar que 


i Го) E] 


sen 0 
lím = | 
oo 0) 


7 A (х. l- cos х) 
ча: a) Expresar el área del triángulo AABD en términos 
de 0. 
5 ара as ato Y is Чо pe uz Ade 4 а 
Е Е a E b) Expresar el área de la región sombreada en térmi- 
2 2 nos de 0. 
И с) Escribir el cociente R entre el área de ЛАВР y el 
'% 72, Representar en la calculadora área de la región sombreada. 
x-1] d) Calcular lím R. 
0>0 
f= E 
parak=1,0,1 y0,01. A continuación, calcular el límite 
Am] 
lím 
k20 k 


En los Ejercicios 73-76, aplicar el teorema general del valor 
medio a las funciones f y g en el intervalo indicado. Encon- 
trar todos los valores с en el intervalo (a, b) tales que 


Pc) D f(b) — f(a) 82. Dibujar un esbozo de la gráfica de 
gc) gb) — gía) 
=la? 
Funciones Intervalo А A 
_ | х= 0 
73. fæ = 10, 1] 
e0=x +1 y determinar g'(0). 


[1.2] 83. Probar que si f(x) > 0, lím FG) = 0, y lím 20) = о, 
(х) = 2-4 entonces lím /(х)#®® = 0. 
USA xoa 
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4. Probar que si /(х) > 0, lím /(х) =0, y lí =-00, í 
8 robar que si f(x) > Ит fo) 0, y lim g(x) ос OROEN | КОЛУ 


entonces lim (y = оо. 


AA 
86. Probar que la forma indeterminada 0% no es siempre 


Lidl Le . КО ional = alculz 7 
85. Demostrar la siguiente generalización del teorema del igual a 1, calculando 


valor medio: si f es dos veces derivable en el intervalo lí 
р їт х 
cerrado [a, b], entonces 0! 


In 241 + in x) 


22| 7.8 
CONTENIDO = Integrales impropias 
Integrales impropias con límites 
de integración infinitos " 


и abs Integrales impropias con límites de integración infinitos 


En la definición de una integral definida 


b 
| f(x) ах 


se exigió que el intervalo [a, b] fuese finito. Por su parte, el teorema fundamen- 
tal del Cálculo, al que hemos recurrido tantas veces para calcular integrales, 
requiere que f sea continua en [a, b]. En esta sección analizaremos aquellas 
integrales que no satisfacen uno o ambos de los requisitos citados. Son integra- 
les en las que o bien el intervalo de integración es infinito, o la función f tiene 
una o varias discontinuidades infinitas en el intervalo [a, b]. Tales integrales se 
llaman integrales impropias. Recordemos que una función tiene una disconti- 
nuidad infinita en c si por la derecha o por la izquierda, 


Ип 0) = ос o lím f(x) = –00 


Р 


Para tener idea de cómo evaluar una integral impropia, consideremos la 


integral 
Pde 1ў 1 1 
TD =-—-+ 1 = j= 
1X xfi b b 


que puede ser interpretada como el área de la región sombreada en la Figu- 
га 7.17. Tomando el límite cuando b = œ resulta 


* dx E b dx 7 1 
== lím = |= йт {1- |= 1 
1 X b> w 1 Х фә о р 


Esta integral impropia puede interpretarse como el área de la región no 
acotada comprendida entre la gráfica de f(x) = 1/x? y el eje x, a la derecha de 
x= 1. 


П 


гә 


FIGURA 7.17 
La región no acotada tiene área 1. 
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DEFINICIÓN DE INTEGRALES 1. Sifes continua o entonces 
IMPROPIAS CON LÍMITES = - 
DE INTEGRACIÓN INFINITOS - 


. grali impropia de la izquierda diverge. si 
<de la derecha diverge. 


n F des lím mf ХӨ» dx 


2; Si fe es continua en nel intervalo Cao bl, entonces 


Ta fo ds шп in, [vo JO) dx 


3. Sif es contia pi el intervalo су 20), entonces 


[ме ~ Fasa 


donde с ces s cualquier número real. 


En los dos р ¡meros casos, la елап impropia converge si el límite exis- 
te; en caso contrario, la integral 1 impropia diverge. En el tercer caso, la inte- 
quiera de las oo impropias 


to 


Diverge 
{área infinita) 


Е. 
Y X 


FIGURA 7.18 
Esta región no acotada tiene área infinita. 


EJEMPLO 1 Una integral impropia divergente 


£d 
Calcular | A 
1 


X 
Solución: 
0 b 
do dx : 
— = [йт Tomar el límite para b > x 
1 AX boo |, Xx 
b 
= lím | In x Aplicar la regla log 
b> ою 1 


lím (In b — 0) Aplicar el teorema fundamental del Cálculo 
boo 


= ос Evaluar el límite 


| Nota. Compare las regiones de las Figuras 7.17 y 7.18. Parecen similares. Sin embar- 
go, la de la Figura 7.17 tiene área finita, igual a 1, mientras que la de la Figura 7.18 tiene 
área infinita. 


EJEMPLO 2 Integrales impropias convergentes 


Calcular las siguientes integrales impropias 


a) | е^ dx b) | 3 dx 
o o +1 
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y Solución: 
| © b 
| а) e *dx= lím е^ ах 
2 б вю Jo 
b 
jis ymer = lím | -e * 
7 Вә 0 0 


= lím (-е7° + 1) 
X Бэ о 
FIGURA 7.19 = 
El área de la región no acotada es 1. (Véase Figura 7.19.) 


х. 1 b 1 
b) 5 dx = lím 5 ах 
o X +1 кэ Jox +l 


A b 
| lím | arctg х 
: boo 0 


lím arctg b 


=: 


п 
2 


(Véase Figura 7.20.) 


FIGURA 7.20 


El área de la región no acotada es m2. En el próximo ejemplo se utiliza la regla de L'Hópital para calcular una 


integral impropia. 


EJEMPLO 3 Cálculo de una integral impropia utilizando la regla de L'Hópital 


x 


Calcular | ( (1-де * dx 
1 


Solución: 


+003 Integramos por partes con dv = e *айхуи=(1-—-х) 


0,06- 


009 fa = х)е *ах=-е 1 ES dx 
0,125 _ А С 
| ырс =-е + хе же + С 
0.15: у= (00е 
= хе *+С 
FIGURA 7.21 
El área de la región no acotada es |-1/ef. De la definición de integral impropia se sigue que 


Ж Е a z b А ГА 1 
(1-де * ах = lím | хе^ | =| ím т - 
1 Бә оо 1 bos e e 


Finalmente, aplicando la regla de L'Hópital en la derecha se obtiene 
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FIGURA 7.22 
El área de la región no acotada es 7/2. 


Integrales impropias 607 


y finalmente de ahí se llega a la conclusión de que 


X 1 
| (I -xe *ах=—--— 
1 


e 


(Véase Figura 7.21.) 


EJEMPLO 4 Límites de integración superior e inferior infinitos 


Xx e* 
Calcular | —————@х 


2х 
-al +e 


Solución: Nótese que el integrando es continuo en toda la recta real. Para eva- 
luar la integral podemos descomponerla en dos, eligiendo с = 0 por conve- 
niencia. 


ос х о х x 
e e e 
TG dx = р п ИХ 
1 + 1 1 
ЕЕ е о іже б + е 
0 b 
lím | arctg e| + lím | arctg ех 
8 g 
bo=xw b b> w 0 


+ T b + b л 
lím |- -arctg e” |+ lím {arctg е”—— 
b> =% 14 box 4 


Ш 


(Véase Figura 7.22.) 


EJEMPLO 5 Propulsión de un módulo espacial 


En el Ejemplo 3 de la Sección 6.5 vimos que se requieren 10.000 toneladas de 
trabajo para poner en órbita, a 800 millas de altura sobre la superficie de la 
Tierra, un módulo espacial de 15 toneladas. ¿Cuánto trabajo sería necesario 
para propulsarlo a distancia infinita de la Tierra? 


Solución: A primera vista puede parecer que se necesitaría una cantidad infinita 
de trabajo. Pero si eso fuera cierto sería imposible enviar cohetes al espacio 
exterior, Como esto se ha hecho, el trabajo exigido ha de ser finito. Puede calcu- 
larse de la siguiente manera. En la integral del Ejemplo 3 de la Sección 6.5, 
sustituimos el límite superior de integración, que allí era 4.800 millas, por ос, 
con lo que se obtiene 


® 240.000.000 
w= |" 200000, 
4 


2 
.000 X 
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lím 


boa 


| | 


x 4.000 


lím 


box 


240.000.000 > 240.000.000 
b 4.000 


= 60.000 toneladas-millas 
х 6,336 х 10'' libras-pies 


FIGURA 7.23 (Véase Figura 7.23.) 
El trabajo requerido para propulsar un módulo 
espacial hasta una distancia infinita de la Tierra А , А м ЭТК 
es aproximadamente 6.336 х 10" libras-pies. Integrales impropias con discontinuidades infinitas 


El segundo tipo básico de integrales impropias es el constituido por aquellas 
que contienen alguna discontinuidad infinita en o entre los límites de integración. 


DEFINICIÓN DE INTEGRALES IMPROPIAS СОМ DISCONTINUIDADES INFINITAS 


1. 51 fes continua en el intervalo la, b) y tiene una discontinuidad infinita 
сеп b, entonces 


b € 
| FG) ах= lím | К dx 


Si 7 es continua enel intervalo (a; b] y tiene. una discontinuidad infinita 
ей а, entonces 


x ыз 


[oa lím fa ло: а. 


3. Sifes continua en el intervalo [a, b] excepto i en n АГ сеп (ab), en el 
que f tiene una: discontinuidad infinita, entonces 


ES [so af fok 


“En los dos primeros casos, la integral 1 impropia converge si el límite 
existe y diverge en caso contrario. En el tercer caso, la integral impropia de 
la izquierda е 51 ш de las è integrales j impropias de la derecha 


3 diverge. 
1: d, 1) EJEMPLO 6 Una integral impropia con una discontinuidad infinita 
га 

х 

Calcular | 3F 

| е о </x 

| 2 
FIGURA 724 Solución: El integrando tiene una discontinuidad infinita en x = 0, como mues- 


El área de la región no acotada es 3/2. tra la Figura 7.24. Podemos calcular la integral así: 


ta 


La integral impropia 


^2 


-1 
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FIGURA 7.25 


| 
>; dx diverge. 
xX 
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1 2371 
xa dx= lím | 
0 e=0* | 2/3 | 
3 | 
= lím (1-62 
o zl ) 
_3 
2 


EJEMPLO 7 Una integral impropia divergente 


2 dx 
Calcular | = 


о ^ 


Solución: Сото el integrando tiene una discontinuidad infinita en х = 0, es- 


cribimos 
UE и еа а 1 | 
3=lím|-3| = lím (-+5]=0 
YA b>0o | 2х°|, ьэо'\ 8 2b 


Por tanto, concluimos que la integral impropia es divergente. 


EJEMPLO 8 (па integral impropia con una discontinuidad interior 


2 dx 
Calcular 25 


Solución: Esta integral es impropia porque el integrando tiene una discontinui- 
dad infinita en el punto interior x = 0 (véase Figura 7.25). Así pues, descompo- 
nemos la integral en dos. 


En el Ejemplo 7 hemos demostrado que la segunda integral es divergente. 
Por consiguiente, la integral impropia propuesta es también divergente. 


| Noa. Recuérdese que al estudiar si una integral es o no impropia hay que ver si tiene 
discontinuidad infinita en un punto terminal o en un punto interior del intervalo de 
integración. Por ejemplo, si no nos hubiéramos dado cuenta de que la integral del Ejem- 
plo 8 era impropia, hubiéramos llegado a un resultado incorrecto: 


A A FP IS ES) À 
— =) = == + = Evaluación incorrecta 
3 8 2 8 


La integral del próximo ejemplo es impropia por dos razones: uno de los 
límites de integración es infinito y además el integrando presenta una disconti- 
nuidad infinita en el límite superior de integración (véase Figura 7.26). 
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A 
У EGED 


и 


FIGURA 7.26 
El área de la región no acotada es 7. 


FIGURA 7.27 
La circunferencia tiene longitud 27. 
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EJEMPLO 9 Una integral doblemente impropia 


Xx dx 


Calcular = ———— 
| 0 х/х + 1) 


Solución: Para calcular esta integral la descomponemos en dos, eligiendo para 
ello un punto conveniente, digamos x = 1. 


dx 


| ах _ | dx А | 
o xat D) Jo fate D Jhi trad) 
1 
= lím 2 arctg vil + lím 2 arctg va] 
b>0* b coo 


мө ы, 


= п 


с 
1 


EJEMPLO 10 Una aplicación relativa a la longitud de arco 


Usando la fórmula para la longitud de arco, demostrar que la circunferencia del 
círculo x? + y? = 1 es 2л. 

Solución: Con el fin de simplificar la tarea, consideremos el cuarto de círculo 
dado рогу= 4/1 — x°, donde 0 < x < 1. La función y es derivable en todo x 
de ese intervalo excepto en x = 1. Por tanto, la longitud de arco del cuarto de 
círculo viene dada por la integral 


Esta integral es impropia porque su integrando presenta una discontinuidad 
infinita en x = 1. Así pues, tenemos 


b 
= т | arcsen х 
b=-1 о 
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Finalmente, multiplicando por 4 llegamos a la conclusción de que la cir- 
cunferencia del círculo es 4s = 2л. 


Cerramos esta sección con un interesante teorema que decide la convergen- 
cia о divergencia de una clase de integrales impropias muy común. Su demos- 
tración se deja como ejercicio (véase Ejercicio 35). 


UN TIPO ESPECIAL DE INTEGRALES IMPROPIAS 


ж diverge, si psio 


TEOREMA JS 


EJEMPLO 11 Aplicación a un sólido de revolución 


Se llama trompeta de Gabriel al sólido de revolución engendrado, al girar en 
torno al eje x, por la región no acotada comprendida entre la gráfica de f(x) = 1/x 
y el eje x (x > 1) (véase Figura 7.28). Probar que este sólido tiene volumen 
finito y área superficial infinita. 

PARA MÁS INFORMACIÓN 


Sobre sólidos de volumen finito y Solución: El método de los discos y el Teorema 7.5 permiten hallar 
área infinita, véase el artículo 


«Supersolids: Solids Having Finite £ (py 
Volume and Infinite Surfaces» de V=ñ x dx Teorema 7.5, p = 2 > | 
William P. Love en Mathematics a 
Teacher, enero 1989. a 1 
2-1 
= 


El área viene dada por 


1 
I + — dx 


| 
Xx х 


5 = 2л | i Ро) Т + O dx = 2л | 
1 


1 


Al ser 


FIGURA 7.28 
La trompeta de Gabriel tiene volumen finito y área infinita. 
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en el intervalo [1, сс), y la integral impropia 


| 
— dx 
CX 


divergente, concluimos que la integral impropia 


_ | + la 
– — dx 
Ет х* 


es asimismo divergente (véase Ejercicio 38). En consecuencia, el área es infinita. 


Ejercicios de la Sección 7.8 


En los Ejercicios 1-6, explicar por qué es impropia la integral 
y discutir si es convergente o divergente. Calcular las que 
sean convergentes. 


ra 


1 
1. | — dx 
ох 


п 


^ Redacción Еп los Ejercicios 7 y 8, explicar por qué es in- 


correcto el cálculo del valor de la integral. Usar integración 
en la calculadora para intentar hallar su valor. Discutir si la 
respuesta de la calculadora es correcta. 


1 1 РА 
7. | Gdx= —2 8. | е^ ах= 0 
1% 0 


En los Ejercicios 9-22, averiguar si la integral, con intervalo 
de integración infinito, es convergente o divergente. En caso 
de convergencia, calcular su valor. 


0 э. 
9. | хе ?* dx 10. | хе * dx 
ib ‹ 


) 

11. | арс 12. | a 
0 0 
X 1 [74] 

13. 3 dx 14, — dx 
p A Ту 

15. | е^ cos x dx 16. | | е“ sen bx dx, а> 0 
о 0 
га 1 „ a? 

17. 5 dx 18. 5—5 0 
КОШ е о (х + 1) 
fi 1 T. p~ 

19. - dx 20. - dx 
о ete” o l+e 

21. | cos лх dx 22. | sen - dx 
о о a 


En los Ejercicios 23-34, determinar si la integral es conver- 
gente. Si lo es, calcularla y comprobar el resultado usando 
integración en la calculadora. 


Ej 1] 
23. | — dx 24. | ~ dx 
o X yA 


Ejercicios de la Sección 7.8 


8 1 e 
25 dx 26 | In x dx 
0 5/8 = х o 
1 ni2 
27. | х1п x dx 28. | sec 0 d0 
0 o 
ni2 2 1 
29, | te 0 d0 30. = ах 
0 0 y4- y? 


4 1 2 1 
31. | —= dx 32. Gl 


z 1 1 
33, dx 34. | — dy 


En los Ejercicios 35 y 36, hallar todos los valores de p para 
los que la integral impropia converge. 


21 4 
35. | — dx 36. — dx 
р о ХР 


37. Probar por inducción que la integral siguiente converge 
para todo entero л > 0). 


б 
e? dx 
0 


38. Dadas dos funciones continuas f y g tales que 

0 < f(x) < gw en el interval [а, ос), demostrar que: 

а) Si | 2(х) dx converge, entonces | f(x) dx con- 
verge. 


b) Si | FG) dx diverge, entonces | | g(x) dx diverge. 


En los Ejercicios 39-48, usar los resultados de los Ejerci- 
cios 35-38 para decidir si la integral converge o no. 


a 11 
39, 3 dx 40. | = dx 
y“ 3/ 
о- 0 ./X 
| 
41. | — dx 42. | e х dx 
К 
do о 
4 1 
44. | Бате ах 
2 аул 1 
$ 1 
46. | = ах 
1 Ххх + 1) 


А А Y: ] 
47. | е“ dx 48. | CRT dx 
0 2 yx in x 
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Transformadas de Laplace Sea f(£) una función definida 
para todo / positivo. Su transformada de Laplace se define 
como 


F(s) = | | е“ үа 
0 


si la integral impropia existe. Las transformadas de Laplace 
se utilizan para resolver ecuaciones diferenciales. En los 
Ejercicios 49-56, hallar la transformada de Laplace de la 
función. 


49. Р) = 1 50. (б=т 
51. Рд = г 52. р) = е“ 
53. f( = cos at 54. (1) = sen at 
55. fÐ = сһаг 56. f(t) = sh at 


Área y volumen Еп los Ejercicios 57 y 58, consideremos 
la región que satisface las desigualdades. Calcular a) su área, 
b) el volumen del sólido que genera al girar en torno al eje 
х, y с) el volumen del sólido que genera al girar en torno 
al eje y. 


57. у<е,у>®0б,х>0 58. y<l?.y>0x>1 


59. Longitud de arco Dibujar un esbozo de la hipocicloi- 
de de cuatro cúspides 


х2 + y 1 


y calcular su perímetro. 


60. Área de una superficie Calcular el área del toro en- 
gendrado al hacer girar, en torno al eje y, la región aco- 
tada por (x — 2)? + y? = 1 


61. La función gamma La función gamma T (7) se defi- 
ne como 


Pt) = | le dry n> 0 
0 


a) Calcular Г(1), ГО), y FG). 

b) Probar, integrando por partes, que Г(л + 1)=пГ(л). 

c) Expresar Г(п) en términos de la notación factorial, 
para n entero positivo. 


62. Trabajo Se lanza al espacio exterior, desde la super- 
ficie terrestre, un cohete de 5 toneladas. 
a) ¿Cuánto trabajo requiere vencer la gravedad te- 
rrestre? 
b) ¿Cuánto ha recorrido el cohete en el momento en 
que se ha realizado la mitad de ese trabajo? 
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Probabilidad Una función f se dice que es una función de 
densidad de probabilidad si es no negativa y además 


| Fw) dr=1 


La probabilidad de que x esté entre a y b viene dada, en tal 
caso, por 


b 


Pla < x < Б) = | Fo dt 


а 


El valor esperado de x es 
E) = | а) dt 


En los Ejercicios 63 y 64, a) probar que la función dada 
es una función de densidad de probabilidad, b) calcular 
PO < x < 4), ус) hallar E(x). 


ls Do 1>0 
63. = i 

0, t< 0 

Кш 130 
64. ro- 5 

0, 1< 0 


Coste capitalizado En los Ejercicios 65 y 66 calcular el 
coste capitalizado С de una posesión а) enn = 5 años, b) en 
п = 10 años, у с) a perpetuidad. El coste C viene dado рог 


С=С + | cane" dt 


о 


donde C, es la inversión original, т el tiempo en años, r la 
tasa de interés anual compuesto continuamente, y c(£) el cos- 
te anual de mantenimiento. 


65. С, = $650.000 
c(t) = $25.000 
ғ = 0,06 


66. С, = 8650.000 
c(t) = $25.000(1 + 0,081) 
r = 0,06 


67. Electromagnetismo Calcular el valor de la siguiente 
integral, utilizada en la teoría electromagnética. 


z 1 
P=k dx 
| (а? y 
68. Redacción 


a) Las integrales impropias 


| © 1 
— dx 
q X 
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son, respectivamente, divergente y convergente. 
Describir qué diferencia esencial entre sus inte- 
grandos provoca ese distinto comportamiento. 

b) Dibujar la gráfica de la función y = (sen x)/x en el 
intervalo (1, со). Con los conocimientos sobre in- 
tegrales definidas de que dispone, explique razo- 
nadamente por qué cree que la integral 


es convergente o divergente, según su parecer. 
с) Integrando por partes repetidamente en la integral 
del apartado b), analizar si converge o diverge. 


Y у?" 1 
69. Seal, = ————— | 
п | (x? + D” +3 


n= 1 
Probar que /, = ( ). +7 
п + 2 


y calcular, a continuación: 
F š 
a) a AA dx 
o (К^ +1) 
х. 3 
b) сы ым ах 
o (х2 + 1)” 


х х? 
: == d 
©) | (x? + 1) _ 


бә 70, Probabilidad normal Еп 1992 la altura media de los 


varones en EE.UU., con edades comprendidas entre 18 
y 24 años, era de 70 pulgadas con una desviación típica 
de 3 pulgadas. Si se toma al azar un varón en esa franja 
de edad, la probabilidad de que mida 6 pies de altura o 
más viene dada por 


© 1 | 
Р(72 < х < о) = | ON dy 
72 3,/2x 


Utilice la calculadora para 

a) Representar la función del integrando y conven- 
cerse de que el área entre el integrando y el eje 
хез 1. 

b) Estimar Р(72 <x < 00). 

c) Aproximar 0,5 -P(70 < x < 72). Explicar, utili- 
zando la gráfica del apartado a) por qué este resul- 
tado coincide con el de b). 


¿Verdadero o falso? En los Ejercicios 71-74, averiguar si 
la afirmación es correcta. Si no lo es, explicar por qué o dar 
un ejemplo que confirme su falsedad. 


Ejercicios de repaso del Capítulo 7 


71. Sifes continua en [0, ос) y ШШ: f(x) = 0, entonces 


Té Fœ dx es convergente. 
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73. Sif’ es continua en [0 


[0 Ро) dx =—F(0). 


‚ 00) y lfm f(x) = 0, entonces 


72. Si fes continua en [0, ос) y {6 Ло) dx diverge, enton- 74. Sila gráfica de fes simétrica respecto del origen o res- 
ces lím fx) 40 pecto del eje y, entonces {6 Р(х) dx converge si y sólo 
С si f£ f(x) dx converge. 
Ejercicios de repaso del Capítulo 7 
En los Ejercicios 1 y 2, hallar la integral utilizando integra- 19. Зх? + ыу 9 
ción por partes. (х2 + ға и 20. ЕС dx 
sen 0 


1. [e sen 3x dx 


2. Гог = l)e” dx 


En los Ejercicios 3-6, hallar la integral trigonométrica dada. 


4. | _ dx 
2 


6. E 0 sec* 0 40 


3. Е = 1) 4х 


х 
5. 5 — dx 
2 


En los Ejercicios 7 y 8, hallar la integral mediante sustitu- 
ción trigonométrica. 


ЕУ) 
f3 = 9 
8. p= dx, x> 3 
х 


En los Ejercicios 9 у 10, hallar la integral utilizando descom- 
posición en fracciones simples. 


х? + 2х 4х - 2 
9. ——— dx 10. ~ dx 
| З(х — 1)? 


En los Ejercicios 11-36, hallar la integral. 


ii Edi д8, dx, x> 
Ја? + 2x- 15 A 
f 1 

B. | — di 14. 2 sen 2x dx 
Jl- sen 0 

_ [1а (2х) Е 

15. — dx 16. 2x,/2x — 3 dx 
y х7 
f sec? 0 

17. A-r = х? dx 18. а0 
J tg tg 0 üg 0-1) (tg 0- 1) 


1+2 cos? 0 


21. = T 22. 
a 


23. с 24. de 
+ 4х + 8 - 4х + 8 
25. fo sen l cos 0 40 26. и ас a dx 
yx 
27. 5 0 + cos 0)? 40 


28. cos 20 (sen 0 + cos 0)? d0 


29. Vl + Л + cos хах 30. E Лх? = Тах 


i хі + 202 txl 
31. cos x In (sen х) dx 32. — 5 dix 


(х2 + 1)? 


33 х агсѕеп 2х dx 


34. fe arctg e? dx 


pa 


. TA 
35. Ip ХМ? dx 36. y 1 + ES dx 


En los Ejercicios 37-46, usar integración simbólica para ha- 
llar la primitiva que pasa por el punto indicado. Representar 
la primitiva obtenida. 


Integral Punto 
yt 

37. —= dx (2, 4) 

(х = IP 
Ax? — | 

38. > dx (1, 0) 
(2х)(х + 2х + 1) 

39 бх? — 3x + 14 y (3.2) 

E lx 3, 

C- + 40 8 
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Integral Punto 
Ка = 6х2 +x-4 
40. ЕЕ ах (4, 1) 
1-х 
4. |һр-—  ——— 40 (1,1) 
2 — 3 еп 0 
42. 40 (л, 2) 
sec 0—1р ec 0—12 0 
43. do 0,0 
Еа А 
44. ———— dll) (0, 0) 
2 2 cos 0 
sen 0 
45. - de (0, 0) 
3-2c0s 0 
sen 0 
46. — di (0, 1) 
1 + sen 0 


En los Ejercicios 47-50, resolver la ecuación diferencial. 


dy 9 dy 4 - y? 
47. — = -= 48. — = > 
dx x -9 dx 2x 
49, у= а (х2 + х) 50. y =/I — cos 0 


En los Ejercicios 51-54, hallar la integral por el método que 
se especifica. 


а) Sustitución trigonométrica 
by Sustitución: x = 2/u 


| 
52. -= dx 
© xy/4 + х? 


a) Sustitución trigonométrica 
b) Sustitución: u? = 4 + x? 


х? 
| — dx 
YA + a? 


a) Sustitución trigonométrica 
b) Sustitución: и? = 4 х? 


с) Integración por partes: dv = (х/4/4 + х?) dx 


щл 
> 


54. | ое 


а) Sustitución trigonométrica 
b) Sustitución: u? = 4 +x 
c) Sustitución: u = 4 +x 


d) Integración por partes: de = /4 + x dx 


Técnicas de integración, regla de L'Hôpital e integrales impropias 


® En los Ejercicios 55-60, calcular la integral definida y verifi- 


car el resultado usando integración en la calculadora. 


VS 1 
55. | x? -42 de 56 | у= Ал 225850805: 7 
2 о (х = 2) — 4) 


аа х О 
57. —— dx 58. хе?“ dx 
1 * o 
л 3 de 
59, | x sen x dx 60. | E dx 
0 о yl +x 


Área En los Ejercicios 61 y 62, calcular el área de la región 
acotada por las gráficas de las ecuaciones. 
61. y= х\/4 —х, y=0 


1 
62. у=——— 


En los Ejercicios 63 y 64, localizar el centroide de la región 
acotada por las gráficas de las ecuaciones. 

63. ys yl- х. у= 0 

64. (х – 2 + y? = 15, (х ~ 4)? + y? =4 

En los Ejercicios 65 y 66, calcular la integral definida con 


dos cifras decimales exactas. ¿Cuáles requieren un método 
numérico o una calculadora para su evaluación? 


1 1 

65. a) | er dx b) | хе* dx 
o o 
1 П 

с) | хе“ dx d) | ах 

o 0 
ni2 ni2 

66. a) | cos х dx b) | cos? x dx 
ө [94 


п/2 ni2 
УЭ 
с) | cos x? dx d) | cos q/x dx 
Q 0 


Longitud de arco En los Ejercicios 67 y 68, aproximar con 
dos cifras decimales la longitud de arco de la curva en el 
intervalo que se indica. 


Función Intervalo 
67. y=senx [0, л] 
68. у= ѕеп? х [0, л] 


En los Ejercicios 69-76, calcular el límite aplicando la regla 
de L"Hópital. 


69. 


71. 


73. 


75. 


Ejercicios de repaso del Capítulo 7 


Un x)? SEN лх 

lím 70. lím ———— 

хэ | x>0 sen 2лх 
e? А 

lím 72. йт хет 

ОХ: С AT Ат; 

lím (Un x)? 74. lím (х= Dm 

жеу а 2 ЧЫ 


хә 


0,09 ү" 
lím 1.000{1+——} 76. 
п 


En los Ejercicios 77-80, analizar si es convergente la integral 
impropia y calcular las que lo sean. 


77. 


79. 


81. 


82. 


' 83. 


16 1 
— dx 
añ 
о \/ Х 
j 
A 
хіп x dx 
1 


Valor presente El consejo de administración de una 
empresa está calculando el precio a pagar por un nego- 
cio que se estima producirá un flujo continuo de bene- 
ficios de $500.000 anuales. Si el dinero produce un 
5 por 100 anual compuesto continuamente, ¿cuál es el 
valor presente de ese negocio 

a) en 20 años? 

b) a perpetuidad? 

(Nota: El valor presente para 1 años es 


Ч 6 
78. 
ox 1 


lo 
f 500.000e 7 0:05 dr.) 
( 


J 


Volumen Calcular el volumen del sólido generado 
por la región acotada por las gráficas de y = xe ~“, y=0 
y x=0, al girar en torno al eje x. 


Probabilidad La longitud media de varias especies 

de pájaros de la familia Parulidae en el este de los 

EE.UU. está distribuida normalmente, con buena apro- 

ximación, con una media de 12,9 cm y una desviación 

media de 0,95 cm (véase figura). La probabilidad de 

que uno de ellos, clegido al azar, mida entre a ybcmes 
1 b 


H(a12,9)%210.95)? 
ет“ 12,9)7:200.95} ах 


Р(а< х < Б) = 


0,95 2r Ja 


Estimar con la calculadora la probabilidad de que uno 
de esos pájaros, escogido al azar, mida а) 13 cm o más, 
b) 15 сто más. (Fuente: Peterson's Field Guide: Eas- 
tern Birds.) 
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84. Usando la desigualdad 
1 1 1 1 1 l 2 
ST ytt E т узш р " yio ЕР 
рага х > 2, aproximar | a dx 
85. Verificar la fórmula de reducción 
fo х)" dx = x(lnxY -n | "7! dy 
86. Verificar la fórmula de reducción 


1 
[еа 
n= 1 


¿Verdadero o falso? Еп los Ejercicios 87-90, averiguar si 
la afirmación es correcta. Si no lo es, explicar la razón o 
exhibir un ejemplo que muestre su falsedad. 


In x? А 
87. dx= | udu, u=Inx 
x 


88. Siu=/3x + І, entonces dx = м2 du 
1 1 

89, | ax? — Fac | x/l — хах 
-1 1 


| 
90. — dx converge si p > 1 
р А? 


а" [е хах 


91. Probar que 


1 1 Lx 1 
5 dt = 5 dx 
и РТ” 1 L+t 


х 


calculando cada una de las integrales y utilizando después la 
identidad 


lor 
arctg x + arctg -=-»x>0 
x 2 


MOTIVACIÓN DEL CAPÍTULO 


se aprecia en ur 
helecho. Ala 
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El copo de nieve de Koch: ¿perímetro infinito? 


¿Por qué se suele decir que la Geometría es «fría» y «áspera»? En parte, por su inca- 
pacidad para describir la forma de una nube, de una montaña, de una costa o de un 
árbol. Las nubes no son esferas, las montañas no son conos, las costas no son círculos, 
la corteza de un árbol no es suave, пі la luz viaja en línea recta ... No es уа que la 
Naturaleza exhiba un grado mayor de complejidad, sino que presenta un nivel comple- 
tamente diferente de complejidad. 

Benoit Mandelbrot (1924-) 


Con el propósito de crear una geometría capaz de describir la Naturaleza, 
Mandelbrot desarrolló la geometría fractal. Los conjuntos fractales aparecen 
bajo formas diversas. Algunos son curvas, otros son «polvo» inconexo e inclu- 
so otros presentan formas tan extrañas que no hay términos geométricos clási- 
cos para describirlos. 

Uno de los fractales «clásicos» es el copo de nieve de Koch, llamado así en 
honor del matemático sueco Helge von Koch (1870-1924). Es clasificado a 
veces como una «línea de costa», a causa de la creciente complejidad que 
exhibe una línea costera bajo ampliaciones sucesivas. Para describir el copo de 
nieve de Koch, Mandelbrot acuñó el término teragon, que traslada del griego el 
significado de «curva monstruosa». 

La construcción del copo de nieve de Koch comienza con un triángulo 
equilátero de lado 1. En una primera iteración, se añade en el tercio central de 
cada uno de sus lados un triángulo equilátero de lado 1/3. En la segunda itera- 
ción se añade un triángulo equilátero de lado 1/9 en el tercio central de cada 
uno de los lados anteriores, y así sucesivamente hasta el infinito. (Véase figura 
en la página siguiente.) 


Ziti 


CUESTIONES 


1. Escribir una fórmula que describa la longitud de los lados de los triángulos 
que se añaden en la n-ésima iteración. 


2. Elaborar una tabla con las longitudes del triángulo inicial y de las tres 
primeras iteraciones del teragon (figura adjunta). Escribir una fórmula 
para el perímetro del teragon tras n iteraciones. ¿Qué espera que ocurra 
con el perímetro cuando л tienda a infinito? 


3. Construya una tabla con las áreas del teragon en las primeras cuatro itera- 
ciones. Escriba una fórmula para el área del teragon tras n iteraciones. 
¿Qué espera que suceda con el área cuando n tienda a infinito? 


4. ¿Es posible que una región plana cerrada y acotada tenga área finita y 
perímetro infinito? Explique su respuesta. 
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CONTENIDO 

Sucesiones 

Límite de una sucesión 

Reconocimiento de pautas en las sucesiones 
Sucesiones monótonas y sucesiones acotadas 


EXPLORACIÓN 


Buscando pautas Describir 
una pauta para cada ипа de las 
sucesiones Siguientes y usarlas 
para escribir una fórmula: para 
el término n-ésimo de cada su- 
cesión. Cuando n crece, ¿pare- 
cen tender los términos hacia un 
límite? Explique el argumento. 


Lira 
а) Í, = = meee 
24 8 16 
111 Я 
Ba кт EN 
2'6 24 120 
; 10 10 10 10 
S 1018. 
14 9 16 25 
аа 
4 9 16 25 36 
35791 
e) 


7 10 13 16.19 
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8.1 
Sucesiones 


Sucesiones 


En Matemáticas, la palabra «sucesión» se usa en un sentido muy parecido al 
del lenguaje usual. Decir que una colección de objetos o de sucesos está en 
sucesión significa que están ordenados de modo que alguno de ellos se identifi- 
ca como el primero, otro como el segundo, etc. 

Matemáticamente, una sucesión se define como una función cuyo dominio 
lo constituyen los números enteros positivos. Aunque una sucesión es una fun- 
ción, suelen denotarse las sucesiones mediante una notación de subíndices en 
lugar de con la notación habitual de las funciones. 


lo 2 Зе A кеу ол, 
| l { 1 l Sucesión 


Ay da ау üp сз, аһ 


Al 1 le corresponde a |, al 2 le corresponde a, y así sucesivamente. Los núme- 
TOS ау, а», аз, 5 y»... SON los términos de la sucesión. El número а, es el 


término n-ésimo (o término general) de la sucesión y la sucesión completa se 
denota por (a,,). 


| Nota. Ocasionalmente conviene comenzar una sucesión рог do, de mancra que sus 
términos sean 


lo lp ау аз тарт 


EJEMPLO 1 Listado de los términos de una sucesión 


а) Los términos de la sucesión (a,) = {3 + (—1)"} son 


3+(—1)!,3+(—1)?,3 +(—1)?°,3+(—1)%, +. 
2,4,2,4, -- 
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123456 M 


FIGURA 8.1 
Para п > M los términos de la sucesión 
distan de L menos de e unidades. 
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2 
b) Los términos de la sucesión [b,) = А £ | son 
+n 


PET D ае 
1 1+2 1+314+4 


Límite de una sucesión 


El principal interés de este capítulo se centra en sucesiones cuyos términos 
y 

tienden a un valor límite. Tales sucesiones se llaman convergentes. Por ejem- 

plo, la sucesión (1/2*) 


ІТТ 


2 4 8 16 32 


converge a 0, de acuerdo con la siguiente definición. 


DEFINICIÓN DEL LÍMITE DE UNA SUCESIÓN 


Sea L un número real. Se dice que L es el límite de una sucesión {a}, lo 
cual se denota... | 


o olmas L 


RO 


si para cada в > O existe un М > 0 tal que а, = L| <e siempre que n >M. Las 
«sucesiones que tienen límite se llaman convergentes y las demás diver- 
gentes. ~ o ; 


Gráficamente, esta definición dice que finalmente (para n > M) los térmi- 
nos de una sucesión que converge a L estarán en la franja comprendida entre 
las rectas y = L + ве у = L — e (véase Figura 8.1). 

Si una sucesión {а„} coincide con una función fen todo entero positivo, y 
si f(x) tiende a un límite L cuando x > ос, la sucesión debe converger al 
mismo límite L. 
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TEOREMA 81 
“Sea f una función de una variable real tal que 
Ит f 0) =L 
ADO 
Si es una sucesión tal que f(n1) = a, para todo entero positivo л, entonces 
к o Km a, =L 
HO 8 
EJEMPLO 2 Cálculo del límite de una sucesión 
PEE p И" гү 
Hallar el límite de la sucesión cuyo término general es а, = (1 + – |. 
n 
Solución: Por el Teorema 5.15 sabemos que 
5 y 
lím | 1+-] =e 
х о X 
Por tanto, del Teorema 8.1 se deduce que 
y К 1 н 
lím а, = lím(1+-)] =e 
нэ о пЭ ш п 
Las siguientes propiedades de los límites de sucesiones imitan las expues- 
tas para los límites de funciones de una variable real en la página 216. 


TEOREMA 82. 


o L Im(a,=b)=L=K 2. límca,=cL,  cescualquier número real 


oo 


3. т (ар) К 4 lm 
A е 


EJEMPLO 3 Análisis de la convergencia 


a) Сото la sucesión {а„} = [3 + (-1)”) tiene términos 


2, 4,2,4, 


Sección 8.1 


tente representar los 20 pri- 

meros términos de la suce- 

sión del Ejemplo 4 para 
poder apreciar que la suce- 

sión converge а 0, 
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que alternan valores 2 y 4, el límite 


lím a, 


MOS OO 


no existe. Por tanto, la sucesión es divergente. 


b) Рага {b,} = L se > | podemos dividir numerador y denominador por n 
– 2n 


para obtener 


Я п P 1 1 
lím = lím -——— =-- 
n>00 1 = 2п пэ 20 (1/п) т 2 2 


ЖШ ; 1 
lo cual implica que la sucesión converge a =3 


EJEMPLO 4 Análisis de la convergencia usando la regla de L'Hópital 


Probar que la sucesión de término general es convergente. a, = 
2” — 1 


Solución: Consideremos la función de una variable real 
y? 
2% — 1 


Ho = 


Aplicando la regla de L’Hôpital dos veces se ve que 


2 2 2 
а A i —=0 
x=% 2% — ] x>0 (а 292% хә» (In 2):27 


Сото f(n) = а, рага todo entero positivo п, el Teorema 8.2 nos lleva а 
concluir que 


E n 
lím =0 
п КЕ 


Así pues, la sucesión converge а 0). 


Para simplificar algunas de las fórmulas desarrolladas en este capítulo, usa- 
remos el símbolo n! (se lee «n factorial»). Si n es un entero positivo, se define n 
factorial (o el factorial de n) como 


n=1:2:3:4--(n-bD:n 


Cero factorial se define como 0! = 1. Vemos en esta definición que l!=1, 
21=1:2=2,3!=1:2:3=6, y así sucesivamente. Los factoriales obedecen las 
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mismas reglas operacionales que los exponentes. Esto es, así como 2? у (2х)? 
implican distintos Órdenes en las operaciones, 2л! у (2л)! significan 


2п\ =n) = 21 :2:3:4 --- п) 


Qmi=1:2:3:4--n:(n+1)--2n 


Otro resultado interesante sobre límites que admite traducción en términos 
de sucesiones es el teorema del encaje de la Sección 1.3. 


TEOREMA 8.3 


TEOREMA DEL ENCAJE PARA SUCESIONES 
Si 


lím a, = L= lím b, 


п=% 00 n>0 
y existe un entero N tal que a, < с, < Ё, para todo n > N, entonces 


lím с, = 2 


R-=>00 


EJEMPLO 5 Aplicación del teorema del encaje 


l 
Probar que la sucesión {c ,} = (or a converge y hallar su límite. 
п! 


Solución: Para aplicar el teorema del encaje hemos de encontrar dos sucesiones 
convergentes relacionadas de forma sencilla con la dada. Dos posibilidades 


son a, = 1/2" y Б, = 1/2”, ambas convergentes а 0. Comparando п! con 2" 
vemos que 
n=1:2:3:4:5:6--n=24:5:6--n (п > 4) 
——„——7 


п — 4 factores 


зш дд кд ОО дшш б 2272 (n > 4) 
¡IP 


n = 4 factores 


Esto implica que рага п > 4, 2" < n!, luego 
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FIGURA 8.2 
Paran > 4, (П)? está encajado entre -1/2" y 1/2". 


і Nota. El Ejemplo 5 sugiere algo 
acerca del ritmo de crecimiento de 
n! cuando n > œ. En la Figura 8.2 
se aprecia que tanto 1/2" como 1/n! 
tienden a cero cuando п > ос. Sin 
embargo, 1/n! tiende hacia О mucho 
más deprisa que 1/2”: 


l/n! 2" 
lím „= Ит —=0 


пэл / п» х n! 


De hecho, se puede demostrar que 
para cualquier número fijado k, es 


ke 
lm —=0 


пә ml 


Esto significa que la función facto- 
rial crece más rápidamente que to- 
das las funciones exponenciales. 
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сото se muestra en la Figura 8.2. Por tanto, el teorema del encaje asegura que 


1 
lím (—1)”— = 0 
п! 


пэ) 


En el Ejemplo 5, la sucesión (с, } tiene términos positivos y negativos. Рага 
esta sucesión sucede que también tiende a cero la sucesión (|c,]] de valores 
absolutos. Podemos demostrar que es así usando el teorema el encaje y la desi- 
gualdad 


En tales casos, es conveniente considerar la sucesión de los valores absolutos y 
aplicar el Teorema 8.4, según el cual si la sucesión de valores absolutos con- 
verge a cero, la sucesión con signos original también converge a 0. 


"TEOREMA 8:4: TEOREMA DEL VALOR ABSOLUTO 


Dada una sucesión (a,), si. 


entonces lím a, =0 


по) 


lím ја, =0 


Demostración: Consideremos las dos sucesiones {а} y [(—la,l]. Como ambas 
convergen a cero y 


concluimos del teorema del encaje que {а„} converge a 0. 


Reconocimiento de pautas en las sucesiones 


А veces, los términos de una sucesión se generan por medio de alguna regla 
que no identifica explícitamente el término general. En esos casos, puede ser 
necesario descubrir un cierto esquema, una pauta que permita describir el tér- 
mino general, Una vez especificado el término general, ya se podrá investigar 
la convergencia o divergencia de la sucesión. 


EJEMPLO 6 Cálculo del término general de una sucesión 


Hallar una sucesión fa, ) cuyos cinco primeros términos sean 


peih 


7 


8 16 32 
5 


ol 


y determinar, a continuación, si la sucesión particular construida es convergente. 
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Solución: En primer lugar observamos que los numeradores son potencias suce- 
sivas de 2 y los denominadores forman la sucesión de los enteros impares 
positivos. Comparando а„ con n, tenemos el siguiente esquema 


21 92 93 24 25 2п 
1 3 57 9 "2n — 1 


Usando la regla de 1? Нӧріќа! para calcular el límite de f(x) = 2/Qx — 1), 
obtenemos 


2% 2*(In 2) 2" 
lí = lí = 00 ED lm = = 00 
Ба 2х — 1 у 2 ны 2п — 1 


En consecuencia, la sucesión es divergente. 


Sin una regla específica para generar los términos de una sucesión o algún 
conocimiento del contexto del que provienen, no es posible averiguar si la 
sucesión es convergente o no, a la vista de sólo unos cuantos primeros térmi- 
nos. Así, aunque los tres primeros términos de las sucesiones siguientes son 
iguales, las dos primeras convergen a 0, la tercera converge a 1/9 y la cuarta 
diverge. 


1111 1 
{а}: Es Os 
24816 2 
1111 6 
{Б}: > > > A 3 e ess 
24815 "(Mai D и + 6) 
ТРИЕ n 3 +3 
ааа l On? — 25n + 18° 
111 -n(n + Dn - 4) 
Wi as 5 АИТ 
248 6n? + Зп — 2) 


El proceso de determinar un n-ésimo término mediante una pauta observada en 
los primeros términos es un ejemplo de razonamiento inductivo. 


EJEMPLO 7 Cálculo del n-ésimo término de una sucesión 


Determinar un n-ésimo término para una sucesión cuyos cinco primeros térmi- 
nos son 


28 26 80 242 
12 624 120 


y decidir entonces si la sucesión construida es convergente. 


Solución: Nótese que los numeradores son 3” — 1. Factorizando los denomina- 
dores se obtiene 
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1=1 
2=1-2 
6=1-2:3 
24=1:2:3.4 
120=1:2:3:4:5 


Esto sugiere que los denominadores vienen dados por n! Finalmente, como los 
signos son alternados, escribimos el término n-ésimo como 


И 3" =, 1 
a, = El) т 


De la discusión sobre el crecimiento de n! se sigue que 


=0 


А 139-1] 
lím |0, = lím 


п о И: 
Aplicando el Teorema 8.4 se Пера а la conclusión de que 


lím a, = 0 


п 2% 


Así pues, la sucesión (a,) converge a 0. 


Sucesiones monótonas y sucesiones acotadas 


Hasta ahora hemos decidido la convergencia de una sucesión calculando su 
límite. Ahora bien, incluso cuando no se sabe hallar el límite, sigue siendo 
Importante conocer si la sucesión es convergente o divergente. El Teorema 8.5 
proporciona un criterio que permite averiguar si la sucesión converge, sin ne- 
cesidad de tener que hallar el límite. Antes, enunciamos algunas definiciones. 


N DE SUCESIONES MONÓTONAS 


- Una sucesión { а„} es monótona si sus términos son no decrecientes 


са &а,<ауж <a < 


опо crecientes 


EJEMPLO 8 Investigando si una sucesión es monótona 


Averiguar si las sucesiones cuyos términos generales se indican son monó- 
tonas. 


2 
2n п“ 


= 3 + (1) b) р = 
а) а, (=1) ) PERGA ‹ 5% ТЇ 
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Е ta) = BED 


„ә 
ЖЕ 


1 2 


а) No es monótona 


ә 


> 
| e ar бе Б b; 
bi 
| = 
1 2 3 4 
b} Monótona 
1, 
4 
3 
e 
len = E ) 
2 
-2m 
1 e с с Шы 
c Cy 
Е de y 
1 2 3 4 
с) No es monótona 
FIGURA 8.3 


| Nota Las tres sucesiones que se 
ilustran en la Figura 8.3 son acota- 
das. Para verificarlo, basta darse 
cuenta de que 


IN АЛА 
Win È 


Series 


Solución: 
a) Esta sucesión alterna entre 2 y 4, luego no es monótona 
b) Esta sucesión es monótona, ya que cada término es mayor que el anterior. 
En efecto, comparemos los términos Б, y b, 1. [Nótese que, al ser п posi- 
tivo, podemos multiplicar ambos miembros de la desigualdad por (1 + n) у 
(2 + n) sin invertir el signo de la desigualdad.] 
_ 2 Z An +1) _ 
len la+) 
o 
222 + п) < (1 +10n + 2) 
o 
4n + 2n? < 2 + 4n + 2n? 


0<2 


b 


n n+1 


Partiendo de la desigualdad final, que es válida, podemos invertir los pasos 
de este argumento para concluir que la desigualdad original era correcta. 

c) Esta sucesión no es monótona, porque el segundo término es mayor que el 
primero y el tercero. (Nótese que si se suprimiera el primer término, la 
sucesión resultante ya sería monótona.) 


La Figura 8.3 ilustra esas tres sucesiones. 


| Nota. En el Ejemplo 8b, otra forma de ver que la sucesión es monótona consiste en 
| 

argumentar que la derivada de la correspondiente función derivable f(x) = 2x/(1 + x) es 
positiva para todo x. Eso implica que f es creciente, luego también {а„} es creciente. 


DEFINICIÓN DE SUCESIONES ACOTADAS 


1... Una sucesión (a,) es acotada superiormente si existe un número real 
M tal que a, < М para todo п. El número М es una cota superior de la 
sucesión... ; 25 

2. Una sucesión (a,) es acotada inferiormente si existe un número real 
N tal que N < a, para todo n. El número N es una cota inferior de la 
sucesión, с. 

3. Una sucesión (a,) es acotada si es acotada superiormente e inferior- 

теше. и 


El sistema de los números reales es completo. Esta importante propiedad sig- 
nifica, en términos coloquiales, que no hay huecos en la recta real. (El conjunto 
de los racionales no es completo.) El carácter completo de los números reales 
permite asegurar que si una sucesión tiene una cota superior, debe tener песс- 
sariamente una cota superior mínima (una cota superior que es menor que 
todas las demás cotas superiores de esa sucesión). Por ejemplo, la cota superior 
mínima de la sucesión {а„} = (n/(n + 1)) 


234 n 
2345 


п +] 


es 1. En la demostración del próximo teorema utilizamos el carácter completo 
de los números reales. 
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Ejercicios de la Sección 8,1 


SUCESIONES MONÓTONAS ACOTADAS 


TEOREMA 8.5 
Si una sucesión (a,) es monótona y acotada, entonces es convergente, 
а, Demostración: Supongamos que la sucesión es no decreciente, como muestra la 
4 Figura 8.4. Con el fin de simplificar, suponemos además que todos sus térmi- 
nos son positivos. Por ser acotada la sucesión, debe existir una cota superior M 
3+ tal que 
LO RRA ЫА н Аш ыш, a 
2 .” e 45 
а 7 а i a Sd)¿S 43% Sla SSM 
“od 
j > 
uj а 5а ар 1 М К А Раб 
Рог el carácter completo de los reales, existe una cota superior mínima L 
а $ y 
ШИК А AATA 55 tal que 
FIGURA 8.4 


Toda sucesión acotada no decreciente converge. 


Dado ¿> 0, es /,— є < L, luego L — e no puede ser cota superior de la sucesión. 
En consecuencia, al menos un término de {а„} es mayor que L ~ e. Es decir, 
1,— € < ay para algún entero positivo №. Como los términos son no decrecientes, 
es ау < a, para todo п > М. Ahora sabemos que L- £< ay <a, <L<L+e 
para todo n > N. Se sigue que ја, — L| < є para n > №, lo cual significa, por 
definición, que (a, } converge a L. La demostración para una sucesión по cre- 
ciente es análoga. 


EJEMPLO 9 Sucesiones monótonas acotadas 


a) La sucesión (a,) es monótona y también acotada, luego, por el Teore- 
ma 8.5, convergente. 
b) La sucesión divergente [b,) = (n?/(n + 1)) es monótona, pero no acotada. 
(Es acotada sólo inferiormente.) 
с) La sucesión divergente [c,) = ((-1)"] es acotada, pero no monótona. 
Ejercicios de la Sección 8.1 
En los Ejercicios 1-8, escribir los cinco primeros términos de 7 Э? _ 3! 
la sucesión. a В (и = 1)! 
L a 22" 2 a = n En los Ejercicios 9-12, escribir los cinco primeros términos 
"” n+] de la sucesión definida por recurrencia. 
3 1? 4 пл k+l 
NES es A 9. a=3,4,, =2%a,-1) 10. а-а (a 
Eye + 1)/2 1 1 | 
Эйн Б ын 6: Е п. n= 12. а1=6,4,+1==ай 


Z 
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En los Ejercicios 13-16, asociar a cada sucesión la gráfica 
que le corresponde. 


a) a, b) a, 
å 4 
4 Poo... 1. *°* 
6 А 8 -- е е 
4-0 о Ы 
е 
2 К: " 
© Ld 
AE EN Же a 2 n Yee ы A 
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 
с а, d a, 
) { ) 
4те 470 
3 з 
| Ф 
2 е 2 - . 
е 
o 
° 1 ооо» 


е 
ЕЧ Lo... n 
2 4 6 8 10 


ie id 


2 4 6 8 10 


| 
+ + 
| 
1 
! 
i 


13. a = —— 14. а, = 
15. а, = 40,57" 16. а, = — 


En los Ejercicios 17-22, representar еп la calculadora los pri- 
meros diez términos de la sucesión. 


2 
17. а„=-п 18. a, =2-- 
3 п 
19. а, = 16(—0,5)" 1 20. а„=8(0,75)" 
2п 3n? 
21. а, = 22. а, = 
n+l п? +1 


En los Ejercicios 23-26, escribir los dos téminos que parecen 
seguir a los indicados. Describir la pauta observada. 


7 9 
23. 2,5,8, 11, = 24. -»4,>,5,-+-* 
2 2 
33 3 
25. 3, --. -. =>... 26. 5, 10, 20, 40, --- 
24 8 
En los Ejercicios 27-32, simplificar el cociente de factoriales. 
10! 251 
27. — 28. — 
8! 23! 
n + 1)! n + 2)! 
(т + 1) о, Lar 


n! n! 


(2n — 1)! 


(2п + 2)! 
On + 1) 


(21)! 


Еп los Ejercicios 33-46, dar una expresión para el término 
n-ésimo de la sucesión. (Hay más de una respuesta correcta 
posible.) 


33. 1,,4,7,10, -= 
34. 3,7, 11,15, ++ 


35, -1,2,7, 14, 23, = 


Зб П йын 


49 16 
2345 
37. — — — 
3456 
3456 
o онр і 
3579 
I ої 
39:2 DNS 
2 48 


11 24 8 
40. ->=> > 
23 927 81 


isa! 


1 1 1 1 
41. QYl+>ol+ol+ol+--.. 
Е 2 3 4 5 


1 3 31 
42. l+ol+r>ol+>ol1i+—.1+> 
2 4 16 32 
NI 2 3 4 
43. ) > 3 Р š 
Е E зу б S, 
1 1-1 
då E 
2 6 24 120 
1 1 
45. A, > > > 
ш 1-3 1-3-5 1-3-5 :7 
ax cy 
46. 1, — e. 


х, 5 —> 
2 6 24 120 


№ En los Ejercicios 47-50, representar en la calculadora los 


diez primeros términos de la sucesión y, a continuación, in- 
tentar adivinar si converge o no. Verificar la conjetura analí- 
ticamente y, en caso de convergencia, hallar el límite. 


n+l 1 
47. ар = й 48. a, = яз? 
пп 1 
49. а, = соѕ — 50. а, =3 - — 
2 2" 


Ejercicios de la Sección 8,1 


En los Ejercicios 51-66, averiguar si la sucesión, cuyo tér- 
mino general se especifica, es convergente o no. Hallar el 


límite 
n 
51. a,= ем ) 52. а, = 1+ OCD” 
n+l 
3? -п+4 
53. a,= сл 54. а, = уп 
2n + 1 Jn +1 
1+ Ely 1 а 
кычы aja КЫ) 
п п 
3" 
57. а, = — 58. а, = (0,5)" 
4" 
+ 1) - 2)! 
ані во. а 20 
п! п! 
п 1 п n? n? 
61. a,= - 62. а, = - 
n п-1 2n +1 2п- 1 
п? 1 
63. a,=5(p>0,n > 2) 64. а, =nsen— 
e n 
k п 
65, a. (| +5) 66. а„=2!" 
п 


A En los Ejercicios 67-76, averiguar si la sucesión con el térmi- 
no general dado es monótona. Discutir si es acotada o no. 
Confirmar los resultados con ayuda de la calculadora. 


1 
67. a,=4-- 
п 
cos п 
69. а, = 
п 


1 
т. а„=(-1/{- 
п 
2 п 
73. а„=|- 
3 


75. a, = ѕеп — 
6 


68. 


70. 


72. 


76. 


а, = э"ї2 


A- En los Ejercicios 77-80, а) usar el Teorema 8.5 para demos- 
trar que la sucesión cuyo término general se especifica es 
convergente, y b) representar en una calculadora los diez pri- 
meros términos de la sucesión y determinar su límite. 


І 
7. а„=5+- 
п 


79. 


81. 


82. 


83. 


84. 


85. 


631 


1 IA 1 
а„=-|1-—— 80. a,=4+= 
3 3) 2" 


Para pensar Dar un ejemplo de sucesión que satisfa- 
ga la condición propuesta o justificar por qué no existe 
tal sucesión. (Hay más de una respuesta correcta.) 
a) Una sucesión monótona creciente que converge 
а 10. 
b) Una sucesión monótona creciente acotada que no 
es convergente. 
} 3 
с) Una sucesión que converge a a 
d) Una sucesión no acotada que converge a 100. 


Encontrar una sucesión que converja a 3/8. (La res- 
puesta no es única.) ¿Cuál es el primer término de esa 
sucesión que dista del límite menos de 0,001? 


Interés compuesto Consideremos la sucesión de tér- 


mino general 
К п 
А, = P| 1+ — 
12 


donde Р es el capital invertido, A, el balance tras л 

meses de interés compuesto y r la tasa anual de interés. 

a) La sucesión (A,) ¿es covergente? Explicar la res- 
puesta. 

b) Hallar los primeros diez términos de esa sucesión 
para Р = $9.000 y r=0,115. 


Inversión Se depositan $100 al comienzo de cada 
mes a una tasa anual de interés del 12 por 100 compues- 
to mensualmente. El balance después de n meses es 


A, = 10000D10,01)" — 1] 


a) Calcular los seis primeros términos de la sucesión. 

b) Hallar el balance tras 5 años, calculando para ello 
el término Ао. 

c) Calcular el balance a los 20 años, calculando el 
término А». 


Inversiones estatales Un programa del gobierno que 

ha costado a los contribuyente 2.500 millones de dóla- 

res este año se va a recortar un 20 por 100 anual en los 

años venideros. 

a) Escribir una expresión para el montante de ese 
programa tras n años. 

b) Calcular los presupuestos de los 4 primeros años. 

c) Determinar la convergencia o divergencia de la 
sucesión de esos presupuestos recortados. Si la su- 
cesión converge, hallar su límite. 
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86. 


— 87. 


^о 88, 


89. 
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Inflación Si la tasa anual de inflación es 43 рог 100 
y el precio medio de una automóvil es hoy de $16,000, 
el precio medio dentro de n años será 


Р, = $16.000(1.045y" 


Calcular el precio medio еп los próximos 5 años. 


Un modelo matemático El coste medio de la estancia 
diaria en un hospital entre 1988 y 1993 viene dada en la 
tabla, donde a, es el coste medio en dólares y n el año, 
con п = 0 correspondiendo а 1990. (Fuente: American 
Hospital Association.) 


n —2 —1 0 WE 3 


a 586 | 637 | 687 


н 


752. | 820 | 881 | 


a) Usar regresión en la calculadora para hallar un 
modelo de la forma 


bo a 


que ajuste esos datos. Representar en la calculado- 
ra los puntos y el modelo. 
b) Predecir, con ese modelo, el coste en el año 2000. 


Los ingresos netos a,, en millones de dólares, de Wal- 
Mart entre 1987 y 1996 vienen dados en la tabla como 
pares ordenados (п, a,), donde п es el año, con n = 0 
correspondiendo a 1990. (Fuente: 1996 Wal-Mart An- 
nual Report.) 


(3, 451), (2, 628), (—1, 838), (0, 1.076), (1, 1.291) 
(2, 1.609), (3, 1.995), (4, 2.333), (5, 2.681), (6, 2.740) 


«) Usar regresión en la calculadora para hallar un 
modelo de la forma 
а= bn? +сп+а, n=-3,-1, =, 6 
para esos datos. Comparar gráficamente los pun- 
tos y el modelo. 


b) Predecir, con ese modelo, los ingresos netos para 
el año 2000. 


Crecimiento de poblaciones Consideremos una po- 
blación imaginaria en la que cada habitante tiene un 
hijo al final de cada cierto período de tiempo. Si cada 
individuo vive tres períodos y la población comienza 
con 10 miembros recién nacidos, la población en los 
cinco primeros años es la que se muestra en la tabla. 


90. 


91. 


92. 


93. 


Tiempo 
Edad 1 2 3 4 5 
0-1 10 10 20 | 40 70 
[L 
1-2 10 10 | 20 | 40 
2-3 10 10 10 
Total 10 | 20 | 40 | 70 | 130 


La secuencia de la población tiene la propiedad 


Sa = Sp + 5,2 + n>3 


п 
Calcular la población al final de cada uno de los cinco 
años siguientes. 


Deuda federal EE.UU. tardó más de 200 años en 
acumular una deuda de 1 billón de dólares. Pero a con- 
tinuación tardó sólo 8 años en alcanzar los 3 billones. 
Durante la década de los ochenta, la deuda federal si- 
guió aproximadamente el modelo 

а, = 0,9050 0134, п= 0, 1, 2, ---, 10 
donde а, es la deuda en billones у л el año, con n= 0 
correspondiendo a 1980. Calcular los términos de esta 
sucesión finita y construir un diagrama de barras que la 
represente. (Fuente: U.S. Treasury Department.) 


Comparación de los crecimientos factorial y expo- 

nencial Consideremos la sucesión а, = 10"/л! 

a) Hallar dos términos consecutivos que sean igua- 
les. 

b) Los términos que siguen a esos dos, ¿crecen o de- 
crecen? 

c) En los Ejercicios 51-56 de la Sección 7.7 se de- 
mostró que para valores «grandes» de la variable 
independiente, una función exponencial crece más 
rápidamente que una función polinómica. Del re- 
sultado del apartado Р), ¿qué parece deducirse 
acerca del ritmo de crecimiento de una función 
exponencial en relación al de una factorial para 
valores «grandes» de п? 


Calcular los seis primeros términos de la sucesión 
{а„} = (0 + 1/0") 


Si la sucesión converge, hallar su límite. 


Calcular los seis primeros términos de la sucesión 


fa, = {у п}. Si la sucesión converge, hallar su límite. 


94. 


95. 


96. 


Sección 8.2 Series y convergencia 


Demostrar que si {5,} converge а L y L > 0), existe un 
número № tal que s, > 0 para todo п > N. 


Sucesión de Fibonacci Al estudiar la procreación de 
los conejos, Fibonacci (hacia 1175-1250) encontró la 
sucesión que hoy lleva su nombre, definida por recu- 
rrencia así: 
аһы» = 4, + а„уу, dondea =1ya,=1 
a) Escribir sus 12 primeros términos. 
b) Escribir los diez primeros términos de la sucesión 
definida por 


a 
n+1 
b, ==, 


п 


paran > 1 


п 


c) Usando la definición del apartado b), probar que 


d) La razón áurea p se define como lím b, = р. 


пә 


Probar que 


p=1+1/p 
y resolver esta ecuación. 


Completar la demostración del Teorema 8.5. 


8.2 


¿Verdadero o falso? 
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En los Ejercicios 97-100, averiguar si 


la afirmación es correcta. Si no lo es, explicar por qué o dar 
un ejemplo que muestre su falsedad. 


97. 


98. 


99. 
100. 
101. 


Be 102. 


Si (a, ) converge a 3 y (b,)] converge a 2, entonces 
(a, + b,) converge a 5. 


Si (a, ) converge, entonces lím (a, — а„_,) = 0. 


пә; 
Sin > І, entonces п! = n(n — 1)! 
Si {a„} converge, entonces {а/п} converge a 0. 


Consideremos la sucesión 


AA + 92. 0 Э + 4/2 + y2 
donde a = 4/2 + а, ү paran > 2. Calcular sus cin- 


co primeros términos y hallar lím а, 

AO: 
Conjetura Sea х, = 1 y consideremos la sucesión х, 
dada por 


1 1 
„Ан ү ———з 
X, 


А п= 1, 2, ·-. 
2 


mA 


Determinar, con una calculadora, los diez primeros 
términos y enunciar una conjetura acerca del límite de 
esa sucesión. 


CONTENIDO » 
Series а 


Series geométricas = Series 


Criterio del término general para la divergencia = 


Series y convergencia 


Una importante aplicación de las sucesiones consiste en representar «sumas 
infinitas». Dicho brevemente, si {а„} es una sucesión, entonces 


[ea] 


Уу а„=аү+а,›+ау+ 


n=1 


+a, + 


п 


es una serie. Los números ау, а), Az 


son los términos de la serie. А 


veces conviene comenzar en el índice п = 0 (o en algún otro entero). Un 
convenio frecuente, para aliviar la escritura, consiste en escribir la serie sim- 
plemente como 2 а,. En tal caso, el valor inicial del índice debe deducirse del 


contexto. 


Para hallar la suma de una serie, consideremos la sucesión de sumas par- 


ciales. 


634 Capítulo 8 


SERIES 


El estudio de las series constituyó toda 
una novedad en el siglo XIV. El lógico Ri- 
chard Suiseth, cuyo «sobrenombre era: . 
Calculador, resolvió. este problema. 

Sidurante la primera mitad de un inter 
valo de tiempo una variación continúa.-a 
cierta intensidad, en el siguiente cuarto a 
intensidad doble, en el siguiente octavo.a 
intensidad triple, y así ad infinitum, en- 
tonces la intensidad media para todo.el 
intervalo será la intensidad de la varia- 
ción durante.el segundo subintervalo. 

Esto. equivale a decir que la suma dela 
serie и: І 


ADVERTENCIA Conforme 
avance еп este capítulo verá que 
hay dos cuestiones básicas 
referentes a las series. La serie 
¿converge o diverge? Y, en caso de 
que converja, ¿cuál es su suma? No 
siempre es fácil contestar estas 
cuestiones, especialmente la 
segunda. 


Series 
S¡=4; 
S,= 4, + 4, 
S, =a; + 4, + d3 


S,=4+40,+43+ +4 


п 


Si esta sucesión de sumas parciales converge, diremos que la serie converge у 
que su suma es la indicada en la siguiente definición. 


DEFINICIÓN DE SERIES CONVERGENTES Y DIVERGENTES — 


La n-ésima suma parcial de la s le Èa, 


EJEMPLO 1 Series convergentes y divergentes 


a) La serie 


E O LO И 1 
авес 
2" 2 4 8 16 


n=1 


tiene las siguientes sumas parciales 


Sección 8,2 


Б 


f 


| La Figura 8.5 mues- 
К Дреа и 
sumas parciales de la serie 

del Ejemplo 1а. Observamos 
que sus valores parecen ten- 

der hacia Іа recta y = 1. 


Rm e 0-0-00000e.- 


A 
: 2 4 6 8 10 12 1416 


o Pos 


¡ Nota. Se pueden calcular geomé- 
tricamente las sumas parciales de la 
serie del Ejemplo la usando la Fi- 
gura 8.6. 


эе} 


[еее соны: 


FIGURA 8.6 


Series y convergencia 


b) 


c) 


et 
o: 
I1 1 3 
5 == +- = = 
2 4 4 
ел 7 
Уз =73+o+2=- 
~ 2 4 8 8 
гт 12" 1 
„= +- +— ++ -—— ш 
2 4 8 27 2" 
De 
2" = ] 
lím = 1 
005 FR 


se sigue que la serie es convergente con suma 1. 


La n-ésima suma parcial de la serie 


viene dada por 


Сото el límite de 5, es 1, la serie converge y tiene suma 1. 


La serie 


y ЙАДА р» 


n=1 
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diverge, ya que 5, = n, así que la sucesión de sumas parciales es diver- 


gente, 


La serie del Ejemplo 1b es una serie telescópica, o sea, de la forma 


(b, = bz) + (6 – b3) + (b3 = b4) + (b4 = b)+ 


Serie telescópica 


Nótese que b, queda cancelado por el segundo término, b, por el tercero, 
etcétera. Puesto que la suma parcial n-ésima de esta serie es 
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PARA MÁS INFORMACIÓN 
Sobre sumas parciales de series, 
véase el artículo «Six Ways to Sum 
a Series», de Dan Kalmon, en The 
College Mathematics Journal, 
noviembre 1993. 


Benjamin С б. Klein 
vens, los to ) 


qué la afirmación. final bajo el 
diagrama es correcta. ¿Cómo se 
relaciona este resultado con el 
Teorema 8.6? E 


Р 1 S 


APOR = ATSP 


иж a = 


lor 


Ejercicio tomado de «Proof 
Without Words» de Benjamin 
G. Klein y MiC. Bivens, Mathe- 
matics Magazine, octubre ` 1988, 
соп permiso. de sus. amores. i 


Series 


se sigue que una serie telescópica converge si y sólo 51 b„ tiende а un 
número finito cuando n -» 00. Además, si la serie converge, su suma será 


S=b,-límb,,, 


no 


EJEMPLO 2 Expresando una serie en forma telescópica 


Calcular la suma de la serie У —— 
n=1 4п = 1 


Solución: Usando fracciones simples, escribimos 


EA 2 1 1 
"742-1 Qn-DOn+D 2-1 2n+1 


a 


De esta forma telescópica se desprende que la n-ésima suma parcial es 


1 1 І 1 1 1 1 
$еЕ|——--|+{-—-|}+ + = = 1 
1 3 з 5 2n- 1 2n+1 2n + 1 


Así pues, la serie converge y su suma es 1. Esto es, 


5% l 
Lam = lim S, = im (1 Ja 


n=l 


Series geométricas 


La serie del Ejemplo la es una serie geométrica. En general, la serie dada por 


д 
Y а" = а+аг+ ат? + 
n=0 


+ ar" + а + 0 Serie geométrica 
g 


es una serie geométrica de razón r. 


Sección 8.2 


Intente calcular la 
_ suma de los 20 pri- 
meros términos de la serie 


del Ejemplo За en una calcu- 
ladora. Debe obtener como 
suma aproximada 5,999997. 


Series y convergencia 637 


Demostración: Es fácil ver que la serie diverge cuando r = +1. Sir % +1, enton- 
ces 5, =а + ar + ar? + + ат. Multiplicando por ғ obtenemos 


н 


IS, = ак + а? + ак? + + ar 


Restando la segunda ecuación de la primera resulta Sa = rS, = a — ar”. Рог 
tanto, 5,(1 — r) = а(1 — 7”), y la n-ésima suma parcial es 


S, = (1 -= 7”) 


" l-r 


Si 0 < |r| < 1, entonces г” — 0 cuando n > со, luego 


а а а 
lím $„= lím (1-9) [= Ит (1-и) |= 
пэ о mall у 1 = к |н» l-r 


lo cual significa que la serie es convergente у que su suma es a/(1 — r). Deja- 
mos al lector la demostración de que la serie diverge cuando |r| > 1. 


EJEMPLO 3 Series geométricas convergentes y divergentes 


a) La serie geométrica 


5 Taa 3 | "23043 +3 | а 
За АИ, 2 Е 2 І 2 


tiene razón г = 1/2 уа = 3. Сото 0 < |r] < 1, la serie converge y su suma es 


a _ 3 
L=r 1-0/2) 


$ = 6 


b) La serie geométrica 


юш 


© 3 n 
с ж 
2, Ө 


А 3 РЕ 
tiene razón r = > Como |r| > 1, la serie diverge. 


La fórmula para la suma de una serie geométrica sirve para expresar un 
decimal periódico como cociente de enteros, como muestra el próximo 
ejemplo. 
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EJEMPLO 4 Una serie geométrica para un decimal periódico 


Expresar 0,080808 como cociente de dos enteros, usando una serie geométrica. 


Solución: Dado 0,080808, podemos escribir 


в 8 8 8 «гв \/ тү 
0,080808... == + — + а е EN 
102 10+ 106 * 108 2 (ml) 


En esta serie, а = . Así pues, 


8 1 

1027 = 102 
8 

д 102 8 


pse г\ 99 
102 


Divida 8 рог 99 para ver que, en efecto, el resultado es 0,080808. 


0,080808... = 


La convergencia de una serie no se ve afectada por la eliminación de un 
número finito de sus términos iniciales. Por ejemplo, las series geométricas 


07 > 56 


convergen ambas. Además, puesto que la suma de la segunda serie es 
а(1 — r) = 2, concluimos que la suma de la primera serie es 


=з-[@'+@+@+@ Л 


Las propiedades que se citan a continuación son consecuencia directa de 
las correspondientes para los límites de sucesiones. 


TEOREMA 8.7 


PROPIEDADES DE LAS SERIES 


SiE a, =A, E b;=B;yces un número real, las series siguientes gonvergen a 


las sumas indicadas. 


а 


иі 


1 Tepsa 2 Уа, +b)=4+B 3. Y (a,-b)=4-=B 
і хао o -o 
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Criterio del término general para la divergencia 


El próximo teorema establece que si una serie converge, el límite de su término 
n-ésimo ha de ser necesariamente 0. 


_ TEOREMAS88 _ LÍMITE DEL TÉRMINO GENERAL DE UNA SERIE CONVERGENTE 


Sila serie E а, , Converge, la sucesión (а, } converge a0. 


ADVERTENCIA А! estudiar 
este capítulo es muy importante 
distinguir entre series y sucesiones. 
Una sucesión es una colección 
ordenada de números 


а, 4 43 y се 
mientras que una serie es una suma 
infinita de los términos de una 
sucesión 


Demostración: Supongamos que 


с: 
$ а„= lím S, =L 
n=1 пя 


Entonces, сото 5, = Sp- + а, у 


lím 5, = 


п о n> 


resulta que 


L= lím S, = lím (S,-1 +а,) = lím S, + Ит a, 
R> O Ho HS H A> 
dy +a, toe +a, + =й 
lo cual implica que {а„} converge а 0. 
El contrarrecíproco del Teorema 8.8 proporciona un criterio eficaz para 
demostrar la divergencia de muchas series. Este criterio del término general 
(o del término n-ésimo) afirma que si el límite del término general de una serie 
no tiende a cero, la serie diverge necesariamente. 
TEOREMA $9... CRITERIO DEL TÉRMINO € GENERAL, PARA LA DIVERGENCIA 


Si la sucesión {a} no converge a 0 


la serie Ха, es divergente. 


| Noa. ¡Cuidado! Este teorema no dice que si (a, | converge a 0 la serie E a, tenga que 
ser necesariamente convergente. 


EJEMPLO 5 Aplicación del criterio del término general 


EA 
a) Рага la serie У 2”, se tiene 


п= 0 


lím 2” = ос 


п A 


Así pues, el límite del término n-ésimo no es 0, luego la serie diverge. 
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ADVERTENCIA La serie del 
Ejemplo 5с jugará un papel 
relevante en este capítulo. 


Се! О! 
Y -=1+5+5+-+-- 
„1 п 23 4 


Tendremos ocasión de probar que 
esta serie diverge, a pesar de que su 
término general tiende a 0 cuando л 
tiende a infinito. 


FIGURA 8.7 
La altura en cada bote es 3/4 de la altura 
del bote anterior. 


Series 


b) Para la serie У ————›е5 
2 +1 


, п! 1 
Ит = = = 
n>% 2n! + 1 2 


Por tanto, el límite del término n-ésimo no es 0, y la serie diverge. 


= 


с) Para la serie У — es 
“n 
n=1 


o I 
Ит —=0 


пэт П 


Сото el límite del término general es O, el criterio del término general no es 
aplicable, luego no podemos sacar conclusiones sobre si la serie converge о 
diverge. (En la próxima sección veremos que esta serle es divergente.) 


EJEMPLO 6 Una pelota que bota 


Se deja caer una pelota desde 6 pies de altura y comienza a botar, como mues- 
tra la Figura 8.7. Cada vez rebota 3/4 de la altura desde la que cae del bote 
anterior. Calcular la distancia vertical total recorrida por la pelota. 


Solución: Cuando la pelota toca por primera vez el suelo ha recorrido una dis- 
tancia D, = 6. Sea D, la distancia de subida y bajada en el n-ésimo bote subsi- 
guiente. Por ejemplo, D, y Р» son 


da O 


E — So 2 A Fi 
Sube Baja Sube Baja 


Continuando con este proceso, encontramos que la distancia vertical total reco- 


rrida es 
3 3\2 3 
D=6 + 1Q|-] + 12/- A +... 
4 4 4 


Ejercicios de la Sección 8.2 641 
Ejercicios de la Sección 8.2 
En los Ejercicios 1-6, calcular los cinco primeros términos © | 
de la sucesión de sumas parciales. 22. У ————_ Usar descomposición en fracciones simples 


1 1 
П ES 
4 9 16 25 
1 2 3 4 5 
2 + + + + 
2:3 3:4 4:5 5:6 6:7 
27 8l 243 
3. 3 +—= 
4 8 16 
I l l 1 1 l 
4 +-+-+-+-+—+ 
1 3 57 9 11 
e 3 
5 5 
A 
2 (ey?! 
6. 
> п! 


Е п 1 2 3 4 

7. = ве 
п +1 2 3 4 5 
2 1 2 3 4 

8. Y A e 
Loca 579 1 
o п? оо п 

9, 2 10. ore aer 
nain +l n=1 e + 1 


x 3" 20 4\" 
11. 3| = 12. = 
EA) 265) 


13. Y 1.000(1,055)" 14. У 21,03) 
п= 0 п= 0 

E 2+] < n! 

' 16. == 


5 n+l п 
п=1 2 „=о 2 


15. 


En los Ejercicios 17-22, comprobar que la serie propuesta es 
convergente. 


Е зү 3 9 27 81 
17. SoG] 2+ ++ 


+ ho. 
=, 2 8 32 128 
7 гү 111 

18. Y 2 O 
AO 2 4 8 


19. Y (0,9) = 1+ 0,9 +0,81 + 0,729 +- 


n=0 


20. Y (-0.6)' = 1 — 0,6 + 0,36 ~ 0,216 + --- 
n=0 
< 1 o. ы . . 
21. Y ——— Usar descomposición en fracciones simples 
п= 1 n(n + 1) 


п=1 пп + 2) 


En los Ejercicios 23-26, asociar cada serie con la gráfica co- 
rrespondiente de su sucesión de sumas parciales. Estimar la 
suma a la vista de la gráfica. 


a) a, b) a, 
А í 
44 44 
AA 3 „55° 
2 Ол. e 
e 
1 1$ 
жылы ES ERE S EA N EE | у эк ук E E] 
¿1234567809 ¿1234567809 
с) а, 4) а, 
A A 
45 6% 
ы Ө" 
а e 
Н 
| е 
27 . . 
rs 
=n ; е 


123456789 


12 9 1 A Ж 2. п 
23. | 24. = 

p 4 G) >, Ө 

ЖЕШ < a7 8ү' 
25. is 26. —| == 

2 4 ( |) 2, 3 | 5) 


№ Investigación numérica, gráfica y analítica En los Ejerci- 


cios 27-30, a) calcular la suma de la serie, b) hallar la suma 
parcial S, indicada, con ayuda de la calculadora, y completar 
la tabla, с) representar en la calculadora las diez primeras 
sumas parciales y una recta horizontal que represente la 
suma, y 4) explicar la relación entre la magnitud de los tér- 
minos de la serie y el ritmo al que la sucesión de sumas par- 
ciales tiende a la suma de la serie. 


ES 4 


27. | 200,9)": 28. SÁ 
Ze о „2. Mn + 4) 


90, х 1\7 1 
29. У 1000,25)" -! 30. У 5- 2) 
п= 1 


n=1 


ENS 
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En los Ejercicios 31-44, determinar la suma de la serie. 


ES 1 п Ж 2 H 
31. - 32. 2| = 
2, G) 2 G) 
эз. Y ( ) 
f n70 2 


х 2\" 
34. 21-- 
PA ( | 


35. 1+0,1+0,01 + 0,001 + +-* 


27 
36. 6+6+—-+— +: 
2 8 


1 1 
37. 33-144 
9 


1 E 1 


40. У 


PR Ил= і n= Aín + 1) 
Xx 4 So 1 

41. — 42. а а _ 
„21 пп + 2) „=\ Ол + DOn + 3) 
2 1 І E 

43. y (5 - 5) 44. y [(0,7)" + (0,9)"] 
n-0 2 3 n=1 


En los Ejercicios 45-48, expresar el decimal periódico como 
una serie geométrica y expresar su valor como cociente de 
dos enteros. 


45. 0,4 
46. 0,07575 


46. 0,2323 
48. 0,21515 


En los Ejercicios 49-60, estudiar si la serie es convergente o 
divergente. 


“п + 10 ; == n+l] 
49. —— i 50. 
a=1 2n = 1 


п=1 10n + 1 

Lafad і E І 
51. – – 52. — 

>, [ n+ 5) 2 п(п + 3) 


n=1 
A rs] х on 
53. 54. = 
2 2n +1 2 n? 
4 Y 1 
55. — 56. Ба 
Ze 2" 2, 4" 
э. га 2" 
57: Y (10737 58. y = 


п= 0 й 


Ў п у е k п 
59. --— 60. l+- 
>, Ina 2 ( К х) 


En los Ejercicios 61 y 62, a) hallar Ја razón de la serie geo- 
métrica, Б) escribir la función que da la suma de la serie, y с) 
representar en la calculadora la función y la suma parcial S,. 


61. 1+х+х®^+х% +. 
3 


х? X 
62. 1--+——-—+.- 
4 8 


En los Ejercicios 63 y 64, representar la función en la calcu- 
ladora. Identificar la asíntota horizontal de la gráfica y expli- 
car su relación con la suma de la serie. 


Serie 


| L= (0,5) py 
eo e з(! 
ө. лоз 7) PEG 
64. у(х) = yA y ($) 
»=0 5 


1-0,8 


Función 


Po Redacción Еп los Ejercicios 65 y 66, usar la calculadora 


para hallar el primer término menor que 0,0001 en cada una 
de las series convergentes especificadas. Nótese que las res- 
puestas son muy diferentes. Explicar cómo afecta esto al rit- 
mo de convergencia de la serie. 


Ye 1 X 1 п 
65. — – 
2 п(п + 1) 2 (8) 


6 У — У (001) 


п= 1 


67. Comercio Una empresa fabrica un nuevo producto y 
estima que las ventas anuales serán de 8.000 unidades. 
Cada año, el 10 por 100 de las unidades vendidas deja- 
rán de funcionar. Así pues, habrá 8.000 unidades ope- 
rativas al final del primer año, [8.000 + 0,9(8.000)] al 
final del segundo, y así sucesivamente. ¿Cuántas uni- 
dades estarán funcionando al cabo de n años? 


68. Efecto multiplicador Los ingresos por turismo en 
una ciudad son 100 millones de dólares. El 75 por 100 
de esos ingresos se gastan en la propia ciudad y el 75 
por 100 de esta cantidad de nuevo se gasta en ella, y así 
sucesivamente. Escribir la serie geométrica que da la 
cantidad total de gasto originada por esos 100 millones 
y calcular la suma de la serie. 


69. Distancia Se deja caer una bola desde 16 pies de altu- 
га. Cada vez que cae desde л pies, sube hasta 0,81% pies. 
Calcular la distancia vertical total recorrida por esa bola. 


70. Tiempo La bola del Ejercicio 69 tarda en cada caída 
un tiempo dado por 
S,=-16 +16, S 
S,=-16+16(0,81) S 
S,=-16+16(0,81)? S, = 0 cuando + = (0,9)? 
54=-—161° + 16(0,81)Ў S4 = 0 cuando г = (0,9)? 


| = O cuando г = 1 


2 = О cuando г = 0,9 


S,=-16+16(0,81)37% 55, = 0 cuando г = (0,9)! 
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Comenzando con s,, la bola tarda en subir el mismo 
tiempo que en bajar, de modo que el tiempo total que 
tarda en llegar al reposo es 


t=1+2 Y (09) 


n=1 
Calcular este tiempo total. 


Probabilidad En los Ejercicios 71 y 72, la variable aleato- 
па n representa las unidades de cierto producto vendidas dia- 
riamente en un establecimiento. La distribución de probabili- 
dad de n viene dada por P(n). Calcular la probabilidad de que 
se vendan dos unidades un día fijado [P(2)] y probar que 


71 ви) =. Гү: 72 Ри) =. “| 
йы © ус 


73. Área Los lados de un cuadrado miden 16 pulgadas. 
Se forma un nuevo cuadrado uniendo los puntos me- 
dios de sus lados y se sombrean dos de los triángulos 
laterales, como muestra la figura. Calcular el área de la 
región sombreada si el proceso se continúa a) cinco 
veces más, Б) ad infinitum. 


5 Р(п) = 1 
п= 0 


pulgadas 


En los Ejercicios 74-76, usar la fórmula para la n-ésima 
suma parcial de una serie geométrica 


=. с Aa =r) 
У а= = 


1-0 l-r 


74. Copo esférico El copo de nieve esférico es un fractal 
generado por ordenador, creado por Eric Haines, 
3D/Eye Inc. El radio de la esfera mayor es 1. A ella se 
han adosado 9 esferas de radio 1/3. A cada una de éstas 
se adosan 9 esferas de radio 1/9 y así hasta el infinito. 
Demostrar que el área superficial del copo esférico es 
infinita. 

75. Ingresos Un trabajador entra en una empresa que 
paga $0,01 el primer día, $0,02 el segundo día, $0,04 el 
tercero, etc. 51 el salario diario se mantiene así, doblán- 
dose cada día, ¿cuánto habrá cobrado en total si trabaja 
а) 29 días?, b) 30 días, y с) 31 días? 
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76. Anualidades Al recibir a fin de mes su paga, un tra- 
bajador invierte P dólares en un plan de pensiones. 
Efectúa esos ingresos mensuales durante £ años. El plan 
ofrece una tasa de interés anual r, compuesto mensual- 
mente. En esas condiciones, el balance al final de г 
años es 


r r 120-1 
А= Р+Р| 1+ |+: +P — 
12 12 
12 гү! 
= P| — 1+ — — 1 
r 12 


51 el interés se compone continuamente, el capital А 
acumulado tras г años es 


A = Р + Pei? + per? + peta 1/12 


Ple" — 1) 


57 е'!12 ЕР 1 
Verificar estas dos fórmulas. 


Anualidades En los Ejercicios 77-80, se efectúan depósi- 
tos mensuales de P dólares a una tasa de interés anual r. Usar 
las fórmulas del Ejercicio 76 para calcular el balance des- 
pués de г años si el interés se compone a) mensualmente, y b) 
continuamente. 


77. P=$50 r=3% t = 20 años 


78. Р=$75 r=5% t= 25 años 


79. P= $100 r=4% t = 40 años 


80. Р = $20 г= 6% 1 = 50 años 
81. Demostrar que 0,75 = 0,749999... 


82. Demostrar que todo decimal periódico es un número 
racional. 


83. Probar que la serie 
= 
Y a, 
п= 1 
puede escribirse en la forma telescópica 
x 
Y Ke- 5,1) = e- 5,)] 
n=l 
donde Sọ = О y 5, es la n-ésima suma parcial. 
о п 
84. Sea У a, una serie convergente y sea 


Ry = ауур ау to 
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85. 


86. 


87. 


88. 
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el resto de la serie al quitar sus primeros N términos. 
Probar que 

lím Ry=0 

Nox 
Salario Usted acepta un trabajo con un salario anual 
de $30.000 el primer año y con un aumento del 5 por 


100 anual en los 39 años siguientes. ¿Cuánto habrá co- 
brado en total al final de esos 40 años? 


Beneficios El beneficio anual de la Н. J. Heinz Com- 
pany entre 1980 y 1989 siguió aproximadamente el 
modelo 


а, = 167,5 @9:14л, n=0,1,2,---,9 


donde а„ denota el beneficio anual, en millones de dó- 
lares, y п el año, correspondiendo n = 0 a 1980. Usar la 
fórmula que da la suma de una sucesión geométrica 
para aproximar el beneficio total en ese período de 10 
años. 


Hallar dos series divergentes E a, y È b, tales que 
X(a, + b,) sea convergente. 


Dadas dos series 7 a, y 2 b, tales que У a, converge y 
2 b, diverge, demostrar que X(a, + b,) diverge. 


¿Verdadero o falso? Еп los Ejercicios 89-92, discutir si el 
enunciado es correcto. Si no lo es, explicar por qué o dar un 
ejemplo que muestre su falsedad. 


89. 


90. 


91. 


92. 


93. 


94. 


Y 
Si lím a, = 0, entonces У a, converge. 
пэ у. n=1 
» © 
Si Y a, = 1, entonces У a,=L+ a. 
n=1 n=0 


Si || < 1, entonces У ат = а/(1 - r). 


n=1 
X 


La serie Y A 
a serie -——————— diverge. 
a=1 1.000(п + 1) $ 
Redacción Lea el artículo «The Exponential-Decay 


Law Applied to Medical Dosages» por Gerald M. Arm- 
strong y Calvin P. Midgley en Mathematics Teacher, 
febrero 1987. A continuación, escriba unas líneas sobre 
cómo usar una sucesión geométrica para calcular la 
cantidad total de un fármaco que queda en un paciente 
tras serle administradas n dosis iguales, en intervalos 
de tiempo idénticos. 


Demostrar que 


рага |4 > 1. 
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CONTENIDO = 
El criterio integral = 
Las p-series y series armónicas « 
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8.3 
E El criterio integral y las p-series 


El criterio integral 


En esta sección y en la siguiente, estudiaremos varios criterios de convergencia 
aplicables a las series de términos positivos. 


А Rectángulos inscritos: 


Ў д = área 


y 
4 Rectángulos circunscritos: 


a 1 
У /(ї) = área 
il 


а = Қ) 
МО а= 702) 
m а= /(3) 


FIGURA 8.8 


Demostración: Comenzamos partiendo el intervalo [1, п] en n — 1 subintervalos 
de longitud unidad (Figura 8.8). Las áreas totales de los rectángulos inscritos y 
de los rectángulos circunscritos son 


У, Р) = рО) + (3) +- + (п) Área inscrita 
і= 2 


п 1 


У, Р) = Р) +0) + +f(n—1) Ахеа circunscrita 


i=l 


El área exacta bajo la gráfica de f entre x = 1 y x = n está entre esas dos áreas, 
luego 


n-1 


OS | Јо) ах< Y f0 
і=2 1 


і= 1 


Denotando la n-ésima suma parcial рог $, = / (1) + (2) + --- + f(n), podemos 
escribir esa desigualdad сото 


5.- #10) < ES PE 
1 


Suponiendo ahora que | f(x) dx converge a L, se sigue que para n > 1 
1 


S- <L S, < L+ f0) 


En consecuencia, {5,} es monótona y acotada, así que por el Teorema 8.5 
converge. Por consiguiente, 2 a, converge. Para la otra dirección de la de- 
mostración, supongamos que la integral impropia es divergente. Entonces, 
fi f(x) dx tiende a infinito cuando п > со, y la desigualdad S, _, > fi f(x)dx 
implica que (S,) diverge. Así pues, È а, diverge. 
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| Noa. Recordemos que el carácter convergente o divergente de È а, no se ve afectado 
por la supresión de sus N primeros términos. Análogamente, si las condiciones del 
criterio integral se satisfacen para todo x > N > 1, basta usar la integral [$ £G0) dx para 
investigar la convergencia. (El Ejemplo 4 ilustra esta situación.) 


EJEMPLO | Aplicación del criterio integral 


ос 
Aplicar el criterio integral а la serie У, 2 
„1н + 1 


Solución: El integrando f(x) = х/(х? + 1) satisface las condiciones del criterio 
integral (comprobarlo). El valor de la integral es 


lo > 2х 
=— lím dx 
b 


2 >% Jı x? + 1 
1 b 
=- lím | Int? +1) 
2 b>w 1 
Ж 5 
= = lím [In(b* + 1) — ln 2] 
2 вәх 
= 00 
Por tanto, la serie diverge. 
EJEMPLO 2 Aplicación del criterio integral 
Aplicar el criterio integral a la serie y 5 | 
„үп + 


7, Solución: La función f(x) = 1/(x? + 1) satisface las condiciones del criterio 
a integral, y el valor de la integral es 


0 ] о || 
| 5 dx = lím | > dx 
| +1 b>% Ji X +1 


b 
lím | ась | 
Ье 1 


lím (arctg b ~ arctg 1) 


1 


рә ә 
РЧ T л 
2 4 
NT ye 
1 2 3 4 5 л 
FIGURA 8.9 T4 


Como la integral impropia es convergente, 
la serie es convergente. Concluimos que la serie converge (véase Figura 8.9). 
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Las p-series y series armónicas 


En el resto de esta sección investigaremos un segundo tipo de series que admite 
un criterio aritmético de convergencia muy sencillo. Una serie de la forma 


00) 
Е ОМ p-series 


= 1+ a ++... Serie armónica 


se conoce como la serie armónica. Una serie armónica general es de la forma 
Zl/(an + b). En música, cuerdas idénticas en material, diámetro y tensión, 
cuyas longitudes forman una serie armónica, producen tonos armónicos. 

El criterio integral permite estudiar la convergencia o divergencia de las 
p-series, como muestra el Teorema 8.11. 
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| Nota La suma de la serie del 
Ejemplo 3b es д2/6, como demostró 
Leonhard Euler (la demostración es 
difícil y la omitimos). Tenga siem- 
pre muy presente que el criterio in- 
tegral no dice que la suma de la se- 
rie coincide con el valor de la 
integral. Por ejemplo, la suma de la 
serie del Ejemplo 3b es 


2 


| Л 
Ў E 1,645 


mientras que el valor de la integral 
impropia asociada es 


Series 


Demostración: 
cual 


Basta recordar el criterio integral y el Teorema 7.5, según el 


converge si p > І y diverge 510 < р < 1. 


EJEMPLO 3 p-series convergentes y divergentes 


a) Del Teorema 8.11 se deduce que la serie armónica 


diverge. 
b) Del Teorema 8.11 se sigue que la p-serie 


1 1 1 1 


y Pp сулар ЫШЫ 


сопуегре. 


EJEMPLO 4 Análisis de la convergencia de una serie 


Averiguar si esta serie es convergente o divergente. 


90 1 
оп In 


n= 


Solución: La serie es similar a la serie armónica divergente. Si sus términos 
fuesen mayores que los de la armónica, es de esperar que fuera divergente. 
Sin embargo, como sus términos son menores no estamos seguros de qué 
sucede. Mediante el criterio integral, con f(x) = 1/(x In x), vemos que la serie 
diverge: 


1 
5 


b 
í [man »| 
b> о 2 


lím [Inn b) — Inn 2)] 
b> оо 


= 0 
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En los Ejercicios 1-10, aplicar el criterio integral para decidir 
si la serie es convergente o divergente. 


E 1 
4. 
L 4n + 1 
Е ci 1 1 
5. ++ + + 
2 5 10 17 26 
1111 1 
6 -+-+-+-+— 
3 5 7 9 11 


h2 In3 In4 ш5 In6 
7. + + + + +з 
2 3 4 5 6 


3 n 

8 +-+ nuptk 

4 12 n +3 

© п“ HA 

9. г , k es un entero positivo 

naih +e 

e 
10. Y rte”, Кеѕип entero positivo 


En los Ejercicios 11 y 12, aplicar el criterio integral para 
decidir si la p-serie es convergente o divergente. 


=! 


азс 


n=1 A 


п. 2 5 12. 


En los Ejercicios 13 y 14, hallar los valores p > 0 para los que 
la serie converge. 


5 1 
13. 
п= 2 n(ln n)? 
2 Inn 
14 
2, п? 


En los Ejercicios 15-22, determinar si la p-serie dada es con- 
vergente o no. 


T 


©. мў 
16. Жет 
Е Е. 
17. 1+ = +— + == 
Z B A 
so dol 
18. 1+-+- + — + — 
4 9 16 25 
19 + l + | + | + l + 
NN 3 B3 4/4 5,% 
=n 1 1l 1 1 
Кли б^ 2/16 2/5" 
21. 
Y ан 
Ж! 
22. = 
ру: 


En los Ejercicios 23-26, emparejar cada serie соп su gráfica 
de sumas parciales y discutir su convergencia. 


a) а, b) а, 
А 4 
8+ „°* 5+ 
Е „*° EF o...” 
E Ы 
ү: ° 2-4-0 
т» 14 
а нне 
2 4 6 8 10 24 6 8 0 
с) а, а) 
А 
3+ 0009990 ...” 
2-е .” 
| е 
1+ 
ад ыр ев Y Pdo tp fede YY 
! 2 4 6 8 10 2 4 % 8 10 
Ar 2 Ez 
23. 24. - 
У Hn? уу п 
п=1 п n=1 
25. y 26. = 
n=1 п/п n=1” 


27. Redacción En los Ejercicios 23-26, lím а, = 0 para 


п» 20 
cada una de las series, pero no todas son convergentes. 
¿Contradice esto al Teorema 8.9? ¿Por qué cree que 
algunas convergen y otras no? 
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31. 


32. 
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Análisis numérico y gráfico a) Hallar con la calcula- 
dora la suma parcial indicada y completar la tabla. b) 
Representar los diez primeros términos de la sucesión 
de sumas parciales. c) Comparar el ritmo al que las 
sumas parciales se aproximan a la suma de la serie en 
cada caso. 


n=1 


Razonamiento numérico Como la serie armónica di- 
verge, dado cualquier М > 0 debe existir un entero 
N > 0 tal que la suma parcial 

s] 
Уу ->M 


n=1 п 


a) Completar la tabla, con ayuda de la calculadora. 


JE ME 8 | 
N 


ЕЛЕЕ: = 


b) Al дага М incrementos iguales, ¿crece N еп incre- 
mentos iguales? Explicar la respuesta. 


La función zeta de Riemann para números reales se 
define para todos los x tales que la serie 


x 


o = Y na 


n=1 
es convergente. Hallar el dominio de esa función. 


Sea funa función positiva, continua y decreciente en 
x > 1, tal que a, = f(n). Demostrar que si la serie 


$. 
y a, 
n=1 


converge а S, el resto Ry = 5 — Sy está acotado por 


0< Ry < | fœ ах 


N 
Probar que el resultado del Ejercicio 31 se puede ex- 


presar así: 


с 


N N T 
Уа< уа < У, „+ | FC) ах 
п= 1 


п= 1 п= 1 N 


Po 44, 


En los Ejercicios 33-38, usar el resultado del Ejercicio 31 
para aproximar la suma de la serie convergente, tomando el 
número de términos que se especifica. Estimar asimismo una 
cota de error de tal aproximación. 


| г Л 
33. Y з. $ 
п= 1 п* n 1 п? 
seis términos cuatro términos 
2 1 Sa 1 
35 36. 


түп? +1 ру (п + Din (a + DP 


diez términos diez términos 


37. Y пе" 38. Ye” 


n=1 n=1 


cuatro términos cuatro términos 


En los Ejercicios 39-42, usar el resultado del Ejercicio 31 
para determinar un N tal que Ry < 0,001 para la serie con- 
vergente dada. 


3. у 40. У 5 


A ES 1 
41. Ye” 42. У =; 


43. Para pensar Un compañero le dice que la siguiente 
serie converge porque sus términos son muy pequeños 
y tienden hacia O rápidamente. ¿Tiene razón? Explicar 
la respuesta. 


1 1 1 
+ + + 
10.000 10.001 10.002 


Se toman diez términos рага aproximar una p-serie 
convergente, de modo que el resto es una función de p, 
con 
sci] 
0 < Rop) € — Ax, р> 1 
10 * 
a) Efectuar la integral de la derecha. 
b) Representar la desigualdad gráficamente en la cal- 
culadora. 
c) Identificar las asíntotas de la función error e inter- 
pretar su significado. 
45. a) Probar que 
5 1 
п=2 п lal 
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converge y 
х 1 
„оп шп 
diverge 
b) Comparar los cinco primeros términos de cada 
serie. 


с) Hallar un n > 3 tal que 


46. La constante de Euler Sea 


п] 1 1 
5.= )-=1+— ++ 
к=1К 2 п 


a) Probar que In (n + 1) < 5, < 1+1пл. 

b) Demostrar que la sucesión {а,} = {5, ~ In n} es 
acotada. 

c) Probar que la sucesión {а„} es decreciente. 

d) Probar que a, converge a un límite у (llamado 
constante de Euler). 

e) Aproximar y mediante а, oo- 


47. Para pensar Hallar una serie divergente cuyo térmi- 
no general tienda a 0. 


48. Calcular la suma de la serie 


ш 1 
he 
2, y ( 5) 


Repaso En los Ejercicios 49-56, averiguar si la serie es 
convergente o divergente. 


2 1 = ] 


49, 50. 
„= 2n - | п= 2 Ay n? — 1 
pS ] х. 1 
51 ут 52. 3 Ӯ, E 
n=1 луп n=1 
Же 2 п у 
53 у (5 54. У (1,075) 
п=0 NN п=0 
_ п мү, з] 
55. >> 56. ару си 
2. /п? + 1 2, (2 5) 


Та serie armónica. 
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PROYECTO PARA LA SECCIÓN 


ЛУ л ЕЕ 
| 2, e Фф л 


“es una de las series más importantes aparecidas en este 


_ сарїшо. А pesar de que ви término general tiende а cero 


пенде. a infinito, < 


la <0 
nra H 


"Да serie armónica diverge. En otras palabras, aunque $us 
- términos van siendo más y más Е la suma «se 


acumula. hasta el infinito». 


оа Una manera de probar su divergencia, debida a-J. 


“Bemoulli, cobsiste en agrupar los términos así: 


e A ig La 
2345 8 9 16 


o Teniendo en cuanta el apartado b), averiguar el núme- 
to M de términos gue-deben-tomarse para que 


<d) Verificar que la suma del primer millón de términos 


de la serie armónica es menor que 15. 
€) - Comprobar que son válidas estas desigualdades. 


a E Тт 1 20 
їй — LU < а 
10 1011 20 9 
„т л 00 
x i n 
100-100 101 200. 99 


P Usar el apattado e) para calcular el límite 


ШИШ E 


> 
m X уш 
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CONTENIDO = 
Criterio de comparación directa = 
Criterio de comparación en el límite = 


Series 


8.4 
Comparación de series 


Criterio de comparación directa 


Los criterios de convergencia vistos hasta ahora exigen que los términos de la 
serie sean muy simples y que la serie tenga características especiales para po- 
derlos aplicar. Una ligera variante hace que ya no sean útiles. Por ejemplo, en 
los pares que se citan a continuación, la segunda serie no se puede analizar con 
el mismo criterio de convergencia que la primera, aunque ambas son parecidas. 


00 19.0] 
: п 
L Уу эк €S geométrica pero у эя 10 lo es. 
n=0 n=0 
90 


сар 1 
2. У — es una p-serie, pero У Jr lo es. 
n=1 n n=1 n + 


2 


n 
3. а = ————5 se integra fácilmente, pero р, = ———3 no. 
2 8 р п (n? + 3)? 


" (n? + 3) 
En esta sección estudiaremos dos criterios nuevos, válidos para series con tér- 
minos positivos, que amplían notablemente el espectro de series analizables. 
Nos van a permitir comparar una serie con términos complicados con otra más 
sencilla cuya convergencia o divergencia conocemos de antemano. 


оо 
Demostración: Рага demostrar la primera propiedad, denotemos L= У Б, y sea 


n=1 


S =a; +a, +- +a 


n 


Como 0 < a, < b,, la sucesión S,, S,, Sy ... es no decreciente y acotada 
superiormente por L. En consecuencia, debe ser convergente. De 


00 
lím S,= Y a, 
5. n=1 
se desprende que È a, converge. La segunda propiedad es lógicamente equiva- 
lente a la primera. O 


Sección 8.4 


Nota. Con el fin de verificar la úl- 
tima desigualdad del Ejemplo 2, in- 


tente probar que 2 + {п < 


pre que n > 4, 


n siem- 
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| Nota. Tal como se ha enunciado, el criterio requiere que 0 < a, < b, para todo n. 
Como la convergencia de una serie no depende de unos cuantos primeros términos, 
puede modificarse el enunciado y exigir solamente que 0 < а, < Р, para todos los n 
mayores que un cierto entero N. 


EJEMPLO 1 _ Aplicación del criterio de comparación directa 


1 


00 
Analizar la convergencia o divergencia de la serie у РЕТ 
+ 


п= 1 


Solución: Esta serie se asemeja а 


Serie geométrica convergente 


1 
|3" 


ims 


La comparación término a término da 


1 1 
A, = —— < — = 
"26:39 3" E 


Luego, por el criterio de comparación directa, la serie es convergente. O 


EJEMPLO 2 Aplicación del criterio de comparación directa 


Analizar la convergencia o divergencia de la serie y 


б е 


Solución: Esta serie se asemeja a 
о0о 
Э —тз p-serie divergente 


La comparación término a término da 


1 1 
~F S пр 1 
2 + n yn 
que no satisface las condiciones para concluir divergencia. (Recordemos que si 
al comparar los términos una serie resulta ser menor que una divergente, el 


criterio de comparación no concluye nada.) Pese a todo, puesto que seguimos 
pensando que la serie dada es divergente, la comparamos con 
со 
= Serie armónica divergente 
n=1 A 


En este caso, obtenemos por comparación 


1 
„= < — =b 
п 2+ Jn 
y del criterio de comparación directa deducimos, ahora sí, que la serte di- 
verge. 0 
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Conviene hacer notar que las dos partes del criterio de comparación directa 
exigen que 0 < a, < b, En lenguaje coloquial, el criterio dice lo siguiente 
acerca de un par de series de términos positivos. 


1. Si la «mayor» converge, la «menor» converge necesariamente. 
2. Si la «menor» diverge, la «mayor» diverge necesariamente. 


Criterio de comparación en el límite 


Con frecuencia, aunque una serie se parece a una p-serie o a una serie geomé- 
trica, uno no es capaz de establecer comparación término a término. En estas 
circunstancias, puede ser aplicable un segundo criterio de comparación, el lla- 
mado criterio de comparación en el límite (o de comparación asintótica). 


TEOREMA $8.13 


CRITERIO DE COMPARACIÓN EN EL LÍMITE + 


Supongamos que а, >0,b,>0 


donde Les finito y positivo. Entonces las dos s series > а, a У ba son ambas 
convergentes. о ambas divergentes. a 


Nota. Del mismo modo que se 
advirtió para el criterio de compa- 
ración directa, el de comparación 
en el límite puede modificarse exi- 
giendo sólo que а, y Б, sean positi- 
vos para todo n mayor que un cierto 
entero N. 


Demostración: Como a, > 0, b,>0, y (a,/b,) > L cuando n > œ, existe un N>0 
tal que 


0 < (a,/b,) <(L+1), paran > N 
Esto implica que 
О<а, < (1 + 1)Ь„ 


Por tanto, el criterio de comparación en el límite permite concluir de Іа conver- 
gencia de È №, la de È a,. Análogamente, usando el hecho de que 


: (2) | 
lím {|= = 
н о An L 


se puede demostrar que la convergencia de У а, implica la de Xb, 


EJEMPLO 3 Aplicación del criterio de comparación en el límite 


Probar que la siguiente serie armónica general diverge. 


X 1 


———, а> 0, р> 0 
„л ап + b 
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Solución: Рог comparación соп 
A 
Ры Serie armónica divergente 
n=1 A 
tenemos 
Man + by) п 1 
Ит о = Шт -—— =- 
нэх ln -«ап+Ь а 


Puesto que este límite es m 


en el límite que la serie propuesta es divergente. 


ayor que 0, concluimos del criterio de comparación 


El criterio de comparación en el límite es eficaz para comparar una serie 


algebraica complicada con 


una p-serie adecuada. Debe elegirse como p-serie 


una que tenga el término general de la misma magnitud que el término general 


de la serie dada. 


Serie dada 


Serie para comparar Conclusión 


a 1 


2 


„1 Зп? — 4п + 5 


En otras palabras, al buscar 


=== Ambas series convergen 
Ambas series divergen 
Ambas series convergen 


= 


una serie para compararla con la dada, sólo hay que 


mirar las potencias máximas del término general en el numerador y en el deno- 


minador. 


EJEMPLO 4 Aplicación del criterio 


de comparación en el límite 


Decidir si es convergente o divergente la serie у 


Solución: 


E 


„ап? + 1 


Haciendo caso omiso de todas las potencias no dominantes en el nu- 


merador y en el denominador, podemos comparar la serie con 


Al ser 


lím 


п оо 


а 
lím = = 
пэ оо п 


p-serie convergente 
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el criterio de comparación en el límite nos lleva a concluir que la serie propues- 
ta es convergente. O 


EJEMPLO 5 Aplicación del criterio de comparación en el límite 


Decidir si es convergente o divergente la serie У. 


co n2" 


Реј 4n? + 1 


Solución: Parece razonable compararla con la serie 


„а п2" п? 3 1 1 
lím — m P Буең шын. lím PET == 
пә оо b, 4n? + 1 2 n>œ 4 + (1/п ) 4 
podemos concluir que la serie dada es divergente. O 


Ejercicios de la Sección 8.4 


1. Análisis gráfico La figura muestra las gráficas de los 


diez primeros términos de cada serie y la de sus diez 
primeras sumas parciales. 


>, п3?' >, nr + 3 + 2, xy n? + 0,5 


a) Identificar la serie de cada figura. 

b) ¿Cuál de ellas es una p-serie? ¿Es convergente о 
divergente? 

c) Para las que no sean p-series, comparar sus térmi- 
nos con los de la p-serie. ¿Qué conclusión se saca 
sobre la convergencia de esas series? 

d) Explicar la relación entre las magnitudes de los 
términos de las series y las de sus sumas par- 
ciales. 


` en 
Y e 

ple Ез = FFMM п ки Ее 
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 


Gráfica de términos Gráfica de sumas parciales 


2. Análisis gráfico La figura muestra las gráficas de los 


diez primeros términos de cada serie y la de sus diez 
primeras sumas parciales. 


© 2 0 4 
2 
п=1 


У уу 
Jn к=з n — 0,5 = еч 


a) Identificar la serie de cada figura. 

b) ¿Cuál de ellas es una p-serie? ¿Es convergente о 
divergente? 

c) Para las que no sean p-series, comparar sus térmi- 
nos con los de la p-serie. ¿Qué conclusión se saca 
sobre la convergencia de esas series? 

d) Explicar la relación entre las magnitudes de los 
términos de las series y las de sus sumas par- 


ciales. 
A s 
^ A 
+ + 207 ° 
3 4 164 te 
2a’ 
ау 2 % 
з ҳо. т e 
ls eo. 87 ro . 
4 | з ? LO ad 
арфа 
а Ap e 
2 4 6 8 10 2 4 6 8 l0 


Gráfica de términos Gráfica de sumas parciales 
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En los Ejercicios 3-14, usar el criterio de comparación direc- 
ta para estudiar la convergencia de las series. 


3, 4. PESA 
2 п? + 1 2 3n? +2 
z 1 E 1 

5. 6. 
n=2N = 1 2, Jn = 1 
20 1 со 2" 

7 8. 
La 1 È og +5 
= inn a 1 

9. 10. — 
Ors 2, п? + 1 
© 1 W 1 

и. у — 12. 
nzo! n=1 3%/n — 1 

13 y У 14 y ы 

В е . 

п=0 n= 3—1 


Еп los Ejercicios 15-28, usar el criterio de comparación еп el 
límite para estudiar la convergencia de las series. 


1 
15. Ë - 


16. == == 
„1л? + 1 2, — 1 


и, Уу = 18. У 
n=0 2 


п? + 1 n=12 - 5 


со 2n? — 1 s 5n – 3 


A A 2 у 


35 + 2п + 1 a 2n + 5 


© n+3 т 1 
21. —— 22. y — 
n= п(п + 2) п=1 пп + 1) 
AO) с м. Y Е 
І п=1 п/п? + 1 ` „=1 (n + 1277! 
5 пк! У 1 
25. ‚к> 2 26. 
„үп + 1 п=1п + ./n? + 1 
27 5 | 28 5 t l 
. зеп — А - 
n=1 n n=1 Ea 


En los Ejercicios 29-36, analizar si la serie dada es conver- 
gente utilizando cada criterio una sola vez. Identificar el cri- 
terio aplicado. 

a) Criterio del término general. 

b) Criterio de las series geométricas. 

c) Criterio de las p-series. 

d) Criterio de las series telescópicas. 


e) 
Р 
8) 


29. 


30. 


31. 


32. 


33, 


34, 


35. 


36. 


37. 


38. 
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Criterio integral. 
Criterio de comparación directa. 
Criterio de comparación en el límite. 


z n 
2 (n? + 1)? 
ш 3 

п=1 n(n + 3) 


Utilizar el criterio de comparación en el límite con la 
serie armónica para demostrar que la serie È a, donde 
О<а, <а,_; diverge si lím na, # 0. 

пэ со 
Probar que si P(n) y О(п) son polinomios de grados 
respectivos j y k, la serie 


converge si j < k- 1 y diverge sij > k-—1. 


En los Ejercicios 39-42, utilizar el criterio polinómico del 
Ejercicio 38 para averiguar si la serie dada es convergente. 


39. 


40. 


41. 


42. 


1 1 1 
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En los Ejercicios 43 y 44, aplicar el criterio de divergencia 
del Ejercicio 37 para probar que la serie dada es divergente. 


№ 45, 


46. 


¿Verdadero o falso? 


7 пЎ ы 1 
c 44. — 
Э Snt + 3 


n=l 2 In п 


n= 
Consideremos la serie siguiente y su suma. 
х: 1 2 


5 л 


A Qn- 1 8 


a) Verificar que la serie es convergente. 
b) Completar la tabla con ayuda de la calculadora. 


ODE 
E 


c) Hallar, a mano, la suma de la serie 


7а 1 


уу 


„=з a =P 


Explicar cómo se ha obtenido la suma. 
d) Hallar con la calculadora la suma de la serie 


РЯ А 
к (Qn — 1)? 


Para pensar 
la serie 


Da la impresión de que los términos de 


1 1 1 1 
24. + + + + ... 
1.000 1.001 1.002 1.003 


son más pequeños que los correspondientes de la serie 
convergente 


Si eso es cierto, la primera serie debe ser convergente. 
¿Lo es? ¿Por qué sí o por qué no? Explique por escrito 
cómo afecta al carácter convergente o divergente de 
una serie la inclusión o exclusión de un número finito 
de sus primeros términos. 


En los Ejercicios 47-50, discutir si el 


enunciado es correcto. Si no lo es, explicar la razón o dar un 
ejemplo que muestre su falsedad. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


ж. х 
SiO <a, < b, y Y а, converge, entonces У b, 

n=1 n=1 
diverge. 

X A 
SiO < а, ло © b,y Y Б, converge, entonces Y a, 
п= 1 n=} 

converge. 


x. 
Sia, + b, < с,у У с, converge, entonces las series 


u 1 
pe Ki 


у. Any y hb, convergen ambas. (Suponemos que los 
п= 1 п= 1 


términos de todas estas series son positivos.) 


X 
Sia, <S b, +c, y Y a, diverge, entonces las series 
п= 1 


х. х 
У ру У с, divergen ambas. (Suponemos que los 


n= 1 n=1 
términos de todas estas series son positivos.) 


Probar que si las series de términos no negativos 


Za у Èh, 


п= 1 п 1 


son convergentes, entonces también es convergente la 
serie 


Usando el resultado del Ejercicio 51, probar que si la 
serie de términos no negativos 


a 
У а, 


n=1 


converge, también es convergente la serie 


Hallar dos series que ilustren el resultado del Ejerci- 
cio 51. 


Hallar dos series que ilustren el resultado del Ejerci- 
cio 52. 


Sean 2 a, y 2 Б, dos series de términos positivos. De- 
mostrar lo siguiente. 
а 
а) Si lím ~ =0 y Y b, converge, entonces Y a, tam- 
п о 


bién converge. 


56. 


57. 


58. 


Ejercicios de la Sección 8.4 


a 
b) Si Ит == оо y > b, diverge, entonces E a, tam- 


п 0 


bién diverge. 


Hallar dos series que ilustren el resultado del Ejerci- 
cio 55. 


Para pensar La figura muestra los 20 primeros tér- 
minos de la serie convergente 


y los 20 primeros de la serie 


W 
У а 


n=1 


Identificar las dos series y explicar cómo se ha tomado 
la decisión. 


Investigación En cada lado de un triángulo equiláte- 
ro de lado 9 centramos un triángulo equilátero de lado 
3. En cada lado de cada uno de éstos centramos un 
triángulo equilátero de lado 1. Continuar este proceso, 
de modo que en el siguiente paso centramos en cada 
lado de los triángulos de lado 1 un triángulo equilátero 
de lado 1/3, y así sucesivamente. Así se forma el copo 
de nieve de Koch, citado en la motivación del capítulo, 
Utilizar series para calcular, si es posible, el área y el 
perímetro de la figura adjunta. 
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8.5 
Series alternadas 


CONTENIDO = 
Series alternadas = 


Resto de una serie alternada = Series alternadas 
Convergencia absoluta y condicional = 


Reordenación de series = Hasta ahora sólo hemos analizado series de términos positivos. En esta sección 


y en la próxima estudiaremos ya series con términos positivos y negativos. El 
tipo más sencillo de tales series lo constituyen las llamadas series alternadas, 
cuyos términos alternan en signo. Por ejemplo, la serie geométrica 


со 1 п 00 
2 (-3) - 2,0" 
п= 0 п= 0 
1 1 1 1l 
=l--+---+—- 
2 4 8 16 
; Es: 1 y 
es una serie geométrica alternada con r = “э Las series alternadas pueden 


tener positivos sus términos pares o sus términos impares. 


Demostración: Consideremos la serie alternada E(-1** a,. Su suma parcial 


| Nota. La segunda condición del (donde 2n es par, claro está) 
criterio de series alternadas puede 
modificarse exigiendo sólo que San = (а, — 43) + (az — а) + (a5 — а) + +(а„_,— Azn) 


0 < a,,+, < a, para todos los п 


mayores que un cierto entero N. tiene todos sus términos no negativos, luego (S,,) es una sucesión no decre- 


ciente. Ahora bien, podemos escribir asimismo 
San = ау — (а — аз) — (a4 — as) — + — (й„-›-— @›-1) 


lo cual implica que 5,, < a, para todo entero n. Así pues, (S,,) es una suce- 
sión acotada, no decreciente que converge a algún valor L. Como 8», -1 – а, = 
= 5,, y 47, > 0, tenemos 

lím S,,-, = lím Sa, + lím Aan 


п> 00 п о 


L+ ím a», 


n> 


=L 


Sección 8,5 


| Nota. La serie del Ejemplo 1 se 
llama serie armónica alternada. 
Volveremos a ella en el Ejemplo 6. 


| Nota. Al hilo del Ejemplo За, nó- 
tese que siempre que una serie al- 
ternada no satisfaga la primera con- 
dición del criterio de series alter- 
nadas, se puede utilizar el criterio 
del término general para concluir 
que la serie es divergente. 
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Puesto que ambas, S3, y 5», 1, convergen al mismo límite L, se sigue que 
{$„} converge también a L. En consecuencia, la serie alternada dada es con- 
vergente. [2] 


EJEMPLO 1 Aplicación del criterio de series alternadas 


0.8] 


г К р 1 
Analizar si es convergente la serie У (-1)"** – 


n=1 
Solución: Como 


1 1 
<- 
n+1 n 


para todo п y el límite (рага n > оо) de 1/n es 0, es aplicable el criterio de 
series alternadas, del que concluimos que la serie dada converge. 


EJEMPLO 2 Aplicación del criterio de series alternadas 


оо 
Е Е А п 
Averiguar si es convergente la serie У Соус! 
= 


Solución: Соп el fin de poder aplicar el criterio de series alternadas, observemos 


quen > 1 


1 n 
= © 
2 n+l 
gro n 
2 “n+l 
(n+ 1271 < 
n+1 n 


n 


л 

з 

ho 
3 


2"- 1 
Por tanto, а, у, = (п + 1)/2" < п/2"-! = a, para todo п. Además, Іа regla de 
L’ Hôpital da 
x 1 n 

Ит — = lím ————=0 ЕТУ lím ——=0 

x>% 2471 хә оо 2х 1(а 2) n> o DAA 
Por consiguiente, el criterio de series alternadas asegura la convergencia de la 
serie dada. O 
EJEMPLO 3 Casos en que el criterio de series alternadas no decide 
а) La serie alternada 


SENA 2 345 6 


> 


= + = – РХ 
5 n ias 


cumple el segundo requisito del criterio de series alternadas, ya que 
4, +1 © a, para todo n, pero no el primero. En consecuencia, el criterio no 
es aplicable. Y, de hecho, esa serie es divergente. 
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b) La serie alternada 


2] 2 MU AA 
+--+ + +o 
12223344 


satisface la primera condición, porque a, tiende a cero cuando n —> ос, pero 
no la segunda, de manera que no se le puede aplicar el criterio. Para ver que 
la serie diverge, podemos argumentar que $), es igual a la N-ésima suma 
parcial de la serie armónica divergente. Eso implica que la sucesión de las 


sumas parciales es divergente y, por tanto, la serie también. L 


Resto de una serie alternada 


La suma $ de una serie alternada convergente se puede aproximar por la 
suma parcial Sy. El próximo teorema informa sobre el error cometido al 
tomar Sy como valor aproximado de la suma exacta 5. 


TEOREMA 8.15. 


Demostración: La serie obtenida al suprimir los N primeros términos de la serie 
dada cumple las condiciones del criterio de series alternadas y tiene por suma Ry. 


ос N 


y Ep a,- y Da, 


n=1 n=1 


EN ау+у + (=) +! An+2 + (=)? ауаз Ж 


Ку = 5 – 5, 


N 
= (-1)' (аууу арі + аууз) 


|Ry| = ау = Oya + ауаз ауа + ауу 7 


= ару (ау+2 7 ауъз) — (анъа Ayas) = 00 < Ay 


En consecuencia, |S – 5; = [А < ауу |, con lo queda demostrado el teo- 
rema. 


EJEMPLO 4 Cálculo aproximado de la suma de una serie alternada 


Aproximar, tomando la suma de sus seis primeros términos, la suma de la serie 


РЕ СШ l l l l 1l 
Y Ely === 4 + ыз 
п! 11 21 3! 4! 5! 6! 


n=1 


Solución: La serie es convergente, por el criterio de las series alternadas, ya que 


1 Al Ls 
(n + 1)! Бү ые ы 


Sección 8.5 


| | mas adelante, en la 
= Sección 8:10, ésta- 
remos en condiciones de 
probar que la serie del Ejem- 
plo 4 converge а a 


е- | 


ае 0,63212 


De momento, utilice Іа cal- 
culadora para estimar la 
suma de la. serie, ¿Cuántos 
términos son necesarios para 
lograr un valor aproximado 
que difiera del exacto en me- 
nos де 0,00001?-: 
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La suma de sus seis primeros términos es 


1 1 1 1 


5, = 1 Е 
е 5 6 24 ' 120 720 


= 0,63194 
y, por el resto de las series alternadas, sabemos que 


IS = Sel = |R] < a; = = 0,0002 


5.040 


Por tanto, la suma 5 está entre 0,63194 — 0,0002 y 0,63194 + 0,0002, y conclui- 
mos que 


0,63174 < S < 0,632 14 


Convergencia absoluta y condicional 


En general, una serie tiene términos positivos y términos negativos pero no es 
alternada, como ocurre, por ejemplo, con la serie 

= senn зеп 1 sen2 sen3 
У: 22 = е ш 
z 1 4 9 


1 A 


Una forma de obtener información sobre su convergencia consiste en investi- 
gar la convergencia de la serie 


Por comparación directa, vemos que |sen n| < 1 para todo n, luego 
sen n 


2; 
п 


Así pues, el criterio de comparación directa asegura que la serie X |(зеп n)/n?| 
es convergente. Ahora bien, la cuestión sigue siendo ¿converge la serie origi- 
nal? El próximo teorema contesta afirmativamente. 


TEOREMA 816 


| CON VERGENCIA ABSOLUTA 


E Si la serie z а al es › convergente, la serie Èa, timbién és convergente. 


Demostración: Сото 0 < a, + |а, < 2la,| para todo n, la serie 


154 
È (a, + |0,) 
n=1 
converge, por comparación con la serie convergente 


y 2la,, 


n=1 
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Además, puesto que а, = (a, + |а,]) — la, |, podemos escribir 


90 оо 00 


5 a, = Y (a, + la) — У \а, | 


п= 1 п= 1 п= 1 


donde ambas series de la derecha convergen. Por tanto, se sigue que È а, 
converge. 


El recíproco del Teorema 8.16 es falso. Por ejemplo, la serie armónica 
alternada 


е (с) 1 1 11 
лс =з и 


п= 1 


+- 


converge, por el criterio de las series alternadas. Sin embargo, la serie armóni- 
ca diverge. Este tipo de convergencia se llama convergencia condicional. 


EJEMPLO 5 Convergencia absoluta y convergencia condicional 


Averiguar cuáles de estas series son absolutamente convergentes, condicional- 
mente convergentes o divergentes. 


es) (= 1)" 1)/2 _ 1 1 1 1 


o + + „э алый 
a 2 3" 39 27 81 
= ED 1 1 1 1 
Ь = = И 
ED m2 1n 3 In 4% hns 


2 (In О! 1! 2! 3! 
o y э" ST CS 


n=1 


e (yr 1 1 1 1 


0 2, E Ыса ДИГА 


Solución: 
a) Esta serie no es alternada, pero como 


00 (1) 1)? [20] 1 


у уе 


n=1 n=1 


es una serie geométrica convergente, el Teorema 8.16 nos lleva a concluir 
que la serie dada es absolutamente convergente (y por tanto convergente). 
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PARA MÁS INFORMACIÓN 
Georg Friedrich Riemann 
(1826-1866) demostró que si E а, 
es condicionalmente convergente y 
$ es cualquier número real, se 
puede efectuar una reordenación en 
esa serie, de manera tal que la 
nueva serie sea convergente con 
suma $. Para más detalles, véase el 
artículo «Riemann's 

Rearrangement Theorem» de 
Stewart Galanor en Mathematics 
Teacher, noviembre 1987. 
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b) En este caso, el criterio de las series alternadas garantiza la convergencia 
de la serie dada. Sin embargo, la serie 


00 


Ci) 1 1 1 
= + + 
in (n + 1) In2 әз In4 


+ е 


n=1 


diverge, como se ve por comparación directa con la serie armónica. En 
consecuencia, la serie dada es condicionalmente convergente. 
c) Del criterio del término general se deduce que esta serie es divergente. 
d) El criterio de las series alternadas demuestra que esta serie es convergente. 
Por otra parte, la p-serie 


оо 


£ 


n=1 


ENE E E ИИ 
A 


es divergente, luego la serie dada es condicionalmente convergente. O 


Reordenación de series 


Una suma finita, digamos 1 +3 — 2 + 5 — 4, se puede reordenar sin que su suma 
se vea afectada. Por el contrario, eso no es cierto, en general, para las series 
(sumas infinitas), pues depende de que la serie sea convergente absolutamente, 
en cuyo caso toda reordenación tiene la misma suma, o condicionalmente. 


EJEMPLO 6 Reordenación de una serie 


La serie armónica alternada es convergente con suma Іп 2. Es decir, 


> (у! 1 = 


11 1 
=--—+-2--+=ш2 
BEI n 1234 


(Véase Ejercicio 43 de la Sección 8.10.) Reordenar la serie para producir una 
suma diferente. 


Solución: Consideremos esta reordenación 
l 1 1 1 1 1 1 1 
l----+---- - — +- 
4 3 6 8 5 10 12 7 14 


1 11111 1 
Z [i= + ы + кан + —... = —(1п 2) 
2 23 4 5 6 7 2 


Reordenando la serie original, hemos obtenido una serie cuya suma es la mitad 
de la inicial. [Г] 
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Ejercicios de la Sección 8.5 


En los Ejercicios 1-4, asignar a cada serie la gráfica que 
muestra su sucesión de sumas parciales. 


a) a, b) a, 
^ 104 
И ы 4 0009000 
4° о 900 000еоо 83 .? 
3 Te 
2 285: 
1 ка 2 т 
Hidep та тани рен ае о 
24 6 8 10 : 2 4 6 8 10 
с а, а а, 
) A ) А 
87 6те 
e ¿ao ...... 57 totor... 
e 47 
47 3т 
| 2:5 
21 1+ 
An O O SE 
24 6 8 10 |2 4 6 8 10 
са 6 ос (=: 6 
1 2 155 2. У 2 
п=1 n п= 1 п 
y 10 4 $ Ep? 10 
п=1 п2" Ё п=1 п2" 


№ Análisis numérico y gráfico Еп los Ejercicios 5-8, а) Utili- 
zar la calculadora para hallar la suma parcial $, indicada y 
completar la tabla. b) Representar en ella las diez primeras 


о ( put! 
11. 
2. 2n — 1 
X (iy п? 
13. тозу 
>, п? + 1 
о (-1y 
T 
n=1 A 
iz © (=10)"+: (п + 1) 
nazi dn (п + 1) 
Е 2n — 1 
19. У: вп. = А 
n=1 2 
ә ] 2n — 1 
21. У -se _ 
n=1 A 2 
© => п 
2з. у 0 
n=0 п! 
о (| n+1 
5. 5 0 ут 
pani n+2 


20 2(—1)"*1 © 


7. Y 


п 
п=1ё — п= 


-n 


© 2 pr?! Ж 


28. Y 


4er + e 


=p 
n=1 


12. 


14. 


16. 


18. 


20. 


22. 


24. 


26. 


© (=D In (n + 1) 


n 


Y (=1)"*! cosech п 
=1 


Y ED"! sech n 


+ 1 


sumas parciales y una recta horizontal cuya ordenada sea la 
suma. с) ¿Qué comportamiento tienen esos puntos respecto 
de la recta horizontal? La distancia de los puntos a la recta 
¿crece o decrece? d) Discutir la relación entre las respuestas 
а с) y lo dicho acerca del resto de las series alternadas en el 
Teorema 8.15. 


20 


En?! т л? 


© Ep? 1 


Y — =- 


„е лс Дус a 


00 Ep! 


Y ——— = sen 1 


„=1 (2л — 1)! 


En los Ejercicios 9-28, averiguar si la serie dada es conver- 


gente o divergente. 


2) (par 


9. 


n=1 


n 


o (pr? in 


n=1 2n - 1 


% En los Ejercicios 29-34, a) determinar, usando el Teore- 


ma 8.15, cuántos términos hay que considerar para aproxi- 
mar la suma de la serie con un error menor que 0,001, y b) 
usar la calculadora para aproximar la suma de la serie con 
error menor que 0,0001. 


a —1 п 1 E aj n 1 
29. у у 30. ye МЕ Е 
„Зо A! е „20 2" и! Je 
© р) ©% (-]y 
31. soa мие 32. 5. у де] 
n=0 (2n + 1)! ` n=0 (2n)! 
o (| n+i о (| n+1 5 
33. yA ) = In 2 34. EN) = In – 
ТЯ ом" ЧА 


En los Ejercicios 35 y 36, determinar, por el Teorema 8.15, 
cuántos términos hay que considerar para aproximar la suma 
de la serie con un error menor que 0.001. 


© (=1)"+: 


35. Y 


3 
a 2n” — 1 A 


En los Ejercicios 37-52, investigar 51 la serie es absolutamen- 
te convergente, condicionalmente convergente o divergente. 
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Ра =f n+1 га =1 n+1 
о. a O 

n=1 АТ + п=1 AR + 

Ж ( py › Ep 


40. У 


39. 2 г. 


% (1 tti „2 = —1 п+1 2 3 
dia E, е а 
a (п+1)° i п +10 

< y E ' 
43. 44. ye” 

2, тл PA | s 

а Cl) n © (Тук? 
45. 46. ERE EAN 

2, no-l 2, пі? 


de рес # т г 


nzo (2и + 1)! a=0¿/n + 1 


COS пл = 
49, 50. —1)"*! arctg п 
n=0 A + 1 2 | 6 
51, y Sa 52. 5 sen[Qa – 1)]л/2 
n=1 п n=1 п 


53. Probar que la p-serie alternada 


© 1 
E cuz) 


converge si p > 0. 


8.6 


CONTENIDO = 

El criterio del cociente = 

El criterio de la raíz = 

Estrategias para analizar la convergencia de series = 


El criterio del cociente 


El criterio del cociente y el criterio de la raíz 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 
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Demostrar que si È |а„| converge, entonces È а; con- 
verge. ¿Es cierto el recíproco? Si no lo es, dar un ejem- 
plo que muestre su falsedad. 


Usando el resultado del Ejercicio 53, dar un ejemplo de 
p-serie alternada convergente cuya correspondiente 
p-serie sea divergente. 


Ilustrar con un ejemplo la afirmación del Ejerci- 
cio 54. 


Hallar todos los valores de x para los que la serie 
2 (x"/n) converge a) absolutamente, b) condicional- 
mente. 


La siguiente demostración de que 0 = 1 es incorrecta. 
Detectar el fallo del argumento. 


0=0+0+0+-- 

=(1- р +0 - 0+0=0) + 
+ (1+0) + (1+ 0+ 
1+0 +0 +... 

= 1 


¿Verdadero o falso? Еп los Ejercicios 59 у 60, discutir si 
el enunciado es cierto o falso. Si es falso, explicar por qué. 


59. 
60. 


Si È a, y У(—а„) convergen, entonces È |а„| converge. 


Si 2 a, no converge, entonces È |а„| no converge. 


El criterio del cociente y el criterio de la raíz 


Esta sección se inicia con un criterio de convergencia absoluta, el criterio del 


cociente. 
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ADVERTENCIA АІ aplicar al 
criterio del cociente suele ser 
necesario simplificar cocientes o 
factoriales. Así, en el Ejemplo 1 
nótese que 


п! Е п! Е 1 
(п + DI (+ Dal n+l 


Series 


Demostración: Para demostrar la propiedad 1, supongamos que 


а {да+ 
Zt r<] 


y tomemos un R tal que 0 < r < R < 1. Por definición de límite de una 
sucesión, existe algún N > 0 tal que |а, , ,/a,] < R para todo n > М. Por tanto, 


lay +11 < 16314 
lay yal < 16 +11Е < lay |А? 


lay +31 < lay y ¿1R < lay |R? < |а|? 


La serie geométrica Y а |А" =|ay|R + lay|R? + --- + |а А": es convergen- 
te, luego, por el criterio de comparación directa, la serie 


00 
Ў [Ay +, = (Ay y 11 + lay 21 + + lay + 
п= 1 
también lo es. En consecuencia, la serie È |а| converge, уа que la supresión de 
un número finito de términos (л = N — 1) no afecta a la convergencia. Por tanto, 
del Teorema 8.16 se deduce que la serie У a, converge absolutamente. La 
demostración de la propiedad 2 es análoga y se deja como ejercicio (Ejerci- 
cio 68). O 


| Nota. El hecho de que el criterio del cociente no pueda concluir nada cuando 
|а, + 1/a,1 > 1 queda confirmado al comparar las series È (1/n) y E (1/n?), divergente la 
primera y convergente la segunda, que cumplen ambas la condición 


lím anti) 
пэ о а, 


Si bien el criterio del cociente по es la panacea universal en cuanto a con- 
vergencia de series, es particularmente útil para aquellas series que convergen 
rápidamente. Muchas de las series que contienen factoriales o exponenciales 
son de este tipo. 


EJEMPLO 1 Aplicación del criterio del cociente 


о п 


Discutir si es convergente la serie y Эл 
Ton! 
n=0 


Solución: De a, = 2"/п!, se sigue que 


2"+1 2" 
ит PEL = ниш | + E 
п> a пэ | (п + 1)! n! 


2"+1 n! 
lím | ———= 


„== | (a + 1)! 2" 


y 2 
= lím —— 

пәп + 1 
=0 


Por tanto, la serie es convergente. ар 
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EJEMPLO 2 Aplicación del criterio del cociente 


Averiguar si son convergentes o divergentes las series 


[24] п22"+ 1 © п" 
Д = d у— 

п=0 п=1 A: 
Solución: 


a) Esta serie converge, ya que el límite de |а, , ,/a,] es menor que 1 


А а, А 2"+2 3" 
а те С + {жт} эт) 
Un + 1) 

= lí Е 
п со Зп 
2 

=-=<l 
3 


b) Esta serie diverge, porque el límite de |а, , 1/4, es mayor que 1 
=~ [n+ 1! /n! 
= lím | =——|-— 
n> о (п + 1)! п" 
от + 1) 21 
= lím | =——=—|-— 
пә о (п + 1) п" 


„ (n+l 
= ím ——_— 


n> со n 


Ж ЖО, 
lím (1 +- 
п со п 


=е>»1 O 


an+1 
a 


lím 


п-э оо 


п 


EJEMPLO 3 Un caso en que el criterio del cociente no decide 


00 
Estudiar si es convergente o no la serie y El)” 


n=1 


n+1 


Solución: El límite de [a,,, ,/a,| es igual a 1 


ea 


Й | n + (e + 3) 
lím 
п о п +2 


= /10) 
= 1 


an+: 
a 


lím 


п о0о 


п 


= 
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Así pues, el criterio del cociente no es capaz de concluir nada. Para saber si 
la serie es convergente, es preciso recurrir a otro criterio. En este caso, al 
criterio de las series alternadas. Con el fin de probar que a, + < & deno- 
temos 


Entonces, la derivada es 


=x + 1 


ENE 


Como la derivada es negativa en x > 1, sabemos que f es decreciente. Asimis- 
mo, por la regla de L’ Hôpital, 


lím SL lím 1O/x 
1 


хэю X + x>w 
1 
x>002. /x 


0 


РА 


1 
3 


Ш 


Por consiguiente, el criterio de las series alternadas asegura que la serie dada es 
convergente. 


La serie del Ejemplo 3 es condicionalmente convergente, ya que la serie 


У la, 


n=1 


оо 
diverge (рог comparación directa con 2 1 I), pero la serie У a, converge. 
n=1 


El criterio de la raíz 


El criterio que vamos a presentar a continuación es especialmente adecuado 
para analizar la convergencia o divergencia de series que contienen potencias 
n-ésimas. Su demostración es análoga a la del criterio del cociente y se deja 
como ejercicio (véase Ejercicio 69). 
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EJEMPLO 4 Aplicación del criterio de la raíz 


2n 


00 
À Я Е е 
Averiguar si es convergente la serie y 5, 
п=1 A 


Solución: Podemos aplicar el criterio de la raíz: 


lím 37а, |= lím "/—— 


n> wW n> со n 


11 
Б 


Ї 
5 
| 


Puesto que este límite es menor que 1, se sigue que la serie es absolutamente 
convergente (y convergente, por tanto). 


PARA MÁS INFORMACIÓN Para apreciar la ventaja del criterio de la raíz en el estudio de la serie del 
Sobre las ventajas del criterio de la Ejemplo 4, intentemos aplicarle el criterio del cociente, que exige hallar el 


raíz, véase el artículo «N! and the límite 
Root Test» de Charles C. Mumma 
у е?" + 1) | е?" 
= lím tE 
п со (n + 1) п" 
п 


П en The American Mathematical 
Monthly, septiembre 1986. 
п 
lím e? —“— 
n>% (n + 1 y ta 


п 1 
lím e? — 
n> со n+l п +1 


=0 


1 


mucho más difícil de evaluar que el límite asociado al criterio de la raíz en el 
Ejemplo 4. 
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Series 


Estrategias para analizar la convergencia de series 


Ya disponemos de diez criterios de convergencia (véase el resumen en la tabla 
de la página siguiente). La elección del más adecuado sólo se aprende a base de 
práctica. Los consejos que siguen ayudan a dar con la opción apropiada. 


En ocasiones, claro está, es posible aplicar más de un criterio. Sin embargo, el 
arte está en aprender a elegir el más eficaz. 


EJEMPLO 5 Aplicación de la estrategia para investigar series 


Averiguar si son convergentes las series 


00 п + 1 со T n 00 5 оо 1 
—— b — а а ———— 
e 2 3n + 1 | 2, E © = i PA 3n + 1 
= 3 2 n! < fn+1 Y 
Е p PS ллы ыы 
o EU Èr oF G :) 
Solución: 


a) El límite de su término n-ésimo no es 0 (a, э} cuando п э оо), así que, por 
el criterio del término general, la serie diverge. 

b) Esta serie es geométrica y de razón menor que 1 (r = 7/6), luego es con- 
vergente. 

c) Como la función f(x) = хе se integra fácilmente, podemos aplicar el 
criterio integral para concluir que la serie es convergente. 

d) El n-ésimo término de esta serie se puede comparar con el de la serie 
armónica. Usando el criterio de comparación en el límite deducimos que 
la serie dada es divergente. 

e) Es una serie alternada cuyo término general tiende a 0 y además cumple 
a, +1 < а,, de manera que, según el criterio de series alternadas, la serie 
converge. 

f) El término general de esta serie contiene un factorial, lo que sugiere la 
conveniencia del criterio del cociente. En efecto, ese criterio lleva a con- 
cluir que la serie es divergente. 

g) El n-ésimo término de esta serie contiene una potencia n-ésima, de modo 
que parece conveniente usar el criterio de la raíz. De hecho, es fácil dedu- 
cir de él que la serie en cuestión es convergente. [1 
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Resumen de criterios para investigar la convergencia de series 


Criterio 
со 
Término n-ésimo У; 
n=1 
00 
Series geométricas y 
n=0 
90 
Series telescópicas y 
p-series 


Series alternadas 


Integral 
(f continua, positiva 
y decreciente) 


Raíz 


Cociente 


Comparación directa 
(ap b, > 0) 


Comparación en el 
límite (o asintótica) 
(а, b, > 0) 


Serie 


ar" || < 1 
(Б, = bna) lím b,=L 
p>1 


0 < а„,, <a 
y lím a, =0 


n> со 


п 


| FG) dx converge 
1 


lím /a,| < 1 
пә со 


El criterio del cociente y el criterio de la raíz 


|| > 1 


| fœ) dx diverge 
1 
lím /la,| > 1 


a 
++» | 


O< b, <a, 
[9,0] 


у Y Б, diverge 


п=1 


у Y b, diverge 


n=1 
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À ү | Й í | 
п о 


Este criterio no sirve para 
demostrar la 
convergencia 


Resto |Ry] < ayy 1 


Resto: 


о<яу< [| уо 
N 


El criterio no concluye 
nada si 


lím 2а, = 1 
n> со 


El criterio no concluye 
nada si 


a |бл+ 
ím H] =] 


пә со 
а, 
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Ejercicios de la Sección 8.6 


En los Ejercicios 1-4, verificar la fórmula. 


(п + 1)! Eos | 
aa + DAD 
(2k ~ 2)! Е 1 


2D! ОЮОК- 1) 


3. 1-35 2k a 
A E т 
1 201025 — 3)Qk — 1 
4. == ( X ) k23 
1:3-5- (2k-5) (2)! 


Еп los Ejercicios 5-8, asociar cada serie соп la gráfica de su 


DEJE 


ЕЕ 


- En los Ejercicios 11-30, usar el criterio del cociente para in- 


vestigar la convergencia de la serie. 
11 > - 12 5 2 
А — А n| = 
3" = 3 


Б] 3" 90 3 п 
13. У — 14. У (5) 
2; 


sucesión de sumas parciales. пои! п=1 
X n W n 
a) а, b) а, 15. y Эп 16. y эл 
¿Es o 3 A п= | п=1 
| T ecccoooeoo o 2п e ү] n+1 +2 
se „°*°** n=1 A n=1 n(n + 1) 
Did и © (рут 2 O 13/2 
a+ 2 66 810 19. У =D 20. У ЕСА 
44 ө n=0 n! =1 п 
Son! 2 (2n)! 
21. y = 22. y Е 
с) а, а) а, п=1 73 п= A 
А 4 
21 37 .. ае м. у” 
КЕ. . » aa Я се 
f ........ De КЫ Ei Ет 
Ф Н е 
tá КИ е са 3" © ! 2} 
2 зс A ы ыу. 
E As E da. „(п +1) „Zo (30)! 
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 z д" © ( 1) gan 
27. y _ 28. OE 
ao 30 + 1 по (2п + 1)! 
РА 3 п га 3 n 1 PA п+1 
Z ойы и ука E -I ! 
07 AA a EN 
n=1 n=1 Е „50173-5 --- (2n + 1) 
“ (—3)"*! 2 ED 4 2 (1) 2-4-6- (2n) 
7. у, У, Беа 30. y 
azi A! nzi Qn)! S258 (301—1) 


En los Ejercicios 31 y 32, verificar que el criterio del cocien- 
te no concluye nada para la p-serie dada. 


N Investigación numérica, gráfica y analítica Ел los Ejerci- 
cios 9 y 10, a) comprobar que la serie converge, b) completar 
la tabla, hallando en la calculadora la suma parcial S„ с) 


representar en la calculadora las diez primeras sumas parcia- o al A 
q E a ТҮ г сд 31. а) У, 3/2 32. а) X ЕС. 
les, d) usar esa tabla para estimar la suma de la serie, y е) (эе N 
explicar la relación entre la magnitud de los términos de la 
Я к К р 20 W 
serie y el ritmo de acercamiento de la sucesión de sumas ь У | by 1 
parciales a la suma de la serie. E пі? „1 п? 


Ejercicios de la Sección 8,6 


En los Ejercicios 33-40, estudiar la convergencia de la serie 
mediante el criterio de la raíz. 


о; п 00 9 п 
У 34. ( " 
„21 \2п + 1 п=1 МЛ + 1 


© (iy 


© —2п 3н 
35. 36. 
2, (In ny рУ E + ) 


37. У QUn+1y 38. Ye” 
n=1 n=0 


І 1 1 1 
+ + + + o... 
(In 33 (n 4# (1а 5) (Пп б)® 


39. 


2 3 4 5 6 
+> t= tatae 
з 3? 39 


40. 1+ ЭЗ * 35 


Еп los Ejercicios 41-58, determinar si la serie es convergente 
o divergente recurriendo al criterio más adecuado. Identifi- 
car el criterio utilizado. 


© Ep 5 © 5 
41. —— 42. — 
2, п > n 
x 3 © п 
8. у —— 44. Y G) 
n=1 n/n n=1 4 
E 2n ES n 
45. 46. > 
"Түп +1 БЕ жы 
2 (_]|ү з"—2 00 10 
а. У чо ж 48. == 
п= 1 2 ч n=1 3 n? 
Z 10n + 3 < 2 
9. у 3 50. E 
al A l 
E Cos n 2 Ely 
51. 52. 
р 27 2 nlna 
< nT" 2 Inn 
53. — 54. DAR 
i 2 n! 2 n? 
ES Epa 1 © (—1)”3" 
55. AR 56. 
2, п! рУ п2" 
© -3y 
y y 20 
зба е Qn + l) 


Ы ааа а 
Е 18'2n = Da! 
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En los Ejercicios 59-62, identificar las dos series que son 


idénticas. 
59. а) 35 60. a) Ы (0) 
b) ` = b) 2 (n+ Т0] 
J ж 
61. a) Lo” 62. а) 2.7 
a VE 


En los Ejercicios 63 y 64, escribir una serie equivalente con 
el índice de suma empezando en n = 0. 


w 20 2" 


= 6. У 


63. = _—— 
„21 Y n=2 (п = 2)! 


Ае En los Ejercicios 65 у 66, a) determinar cuántos términos 


hay que sumar para aproximar la suma de la serie con un 
error menor que 0,0001, y b) aproximar con la calculadora la 
suma de esa serie con error menor que 0,0001. 


00 ay 20 
66. 
240 з 1 


k=0 


3% 
-3-5 (2k + 1) 


k=1 


67. Redacción Alguien le dice que los términos (positi- 
vos todos ellos) de una serie parecen tender muy depri- 
sa a cero y que, en particular, a, = 0,0001. Sin más 
información, ¿implica eso que la serie converge? Con- 
firme su conclusión con ejemplos. 


68. Demostrar la propiedad 2 del Teorema 8.17. 


69. Demostrar el Teorema 8.18. (Ayuda para la propiedad 
1: Si el límite es r< 1, tomar un número real R tal que 
r< К < 1. Por definición de límite, existe algún N > 0 


tal que ¿/la,| < R para n > N). 


70. Redacción Leael artículo «A Differentiation Test for 
Absolute Convergence» de Yaser S. Abu-Mostafa en 
Mathematics Magazine, septiembre 1984. Redacte 
unas líneas explicando el criterio. Apoye la respuesta 
con ejemplos, tanto de series convergentes como de se- 
ries divergentes. 
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CONTENIDO = 
Aproximaciones polinómicas 
de funciones elementales = 
Polinomios de Taylor y de Maclaurin = 
Resto de un polinomio de Taylor = 


Р(с) =f(c) 
Р' (с) = (с) 


A а 


/ (с. fc) 


FIGURA 8.10 
Cerca de (с, (с), la gráfica de P sirve 
como aproximación de la gráfica de f. 


FIGURA 8.11 
Р, es la aproximación polinómica 
de grado 1 para f(x) = e”. 


а 


Series 


8.7 
Aproximación por polinomios de Taylor 


Aproximaciones polinómicas de funciones elementales 


El objetivo de esta sección es enseñar a usar las funciones polinómicas como 
aproximaciones de otras funciones elementales. Para hallar una función poli- 
nómica P que aproxime a otra función f, empezamos eligiendo un número c en 
el dominio de f en el que P tomará el mismo valor, es decir 
P(c) = fc) Las gráficas de f y P pasan por (с, f(c)) 
Se dirá que la aproximación polinómica está centrada en c. Geométricamente, 
exigir P(c) = f(c) significa obligar a la gráfica de Р a que pase рог (с, f(c)). Ni 
que decir tiene que hay muchos polinomios que satisfacen esa condición. 
Nuestro empeño consiste en encontrar uno cuya gráfica sea parecida a la de f 
en las proximidades de ese punto. Una forma de lograrlo consiste en imponer la 
condición adicional de que la pendiente de la función polinómica sea la misma 
que la de f en el punto (с, f(c)). 
P(c) = (с) Las gráficas de f y de Р tienen la misma pendiente еп (с, f(c)) 


Con esos dos requisitos obtenemos una aproximación lineal simple de f, como 
muestra la Figura 8.10. 


EJEMPLO 1 Aproximación de f(x) = e* por un polinomio de grado uno 

Dada la función f(x) = e”, hallar un polinomio de grado uno 
Р(х) = ау + a,x 

cuyo valor y cuya pendiente en x = 0 coincidan con los de f. 


Solución: Сото f(x) = e” y f'(x) = ех, los valores de f y de su pendiente en 
x=0son 


/ (0) = е® = 1 


РО) = е9 = 1 
Puesto que P,(x) = a, + a,x, podemos usar la condición P,(0) = f(0) para 
concluir que ay = 1. Además, como P,'(x) = ау, de la condición P,'(0) = /'(0) 
se deduce a, = 1. Por tanto, 


Р(х) =1+х 


La Figura 8.11 muestra las gráficas де Р(х) = 1 + ху f(x) = e”. [1 
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мое Д 


2 
FIGURA 8.12 
P, es la aproximación polinómica 
de grado 2 para f(x) = œ. 
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| Nota No es en el Ejemplo 1 la primera vez que empleamos una función lineal para 
aproximar otras funciones. El mismo procedimiento se utilizó ya como base dei método 
de Newton en la Sección 3.8. 


En la Figura 8.11 vemos que en los puntos cercanos al (0, 1) la gráfica de 
Рү(х)=1+х Aproximación de grado 1 


es razonablemente parecida a la de f(x) = ех. Sin embargo, al alejarnos de (0, 1) 
las gráficas se separan y el parecido se va perdiendo. Con el fin de mejorar la 
aproximación, podemos imponer otra condición, a saber, que los valores de las 
segundas derivadas de f y de Р sean iguales en x = 0. El polinomio P, de 
segundo grado que satisface los tres requisitos, Р,(0) = £(0), Р,'(0) = f'(0), y 
Р,'(0) =f”(0) puede demostrarse que es 


1 
Р(х=1+х+ 5х Aproximación de grado 2 


Además, en la Figura 8.12 se advierte que P, es mejor aproximación de f que 
P,. Si continuamos este proceso, exigiendo que los valores de un polinomio 
Р(х), de grado п, y de sus n primeras derivadas coincidan con los de f(x) = e* 
en x = 0, se obtiene finalmente el polinomio 


1 1 
Р(х) =1+x+ e + qe ++ =a" Aproximación de grado n 
5 п: 


e 
% 


EJEMPLO 2 Aproximación de f(x) = е por un polinomio de grado tres 


Construir una tabla comparando los valores del polinomio 


1 1 
Р(х) =1+x+ 5 + т Aproximación de grado 3 


con los de f(x) = e* para varios valores de x cercanos al 0. 


Solución: Соп ayuda de la calculadora es fácil completar la tabla adjunta. Nóte- 
se que para х = 0 las dos funciones tienen el mismo valor, pero al alejarse х del 
valor 0, la precisión de la aproximación disminuye. 


1,105171 | 1,22140 


0,3679 0,81873 | 0,904837 ЁЗ 
0,3333 0,81867 | 0,904833 


1,105167 | 1,22133 
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FIGURA 8.13 
P, es la aproximación polinómica 
de grado 3 para fx) = e. 


Polinomios de Taylor y de Maclaurin 


La aproximación polinómica del Ejemplo 2 estaba centrada en с = 0. Cuando 
se desea construir aproximaciones centradas en algún otro valor de c, conviene 
escribir los polinomios de esta forma: 

P (x) = а + a (x— с) + а„(х — с)? + аз(х — O +з + а(х — с)" 


Así, las sucesivas derivadas dan como resultado 


Р(х) = а, + 2а,(х — с) + Заз(х — с)? +з + na (х = су! 
Р," (х) = 2а, + Bax — с) +++ + п(п – Da,(x — gr? 


Pœ = 2(3a3) + + n(n = DG = 2)а„(х = ey? 


Р(х) = п(п — Día — 2) ++ (Da, 


Haciendo x = c, obtenemos 


P.(c) = а PO = ау, Р„'(с) = 2а), +=, Pc) = па, 


y como el valor de f y de sus n primeras derivadas deben coincidir con los de P, 
а y sus derivadas еп х = с, se sigue que 


А (п) 
E п. 
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Sección 8.7 Aproximación por polinomios de Taylor 


Con estos coeficientes llegamos a la siguiente definición de los polinomios de 
Taylor, así llamados en honor del matemático inglés Brook Taylor, y de los 
polinomios de Maclaurin, que llevan el nombre de otro matemático inglés, 


Colin Maclaurin (1698-1746). 


DEFINICIÓN DELO 
DE TAYLOR 


EJEMPLO 3 (п polinomio de Maclaurin para f(x) = е“ 


Por lo visto en la página 677, el polinomio de Maclaurin de grado п para 
f(x) = е es 
1 
o 


1 
Р(х) = 1+х+ х2 + АЎ + д 
2, 3! п! 


EJEMPLO 4 Aproximaciones por polinomios de Taylor para Їп х 


Hallar polinomios Pp, P,, Pa Py, y Р, para f(x) = In x centrados en с = 1, 


Solución: Desarrollando respecto de с = 1 obtenemos 


Fx) = In x FU) =0 


1 
Ро) =- РО) =1 
X 
1 
Ро) = -5 FU) = -1 
X 
2! 
"ОЭ? = 5 FO =2 
х 


Гео) = M= 
х 


Por consiguiente, los polinomios de Taylor son 
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Р(х) = (0) =0 
Р) =/(@) + '@)(х- 1) = (х-1) 
FO 


Ро) =/@) + FM 0) + 08-1) 
=(x- )-5@- 1)? 
"(1 "(1 Я 
Pos DL Ea 


O а ес лаз 
= (х - 1) 56 1) t30 1) 


OA 


E 1? «LL – 1) + 


Р(х) =f +) 1) + 
еа) 
E DÉ 

pa ы _1 26 2 І те 3 _1 T 4 

= (к= 0) - 500-0 +30- -707D 


La Figura 8.14 compara las gráficas de P,, P} P3, y Р, соп las de f(x) = In x. 
Obsérvese que cerca de x = 1 las gráficas son casi indistinguibles. Por ejemplo, 
P¿(0,9) = -0,105358 y In (0,9) = -0,105361 


FIGURA 8.14 
Al crecer n, la gráfica de Р, va siendo cada vez mejor aproximación de la gráfica de f(x) = In x cerca de x = 1. 


EJEMPLO 5 Polinomios de Maclaurin para cos x 


Hallar los polinomios de Maclaurin Po, Р, Pa y Pe f(x) = cos х. Usar Р(х) 
para aproximar el valor de cos (0,1). 


Solución: Desarrollando en с = 0 se obtiene 


f(x)= cosx FO = 1 
* Р) = -sen x FO=0 
РО) = -cos х /"(О) =-1 


f(x) = sen x Р'0) = 0 
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Continuando las derivaciones se ve que el esquema 1, 0, —1, 0 se repite, así que 


4 los polinomios de Maclaurin son 
2 ү 
(х) = cosx Poo = 1 
1 2 
Р(х) = 1 - 51 
Р(х) = 1 ос + х“ 
2 Р, р 2! 4! 
Р ез 1 1 2 І 4 1 6 
FIGURA 8.15 б) = 1- 1х есы 


Сега de (0, 1), la gráfica de P, sirve como 
aproximación de la gráfica de f(x) = cos х, 


Соп P¿(x) se obtiene la aproximación cos (0,1) = 0,995004165, que coincide 
con el valor dado por una calculadora en nueve cifras decimales. La Figu- 
ra 8.15 compara las gráficas de f(x) = cos ху de Р,. 


En el Ejemplo 5, los polinomios de Maclaurin de cos x sólo tienen poten- 
cias pares de x. Análogamente, los de sen x tienen sólo potencias impares de x 
(véase Ejercicio 11). No ocurre lo mismo para los polinomios de Taylor centra- 
dos en с # 0, como se verá en el próximo ejemplo. 


EJEMPLO 6 Un polinomio de Taylor para sen x 


Calcular el polinomio de Taylor de grado tres para f(x) = sen x, centrado en с = 1/6. 


Solución: Desarrollando en с = 1/6 se obtiene 


2 Го) = seny И f T 1 
| х) = sen х р 
| ` \ M6) 2 
f(x) = соз x ma. NE 
“X6) 2 
Р(х) = =sen x ү” тү. 1 
-6 2 
FIGURA 8.16 aan S 
Cerca de (7/6, 1/2), la gráfica de Р, sirve como 0) = =cos х fo Tiaa yo 
aproximación de la gráfica de f(x) = sen x. ` 6 2 


Así pues, el polinomio de Taylor de grado 3 para f(x) = sen x, centrado en 
c = піб es 


OS Al, 2) A, Je 


л) а) 886-9 
2 2 6 201) 6 2(3!) 6 


- La Figura 8.16 compara su gráfica con la de f(x) = sen x y P4. 


Los polinomios de Taylor y Maclaurin se pueden utilizar para calcular va- 
lores aproximados de una función en un punto. Por ejemplo, para aproximar el 
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 xñqq— _,e ——————| 


3 


п P (0,1) 
1 0,1000000 
2 0,0950000 


q _AAA AAA) 


0,0953333 


A A 


0,0953083 


Series 


valor de in (1,1), podemos usar polinomios de Taylor de f(x) = In x, centrados 
en с = 1, como ilustra el Ejemplo 4, o también polinomios de Maclaurin, como 
se hace en el Ejemplo 7. 


EJEMPLO 7 Aproximación por polinomios de Maclaurin 


Aproximar el valor de In (1,1) utilizando el polinomio de Maclaurin de grado 4. 


Solución: Como 1,1 está más cerca de 1 que de 0, es conveniente utilizar polino- 
mios de Maclaurin de la función g(x) = In (1 + x). 


а(х) =1n (1 +x) g(0)=0 
HOLL EEN 8'(0) = 1 
g'o = (1+ 0)? g"(0) = —1 

2) =21 +0"? g""(0) = 2 
2894) =-61 + х)7* 500) = -6 


Nótese que hemos obtenido los mismos coeficientes del Ejemplo 4. Por tanto, 
el polinomio de Maclaurin de grado 4 para g(x) = ln (1 + x) es 


20) 2 18 0, 8900) а 


Pax) = 500) + g(0)x + 2) a ЕТ = 
1 1 1 
=х- 2 + х3 – = 
2 3 4 


En consecuencia, 
In (1,1) = In (1 +0,1) = P4¿(0,1) = 0,0953083 


Compruebe que el polinomio de Taylor de grado 4 del Ejemplo 4 proporciona 
el mismo valor aproximado. 


La tabla del margen ilustra la precisión de las aproximaciones Taylor del valor 
que la calculadora da para 11(1,1). Puede apreciarse que conforme n crece, 
P,(0,1) tiende al valor de la calculadora, que es 0,09563102. 

Por otra parte, la tabla de abajo muestra que al alejarnos del punto central 
del desarrollo c = 1, la precisión de la aproximación disminuye. 


Aproximación de In (1 + х) por el polinomio de Taylor de grado 4 


0,0000000 


In (1 +x) 


0,0953102 | 0,4054651 0,5596158 | 0,6931472 


0,0953083 | 0,4010417 | 0,5302734 | 0,5833333 


Estas tablas ponen de manifiesto dos aspectos importantes relativos a la 
precisión de las aproximaciones por polinomios de Taylor o de Maclaurin. 


0,0000000 


1. La aproximación suele ser mejor en valores de x cercanos а с que en 
valores de x alejados de c. 
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2. Га aproximación suele ser mejor cuanto más alto sea el grado del poli- 
nomio de Taylor o Maclaurin. 


Resto de un polinomio de Taylor 


Un método de aproximación carece de interés si no se tiene idea de la magnitud 
del error cometido con él. Para medir la precisión de la aproximación del valor 
de una función f(x) por el polinomio de Taylor P,(x), se utiliza el resto № (х), 
definido como sigue. 


Јо) = Рх) + Rœ | 


\_ Л 


Val 
ASK Resto | 


Valor 


exacto aproximado 


Así pues, R,(x) = f(x) — P,(x). El valor absoluto de К,(х) se Пата el error 
asociado a la aproximación. Esto es, 


| Error = |А, (х) = |/(х) — Р„(х)| 


El próximo teorema proporciona un procedimiento general para estimar la 
cota de error asociada a una aproximación por polinomios de Taylor. Este impor- 
tante resultado, conocido como teorema de Taylor, da el resto en una forma que 
se llama la forma de Lagrange del resto. (La demostración del teorema se da 
en el apéndice.) 


| Nota. Para n = 0, el teorema de Taylor establece que si ев derivable en un intervalo / 
que contiene a c, para cada x en / existe un z entre x y c tal que 


FO) = Ро) + (DA - с) 


es decir, 


ro-f2 10 


x-C 


¿Reconoce este caso especial del teorema de Taylor? (Es el teorema del valor medio.) 
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| Nota. Intente verificar con la cal- 
culadora los resultados de los 
Ejemplos 8 y 9. Para el Ejemplo 8 
debe obtener 


sen (0,1) = 0,0998334 
En el Ejemplo 9, se obtiene 


Px(1,2) = 0,1827 


In (1,2) = 0,1823 


Series 


Cuando apliquemos el teorema de Taylor no podemos esperar hallar el 
valor exacto de z. (Si eso fuera factible, la aproximación sería superflua.) Bien 
al contrario, hay que intentar encontrar cotas рага f”* (z) que nos permitan 
tener idea de cómo es de grande el resto R,(x). 


EJEMPLO 8 Investigando la precisión de una aproximación 


El tercer polinomio de Maclaurin para sen x es 


3 


Р Б X 
Ест 


Usar el teorema de Taylor para aproximar рог Px(0,1) el valor de sen (0,1). 
Investigar la precisión de esa aproximación. 


Solución: Por el teorema de Taylor se tiene 


S з A) 
x AAA 
Т алшы. 


donde 0 < z < 0,1. Рог tanto, 


sen (0,1) = 0,1 — 


0,1)? 
( a де 0,1 — 0,000167 = 0,099833 


De (2) = sen z, se sigue que el error |А .(0,1)| admite la siguiente acotación. 


sen 


2 йты 
Т (0,0) < 


0<R5(0,1) = 


0,0001 
Е хх 0,000004 


Esto implica que 


0,099833 < sen (0,1) = 0,099833 + R(x) < 0,099833 + 0,000004 
0,099833 < sen (0,1) < 0,099837 


EJEMPLO 9 Aproximación con precisión prefijada 


Determinar de qué grado ha de tomarse el polinomio de Taylor P,(x) centrado 
en c = 1 para obtener con él una aproximación de In (1,2) con error menor que 


0,001. 


Solución: Siguiendo el esquema del Ejemplo 4, vemos que la derivada de orden 
(п + 1) de f(x) = In x es 


n! 


Ре) = GD" 


xttl 
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Por el teorema de Taylor sabemos que el error [(R,(1,2)| viene dado рог 


2 n! l (0,2371 
Tti (п + 1)! | 


_ (0,2)"*! 
агь l) 


кд = © 
т (n+ 1)! 


(1,2 = pra 


donde 1 < z < 1,2. En este intervalo, |К„(1,2)| es máximo en z = 1. Así pues, 
estamos buscando un valor de n tal que 


(0,231 +1 
mia + 1) 


< 0,001 Бу) 1.000 < (п + 1)5" 


Ensayando se comprueba que el valor de п más pequeño que satisface esa 
condición es n = 3. Por tanto, sería necesario el polinomio de Taylor de orden 3 
para lograr un valor aproximado de In (1,2) con la precisión requerida. 


En los Ejercicios 1-4, asociar cada aproximación por polino- бә 5, Conjetura Consideremos la función f(x) = cos x y sus 


mios de Taylor de la función con la gráfica adecuada. 


a) 


g(x) Za + 1)+1] 


1 


3 


polinomios de Maclaurin Р,, Р, y Pe (véase Ejemplo 5). 

a) Representar en la calculadora f y sus polinomios 
de Maclaurin citados. 

b) Evaluar y comparar los valores de (0) y P,*%(0) 
para n = 2, 4 y 6. 

c) Con los resultados del apartado b), formular una 
conjetura sobre £(0) y P,(0). 


6. Conjetura Consideremos la función f(x) = x?e”. 
a) Hallar sus polinomios de Maclaurin Р,, Р, y Pz. 
b) Representar en la calculadora f, P3, Р, y Pa. 
с) Evaluar y comparar los valores de £“0) y P,(0) 
paran=2,3 y 4. 
а) Соп los resultados del apartado с), formular una 
conjetura sobre (0) y P,M(0). 


En los Ejercicios 7-16, hallar el polinomio de Maclaurin de 
grado n para la función. 


7. 0) = ех п= 3 8. №) = е хп = 5 
9. рх) = e п= 4 10. у(х) = ех, п = 4 
11. РО) = ѕепх, и = 5 12. fœ) = sen пх, п = 3 
Я" 13. р(х) = хех, п = 4 14. р(х) = хех п=4 
15. Р(х) = »п= 4 16. у(х) = ѕссх, п = 2 
х +1 
=D D+1 En los Ejercicios 17-20, determinar el 1-ésimo polinomio de 
( Taylor centrado еп с. 
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1 b) Representar en la calculadora f(x) = In x y los po- 
00 ЕЕ ые linomios de Taylor del apartado a). 
c) Describir cómo cambia la precisión de la aproxi- 
18. f(x) = Jx п=4,с=4 mación al crecer el grado del polinomio. 


19. fœ) = lnx, n=4,c=1 


Aproximaciones numéricas y gráficas En los Ejercicios 
20. fo) = х2 cosx n=2,c=n 25 y 26, a) escribir el polinomio de Maclaurin Pax) para 
fœ), b) completar la tabla para f(x) y P(x), у с) dibujar sus 
gráficas sobre unos mismos ejes coordenados. 


En los Ejercicios 21 y 22, usar derivación simbólica para 
encontrar el polinomio de Taylor indicado para la función f. 
Representar la función y el polinomio de Taylor. 


1 
21. Р) = tgx 22. ро) = Јо? | 
х + 1 == 
а) п= 3, с= 0 а) п= 2, с= 0 рә | | | 
b) п=5,с=0 b) n=4c=0 
с) n=3,c=1/4 с) п= 4, с=] 
25. f(x) = агсѕеп х 26. f(x) = arctg х 


Ai 23. Aproximaciones numéricas y gráficas 
a) Utilizar los polinomios de Maclaurin, P,(%), А En los Ejercicios 27 y 28, se dan las gráficas de y = f (x) y de 


Рух), Р(х), y Р(х) para f(x) = sen х para com- siete de sus polinomios de Maclaurin. Identificar los polino- 
pletar la tabla mios de Maclaurin y confirmar los resultados rehaciendo las 
gráficas en una calculadora. 
х 0 | 0,25 0,50 | 0,75 1,00 
27. 1 paws 28. У ушш 
senx | O 10,2474 | 0,4794 | 0,6816 | 0,8415 | | 
эы лл E и | 
Р(х) : | 
Р(х) 
IDO ЧУ ыш м ы 
Р.(х) 
Р) РЕ І А 
CE O PA En los Ejercicios 29-32, aproximar el valor de la función en 
el valor de x que se indica, mediante el polinomio que se 
b) Representar en la calculadora f(x) = sen x y los encuentra en el ejercicio especificado. 
polinomios de Maclaurin del punto a). 
c) Describir el cambio en la precisión de las aproxi- И 1 РИ 
maciones al crecer la distancia al punto donde es- 29. јо) =е f| 5 ) Ejercicio 7 
tán centrados los polinomios. 
30. fœ) =x e 1 A 
^ 24. Aproximaciones numéricas y gráficas f 1 , Ejercicio 14 
a) Completar la tabla usando los polinomios de Tay- 
lor Р(х) y Р(х) de f(x) = In x, centrados en с = 1. 31. Р) = ах $(,2), Ejercicio 19 
32. f(x) = х?соѕ х Ла р ааа 
х 1,00 | 1,25 | 1,50 | 1,75 | 2,00 /\ у} Fiercicio 20 
—— 
lna О [0,2231 [0,4055 [0,5596 [0,6931 En los Ejercicios 33-36, usar el teorema de Taylor para de- 
terminar la precisión de la aproximación. 
Р(х) 
0,33 (0,3)+ 
Р(х) 33. cos (0,3) ж 1- ( a + A 
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12 13 14 15 
34. exl+1++>2+> + 
21 з! 4! 5! 

(0,4)? 


35. агсѕеп (0,4) = 0,4 + 


36. arctg (0,5) = 0,5 – 


(0,5)* 
3 


En los Ejercicios 37 y 38, averiguar de qué grado hay que 
tomar el polinomio de Maclaurin con el fin de cometer un 
error menor que 0,001 al aproximar con él el valor de la 
función en el x indicado. 


37. sen (0,3) 
38. e07* 


^ En los Ejercicios 39 y 40, averiguar de qué grado hay que 


tomar el polinomio de Maclaurin con el fin de cometer un 
error menor que 0,0001 al aproximar con él el valor de la 
función en el x indicado. Usar derivación simbólica en la 
calculadora para obtener y evaluar la derivada requerida. 


39. fœ) = ш(х+ 1) aproximar f (1,5) 


40. f(x) = cos (rx?) aproximar f (0,6) 

En los Ejercicios 41 y 42, determinar en qué valores de x 
puede sustituirse la función por el polinomio de Taylor sin 
que el error cometido exceda de 0,001. 


2 3 
41. fo=e д КАЕ ре 


х3 


42. f(x) = ѕеп х т 


43. Comparación de polinomios de Maclaurin 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 
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a) Comparar los polinomios de Maclaurin de grados 

4 y 5, respectivamente, para las funciones 
Јо) =е* у go) = хе* 
¿Qué relación hay entre ellos? 

b) Usar el resultado de a) y el polinomio de Maclau- 
rin de grado 5 para f(x) = sen x para construir el 
polinomio de Maclaurin de grado 6 para la fun- 
ción g(x) = x sen x. 

c) Usar el resultado de a) y el polinomio de Mac- 
laurin de grado 5 para f(x) = sen x para encon- 
trar el polinomio de grado 4 para la función g(x) = 
= (sen х)/х. 


Derivación de polinomios de Maclaurin 

а) Derivar el polinomio de Maclaurin de grado 5 de 
ДО) = sen x y comparar el resultado con el polino- 
mio de Maclaurin de grado 4 de g(x) = cos x. 

b)  Derivar el polinomio de Maclaurin de grado 6 de 
f(x) = cos x y comparar el resultado con el polino- 
mio de Maclaurin de grado 5 para g(x) = sen x. 

с)  Derivar el polinomio de Maclaurin de grado 4 de 
f(x) = е“. Describir la relación entre las dos series. 


Demostrar que si fes impar, sus polinomios de Maclau- 
rin contienen sólo potencias impares de x. 


Probar que si f es par, sus polinomios de Maclaurin 
contienen sólo potencias pares de x. 


Sea Р(х) el n-ésimo polinomio de Taylor de f centrado 
en c. Demostrar que Р,(с) = (с) y Pc) para 1 < k <n. 


Redacción La demostración del Ejercicio 47 garanti- 
za que el polinomio de Taylor y sus derivadas coinci- 
den con la función en x = с. Usar las gráficas y tablas 
de los Ejercicios 23-26 para discutir qué ocurre con la 
precisión de la aproximación por polinomios de Taylor 
cuando nos alejamos del punto х = с. 


E А 
CONTENIDO » Series de potencias 


Series de potencias = 

Radio e intervalo de convergencia = 
Convergencia en los puntos terminales = 
Derivación e integración de series de potencias = 


Series de potencias 


En la Sección 8.7 vimos cómo aproximar funciones mediante polinomios de 


Taylor. Por ejemplo, la función f(x) = e* se puede aproximar por sus polino- 
mios de Maclaurin como sigue. 


х 


e x i+x 


00 
+ 
è 
+ 
| 


Polinomio de grado 1 


Polinomio de grado 2 
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EXPLORACIÓN 


Razonamiento. gráfico... Use 
una calculadora - рага obtener 
gráficas aproximadas. de. las:si- 
guientes series de potencias.cer- 
ca dex = 0. (Tome unos cuantos 
primeros términos.) Cada. una 


de estas series. representa una: 
función muy familiar. ¿Puede . 


identificarlas? 
W (Ту 
e 2 п! 
= јун 2h 
b) ("х 
azo, (20)! 
Ф (—1)%?"** 
c) ii 
„о Qa + 1)! 


© (12AT 

d it 

} e 2n + 1 
yO 2" 


o У 


aco й! 


Series 


2 3 


Х X 
e x 1+х+—+-— Polinomio de grado 3 
2. М 
Г ж хх”: а в 
еа | ++ + + Polinomio de grado 4 
2 э 4! 
К C од и 
еж |+х+ = + + рч Polinomio de grado 5 
2 3141 5! 


En esa misma sección tuvimos ocasión de comprobar que la aproximación es 
tanto mejor cuanto mayor es el grado del polinomio utilizado. 

En esta y en las dos próximas secciones probaremos que varias clases im- 
portantes de funciones, en particular 


Хо) =е* 


pueden ser expresadas exactamente por una serie perteneciente a una familia 
de series que se denominadan series de potencias. Así, la representación de e* 
en forma de serie de potencias es 


2 х? x? х" 
е^=1+х+—+-— ++ +— + 

2 М! n! 

Se puede demostrar que, para cada valor real de x, la serie de la derecha es una 
serie convergente cuya suma coincide con el número е“. Antes, sin embargo, 
tenemos que analizar algunos resultados preliminares relativos a las series de 


potencias, comenzando por su definición precisa. 


DEFINICIÓN DE SERIES DE POTENCIAS 


51 x es una variable, una serie de potencias es cualquier serie de la forma 


р] 
Y ах = do + аух + а„х?+ ау + + ад" ++ 
n=0 


Más en. general, cualquier serie de la forma 
ОО ё, 
Y arc" = ау + ау(х — с) + аб — с)* +з + а„(хо— с) + 
п=0 
se dice que es una serie de potencias centrada en с, donde c'es una cons- 
tante. . 


| Nota. Рага simplificar la notación de las series de potencias, adoptamos el convenio 
de que (x — c)? = 1, incluso si x = с. 


EJEMPLO } Series de potencias 


a) La siguiente serie de potencias está centrada en 0. 


Sección 8.8 
Un solo punto 
+ zX 
y 
Un intervalo 
х 
č 
а у aen g, 
R R 
La recta real 
9—0 
м 
FIGURA 8.17 


El dominio de una serie de potencias sólo puede ser 
de tres tipos: un único punto, un intervalo centrado 
en c o toda la recta real. 


ADVERTENCIA Рага calcular 
el radio de convergencia de una 
serie de potencias utilice el criterio 
del cociente, como muestran los 
Ejemplos 2, 3 y 4. 
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b) La siguiente serie de potencias está centrada en —1. 


У. C+ )”=1—-(х+)+(х+1)°—-(х+ 1) + 


n=0 
с) La siguiente serie de potencias está centrada en 1. 
© 


у ТРЕЕ Е 


п= 1 


Radio e intervalo de convergencia 


Una serie de potencias en x puede verse como una función de x 


Es 


ХО) = У ax - о)" 


п= 0 


El dominio de fes el conjunto de todos los х para los cuales la serie converge. 
El primer objetivo de esta sección consiste en averiguar el dominio de las 
series de potencias. Naturalmente, toda serie de potencias converge en su cen- 
tro c, ya que 


pi 


Y ay (x= с)" 


n=0 


= 4401) 0404 +0 +. 


Fc) 


Así pues, с siempre pertenece al dominio de f. El importante teorema que viene 
a continuación (cuya demostración omitimos) establece que el dominio de una 
serie de potencias sólo puede adoptar tres formas: un único punto, un intervalo 
centrado en с о toda la recta real, como ilustra la Figura 8.17. 


: TEOREMA 8.20 - CONVERGENCIA DE UNA SERIE DE POTENCIAS 


E Para una serie de potencias centrada еп г, Exactamente. una de estas “tres 
| afirmaciones €s verdadera, 


vencia es she 00. El conjunto de todos 
otencias es convergenie conistitaye el 


ncia de esa se: 
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EJEMPLO 2 Cálculo del radio de convergencia 


o» 


Calcular el radio de convergencia de y mix”. 
п= 0 


Solución: Рага х = 0, es 


РО) = Y п10"=1+0+0 +... = 1 


п= 0 
Para cualquier valor fijado de х tal quelx] > 0, denotemos и, = п!х". Entonces 


Ип +1 (п + Du”! 


u 


= lím 


n> 00 


lím 


n> о 


n 


n!x 


n 


lx] lím (a+ 1) 


n> со) 


=0 


Por el criterio del cociente deducimos que la serie diverge рага |x| > 0 y conver- 
ge sólo en su centro, el punto 0. Por tanto, su radio de convergencia es R = 0. 


EJEMPLO 3 Cálculo del radio de convergencia 


2 


Hallar el radio de convergencia de у 3(х — 2)". 
п=0 


Solución: Рага х Æ 2, sea и, = 3(х – 2)”. Entonces 


= n+1 
(y E: 
o] 4, | aro | 30 = 2) 
= lím |x-2] 
= к- 2] 


El criterio del cociente asegura que la serie converge si |х ~ 2| < 1 y diverge si 


|х ~ 2| > 1. En consecuencia, el radio de convergencia es R = 1. 


EJEMPLO 4 Cálculo del radio de convergencia 


А | 90 (—1)"х?" +1 
Calcular el radio de convergencia de У ————— 
nzo Qn + 1)! 


Solución: Sea и, = (-1)49"**/Qn + 1)! Entonces 
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[epa х2" 3]/(2п + 3)! 
[21 х?"*!]/(2я + 1)! 


x2 


lím 
п» (2n + 3)(2п + 2) 


lím 


п о 


Ш 


Este límite es O para cualquier valor de х, así que el criterio del cociente esta- 
blece que la serie converge para todo x. Por tanto, su radio de convergencia es 
К = 8. O 


Convergencia en los puntos terminales 


Nótese que para una serie de potencias cuyo radio de convergencia sea un 
número finito R, el Teorema 8.20 no dice nada acerca de si la serie converge o 
no en los dos puntos terminales de su intervalo de convergencia. Eso significa 
que falta estudiar el comportamiento de la serie en ellos. Según el resultado de 
ese análisis, el intervalo de convergencia de una serie de potencias puede adop- 
tar las seis formas que muestra la Figura 8.18. 


Radio: 0 Radio: х 
+ > y < = -> y 
с € 

Radio: R 

R R R R 
————%—} = х 4 х E x H— x 
‹ с с € 
(с- В, с+ №) (с К, с + Р] [с А, с+ К) [e R, с+ А] 


FIGURA 8.18 
Intervalos de convergencia, 


EJEMPLO 5 Cálculo del intervalo de convergencia 


pe] п 


Calcular el intervalo de convergencia de У — 
n=1 n 


Solución: Llamando и, = x"/n vemos que 


lí Ил +1 La lím O + 1) 
пә о Un n>00 х"/п 
nx 
= lím 
a>œo jn + 1 
= || 


Según el criterio del cociente, el radio de convergencia es А = 1. Además, 
como la serie está centrada en 0, converge en el intervalo (-1, 1). Sin embargo, 
todavía no está claro si ese intervalo es exactamente el intervalo de convergen- 
cia, ya que falta analizar qué ocurre en sus dos puntos terminales. Cuando x= 1, 
la serie dada se convierte en la serie armónica divergente 
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Intervalo: ( 3.1) 


Radio: R = 2 
3 2 с=—-1 0 1 


FIGURA 8.20 


Series 
2 Y 1 1.1 
у. „шш = фе {нш Diverge para x = 1 
бен O AS 
Cuando x = —1, se convierte en la serie armónica alternada 
< El” I ll Il 
у ~- = —] + ЯЕ Converge рага x = —1 
A A 2 3 4 


que es convergente. Por consiguiente, el intervalo de convergencia de la serie 
es [-1, 1), como se muestra en la Figura 8.19. 


Intervalo: | 1,1) 
Radio: R~ 1 


FIGURA 8.19 
O 


EJEMPLO 6 Cálculo del intervalo de contergencia 


Yo —] п a + ] n 
Calcular el intervalo de convergencia de У A 
п= 0 


Solución:  Denotando и, = (-1)(x + 1)"/2” obtenemos 


Я ҮМ | Eo a + praia 
Ит 2 = lí 
n>a | Hn п E 1 Y +1 )"/2" 
PR 
Е lm. T 2" + 


Del criterio del cociente se sigue que la serie converge si |(x + 1)/2| < 1 o sea 
lx + I| < 2. Por tanto, su radio de convergencia es R = 2. Como la serie está 
centrada en x = —!, converge en el intervalo (3, 1). Además, en los puntos 
terminales la serie dada se convierte en 


© on w 
== = 1 
22° У, 


n=0 


ре (—1)(—2)" 
2. 2" 


Diverge рага х = — 3 
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JAMES GREGORY (1638-1675) 


Uno de los primeros matemáticos en 
trabajar con series de potencias fue.el. -: 
escocés James Gregory; Desarrolló un 
método, basado en ellas, para interpolar 
valores de una tabla, un método utilizado 
más tarde por Brook Taylor еп su 
desarrollo.de los polinomios y series de 
Taylor (véase Sección 8.10). 
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2 Eo" 
y PENN ан 


© 
Т = 5 (= 1)" Diverge рагах = — 1 
п= 0 п= 0 


ambas divergentes, de manera que el intervalo de convergencia es finalmente 


(2, 1), como muestra la Figura 8.20. [Li 


EJEMPLO 7 Cálculo del radio de convergencia 


х" 


Hallar el radio de convergencia de У 5 


Solución: Haciendo и, = х"/п2 vemos que 


rtl n+l 2 
a ылды аа ла. A 
n>% | 4, пә 0 xn? 
А n?x 
= lím ~] = |x] 
n> © (n + 1) 


Del criterio del cociente se sigue que el radio de convergencia es R = 1. Puesto 
que la serie está centrada en x = 0, eso quiere decir que converge en el intervalo 
(=1, 1). Para x = 1 obtenemos la p-serie convergente 


| 1 1 1 1 E | 
эе о ыр ы ды с жул onverge para x = 
n=1 п? l 2 2? 3? 4? 


Para x = –1 obtenemos la serie alternada convergente 


Y 2 712192732 + 42 


п=1 Й 


Е 1111 


Converge рага х = —1 


Concluimos que el intervalo de convergencia de la serie dada es [—1, 1]. 


Derivación e integración de series de potencias 


La representación de funciones por series de potencias desempeñó un papel 
relevante en el desarrollo del Cálculo. La obra de Newton, especialmente cuan- 
do tuvo que tratar con funciones algebraicas complicadas o con funciones tras- 
cendentes, estuvo basado en el uso de series de potencias. Euler, Lagrange, 
Leibniz y los Bernoulli utilizaron también series de potencias con frecuencia. 

Una vez definida una función mediante una serie de potencias, es natural 
preguntarnos cómo averiguar las características de esa función. ¿Es continua? 
¿Es derivable? ¿Es integrable? El próximo teorema, que enunciamos sin de- 
mostración, responde estas cuestiones. 
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El Teorema 8.21 viene a decir que las funciones definidas por series de 
potencias se comportan, a muchos efectos, como los polinomios. Son conti- 
nuas en su intervalo de convergencia y tanto su derivada como su primitiva se 
pueden hallar derivando e integrando término a término la serie de potencias 
dada. Por ejemplo, la derivada de la serie de potencias 


с үп х2 3 х* 
уе кекет ожо + 


es 
2 3 


Й _ Xx xX х 
Ро) = 1+ (2)5 + E + da Pi 


х? x? 4 
=zl+x+> ++ 
2 ! 


= f(x) 


Curiosamente, hemos obtenido f'(x) = f(x). ¿Reconoce esta función? 


EJEMPLO 8 Intervalos de convergencia de f(x), f'(x) y | f(x) dx 


Consideremos la función dada por 
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Hallar los intervalos de convergencia de 


а) food bd Јо) с) РО) 


Solución: Por el Teorema 8.21, se tiene 


DS 


1+х+х®+х% +: 


y 
© qa rl 
х) ах=С+ —— 
proa Келки 
2 3 4 
О E da Tii + 


Usando el criterio del cociente es fácil probar que las tres series tienen radio de 
convergencia R = 1. Considerando el intervalo (-1, 1) resulta para sus respecti- 
vos intervalos de convergencia lo siguiente. 


a) Рага f f(x) ах, la serie 


sE n+1 
У рат Intervalo de convergencia: [-1, 1] 
п(п + 1) 


n=1 


converge para x = 1, y su intervalo de convergencia es [—1, 1]. 
b) Рага f(x), la serie 


SE 
У. — Intervalo de convergencia: [-1, 1) 
n=1 A 
converge рага x = —1 y diverge para x = 1. Por tanto, su intervalo de 
convergencia es [—1, 1). 
с) Рага f'(x), la serie 
© 
y ж! Intervalo de convergencia: (—1, 1) 
n=1 
diverge para x = +1, y su intervalo de convergencia es (-1, 1). O 


El Ejemplo 8 nos deja la impresión de que, de las tres series en cuestión, la 
más reacia a converger en los puntos terminales es Іа de f(x). Y, en efecto, se 
puede demostrar que si la serie de f'(x) es convergente en los puntos terminales 
х = с ER, la serie de f(x) también converge en ellos. 
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Ejercicios de la Sección 8.8 


En los Ejercicios 1-6, calcular el radio de convergencia de la 
serie de potencias. 


1. фе” 2. Y (а) 
n=0 n=0 
(2х)" Эз (— 1 ух" 
3. 4. 
2 п? =0 2: 
2. н X 2 1 п 
5, (2х) 6. 2 ( 0 х 
n=0 n! = 


En los Ejercicios 7-30, hallar el intervalo de convergencia de 
la serie de potencias. (Recuerde que eso exige estudiar el com- 
portamiento de la serie en los puntos terminales del intervalo.) 


L X п Ж х п 
7. Е 8. ‚к> 0 
Ži Ө р? (2) 


0 
-l пу п Lo dl 
9, ue 10. 2 EI 
n= 1 п n=0 
РА H [т 0] 3 п 
11 2 12. 0 
n=0 n! n=0 (2n)! 


13. Y am (2) Ио 30 


“о „(п + Da + 2) 


я -1 n+1,. pd -1Yn! — 4)" 
mra с e ERA 
n=1 4 n=0 3 

So —] n+1 = 5) x IA ay 
AA ое у 
бе) п5" So (n + 1)3"! 


L eDit- pi CD" E о)" 


19. 2 A х, $ 


n+l ne 


SA м = | ЖЕЛ. 2n=1 
21. o ш ОО ШЫ o ШИШИ 
бэ 2 | 
= (—1)"х?” 
23. 24. У 
п= 0 п! 
х, 220+ 1 X tyt 
ЭБ. y wy 
o Оп + 1)! Om! 
27. у k(k + D(k + 2) (k+n- E | 
= п! 
24 y | Эз у Ё к= 2n | 
и аа) 
У 1 п+1 3 7 . (4n = 1 -3y 
2. ў E) (4n — (х ~ 3) 
n=1 4" 
2 пбх = с)" 
30. 
>, PRA 


- (Оп ~ 1) 


En los Ejercicios 31-34, hallar los intervalos de convergen- 
cia de а) fœ), Б) (х), с) f œ), y d) [Ше dx. Analizar, en 
cada caso, la convergencia en los puntos terminales. 


W X n 
ЗІ. fw) = = 
i Н 2 G) 


© EDU ы 5)" 


зз. у= У, 4 
n=1 n5 
EDU Бе ЙИ, 
33. f0= Y PE 
q ya 1 Д5 п 
ч, руы лш. 
п=1 п 


En los Ejercicios 35-38, asociar cada gráfica de las diez pri- 
meras sumas parciales de la serie 


XW х п 
0-56) 
РА 2, 3 


con el valor indicado de la función. Explicar cómo se ha 
tomado la decisión. 


a) a, b) a, 
к лаже" 04 e° 
| е 8- а 
2 le 64 e 
1+ 44 ө” 
| 230 
ji кее келп 
| 2 4 6 8 2 4 6 8 
' а, а а, 
с) i ) ; 
21 1% 
| еооооое lio 
j4 | E „Setete 
| 119 
| 1 
| Ф фрев рр + = n 
: 2 4 6 8 i 2 4 6 8 
35. g(l) 36. 9(2) 
37. 23,1 38. £(-2) 
39. Sea 
X E y 2n+1 (— Dx 2n 
х) = —— x)= 
er a у л L 2. 


a) Hallar los intervalos de convergencia de f y g. 
b) Probar que f'(x) = g(x). 

с) Verificar que @'(х) = —f(x). 

d) Identificar las funciones f y g. 


А 


As 
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40. Sea 
ls 6] х" 
ХО) = >, A 


a) Determinar el intervalo de convergencia de f. 
b) Comprobar que f'(x) = fx). 

с) Verificar que f(0) = 1. 

d) Identificar la función f. 


En los Ejercicios 41 y 42, demostrar que la función representada 
por la serie de potencias es solución de la ecuación diferencial. 


aj х?" 
41. у= —,у' -xy -y=0 
i х, Л 
20 (=1)"х" 
42; у= 1+ y +х2у= 0 
i E E PEA е, И 
43. Función de Bessel La función de Bessel de orden О es 
2 (lA 
Joa) = = 
_ >, 226 (K1)? 


a) Probar que esa serie converge para todo x. 

b) Verificar que la serie es solución de la ecuación 
diferencial х2; + ху + x24,=0 

c) Representar en la calculadora el polinomio consti- 
tuido por los cuatro primeros términos de Jọ. 

d) Aproximar el valor de {57% dx con dos decimales. 


44. Función de Bessel La función de Bessel de orden 1 es 
20 Ene 
Jo) =x 
0) 2 2201 Uk + 1)! 


a) Probar que esa serie converge para todo x. 
b) Verificar que la serie es solución de la ecuación diferencial 


х2 + х + -J0 


c) Representar en la calculadora el polinomio constituido 
por los cuatro primeros términos de J}. 
d) Probar que Jo(x) = -J (x) 


En los Ejercicios 45-48, representar la gráfica de la serie de 
potencias en la calculadora. La serie representa una función 
bien conocida. Identificarla a la vista de esa gráfica. 


х?" 


45. = Y (ly 
5. f(x) 2 1) Em! 


а; 2n+1 


46. == шы] Т саа 
= р "ол + 1) 


47. Јо) = Y ECO) -I<x<l 
n=0 


q on rl 


»—-1<x<1l 


48. [= Y Ey 
n=0 


2n + 1 


Ae 49, 
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Investigación Hemos visto en el Ejercicio 7 que el 
intervalo de convergencia de la serie geométrica 


es (2, 2). 

a) Calcular la suma de la serie cuando х = 3/4. Repre- 
sentar en la calculadora los seis primeros términos 
de la sucesión de sumas parciales y la recta hori- 
zontal correspondiente a la suma de la serie. 

b) Repetir el apartado a) con x = —3/4. 

c) Explicar en unas líneas la comparación entre el 
ritmo de convergencia de la sucesión de sumas 
parciales y la suma de la serie en los apartados a) y 
b). ¿En qué difieren los puntos representativos de 
las sumas parciales cuando éstas convergen hacia 
las respectivas sumas de las series? 

d) Dado cualquier número real positivo M, existe un 
entero positivo N tal que la suma parcial 


EG)». 


Usar la calculadora para completar la tabla. 


1.000 10.000 


M | 10 | 100 
N 


O 


50. Escribir una serie equivalente a 


оо х2" +1 


2 Ол + 1)! 
cuyo índice de suma comience en n = 1. 


¿Verdadero o falso? En los Ejercicios 51-54, averiguar si 
el enunciado es correcto. Si no lo es, explicar la razón o dar 
un ejemplo que ponga de manifiesto su falsedad. 
90 
51. Sila serie de potencias У a,x” converge рага х = 2, 
п= 0 
entonces converge necesariamente también рага х = —2. 
= 
52. 51 Іа serie de potencias У, а,х" converge para x = 2, 
= 
entonces converge medie también рага x = —1. 
pa 
53. Si el intervalo de convergencia de У ax" es (—l, 1), 


а= 0 
=. 


el intervalo de convergencia de y а„(х— I} ев (0, 2). 
п=0 
54. Sif(x)= Y a,x" converge para |x| < 2, entonces 


п= 0 
X 


1 
| fod: у == 
0 


non + 1 
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8.9 
Representación de funciones por series de potencias 


CONTENIDO = 

Series de potencias geométricas = 
Operaciones con series de potencias = 
Series de potencias geométricas 


En esta sección y en la próxima estudiaremos varios métodos que permiten 
hallar la serie de potencias que representa a una función dada. 

Consideremos la función f(x) = 1/(1 — х). Su forma recuerda mucho la 
suma de una serie geométrica 


у ат = > [|[|<1 


En otras palabras, si hacemos а = 1 y r = x, una representación еп forma de 
serie de potencias para 1/(1 — x), centrada en 0, es 


=1+х+ ++, ld <1 


Naturalmente, la serie representa a la función sólo en el intervalo (1, 1), 
mientras que la función f está definida en todo х з 1, como se muestra en la 
Figura 8.21. Si se quiere representar fen otro intervalo, hay que tomar una serie 
diferente. Por ejemplo, para obtener una serie centrada en –1, podemos hacer 


demasiado restringido, vigente en esa 


época. Cauchy y estuvieron +. 


С | 1/2 4 
lar 2-(х+1) dls Пр l-r 


| 
N 
ua 


FIGURA 8.21 


A 


División «larga» de polinomios 


24x 


EN E 
2-х+5х g e 


gy 
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У 1 л | 
lo cual implica que a = 5 уг = (х + 1). Así pues, |х + 1| < 2, se tiene 


¿06 


| (х +1) (+10)? a+ 1)? 
=73|1+ + + 


= + |,|х+1|<2 
2 2 4 8 


que converge en el intervalo (-3, 1). 


EJEMPLO 1 Representación por una serie geométrica centrada en 0) 


4 
Hallar una serie de potencias para f(x) = a centrada en 0. 


Solución: Escribiendo f(x) en la forma a/(1 — r) se tiene 


4 _ 2 а 
2+x l- (xD) l-r 


de donde se sigue que a = 2 y r = —x/2. Así pues, la serie de potencias рага 


fx) es 


lI 
3 
|| 3 
18 
N 
ON 
NI x 
— 


Н 
N 
ETS 
= 
1 
[= 
+ 
al 
| 
оо|*%„, 
+ 
UA 


Esta serie de potencias converge cuando 


x 


< 1 


lo cual implica que el intervalo de convergencia es (—2, 2). 


рй Otra forma de hallar una serie de potencias para una función racional como 
la del Ejemplo 1 consiste en usar la división «larga» de polinomios. Así, divi- 
diendo 2 + x entre 4 se obtiene el resultado del margen. 


EJEMPLO 2 Representación por una serie geométrica centrada en 1 


. f 1 
Hallar una serie de potencias para f(x) = —› centrada еп І. 
х 
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Solución: Escribiendo f(x) en la forma a/(1 — r) se tiene 


1_ 1 _ а 
x 1-(—х+1) l-r 


de manera que a = | y r= 1 — х = —(х — 1). Por tanto, la serie de potencias 
para f es 


1 ос 
кер r" 
х 2, Е 


у= 
п= 0 


1- (х= 10) + (х= 02 - (х= +e 
Esta serie de potencias converge cuando 


x= [<1 


lo cual implica que el intervalo de convergencia es (0, 2). 


Operaciones con series de potencias 


En esta sección quedará patente la versatilidad de las series de potencias, pero 
antes vamos a estudiar algunas operaciones con este tipo de series. Junto con la 
derivación y con la integración, estas operaciones permiten desarrollar en serie 
de potencias una amplia variedad de funciones elementales. (Por simplicidad, 
enunciamos las propiedades para series centradas en 0.) 


- OPERACIONES CON SERIES DE POTENCIAS 


_ o L у= У аг 


п=0 


o 120 / ; : ; 


Las operaciones descritas en el Teorema 8.22 pueden cambiar el intervalo de 
convergencia para la serie resultante. Por ejemplo, en la suma que sigue el 
intervalo de convergencia para la suma es la intersección de los intervalos de 
convergencia de las dos series originales. 
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р 4] 00 xX n о 1 
pal sl РА G) Е 2, ( р 5) 


ў \—. 2 х y 


CLD a (2,2) = (LD 


EJEMPLO 3 Suma de dos series de potencias 


Hallar una serie de potencias, centrada en 0), para f(x) = 


Solución: Реѕсотропетоѕ f(x) en fracciones simples, como 


3x — 1 2 1 
= + 
2-1 x+1 x-1 


Sumando las dos series de potencias geométricas 


2 2 2 
2(—1)у'з”, le] < 1 
х+1 126) T кыне 


obtenemos la serie de potencias 


Зх — 1 
x? 


- у [2(-1)" – Ц" = 1 Зе + х2 – 3х5 + х — 


Su intervalo de convergencia es (—1, 1). 


EJEMPLO 4 Cálculo de una serie de potencias por integración 


Hallar una serie de potencias para f(x) = In x, centrada en 1. 


Solución: Por el Ejemplo 2 sabemos que 

20 

== рх - р)" Intervalo de convergencia, (0, 2) 
Integrando esta serie obtenemos 


1 
„л 
x 
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Series 


Haciendo x = 1 concluimos que С = О. Por tanto, 


a _ jjer 


+1 


In х = У, (= 1)" 


bes &- рое в р)“ 
— 1 2 3 4 


+- Intervalo de 
convergencia, (0, 2] 


Nótese que la serie converge en x = 2. Esto es consistente con la observación de 
la sección anterior de que la integración de una serie de potencias puede alterar 
la convergencia en los puntos terminales del intervalo de convergencia. 


| Ей la Sesión 8. С usamos еї polinomio de Taylor de cuarto guido 
ie de la- función п logaritmo п natural o E 
E A a- . 


para oa m a D 


n a, Da : 0, 0-20, oeei 0D -70 Ms 


A 0,0953083 


EJEMPLO 5 Cálculo de una serie de potencias por integración 
Hallar una serie de potencias para g(x) = arctg x, centrada en 0. 


Solución: Сото D [arctg x] = 1/(1 + x?), podemos usar la serie 


| 1 00 
FO) = 7 = 99 EN Intervalo de convergencia, (1, 1) 
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SRINIVASA RAMANUJAN (1887-1920) - 


Las series сото métodos de 
aproximación del valor dez-han 
interesado a los matemáticos а Jo largo 
de los últimos 300 años. Una serie 
curiosa para aproximar t/r fue 
descubierta por el matemático indio 
Srinivasa Ramanujan en 1914, Cada 
término sucesivo de la serie de 
Ramanujan añade unas ocho cifras 
exactas más al valor de 1/1. (Para más 
información acerca de la obra. de 
Ramanujan, véase el artículo 
«Ramanujan and л», de Jonathan M. 
Borwein y Peter. В, Borwein, en Scientific 
American, febrero 1988). 


Representación de funciones por series de potencias 703 


Sustituyendo x por x? da 
Р) == Y ya? 
1+ х2 


п= 0 


Finalmente, obtenemos por integración 


1 
arctg x = f dx+ C 


1+ х? 
č У ( py х*ї"* 1 
=C+ = "шы Шз 
к= 2n +1 
x 2n+1 
= y Ely Haciendo х = 0, se ve que С = 0 
п=0 2n + 1 
х х° y? 
ср. саке ы киы Intervalo de convergencia (—1, 1) 


Se puede demostrar que la serie de potencias encontrada en el Ejemplo 5 con- 
verge también (a arctg x) para x = +1. Por ejemplo, cuando x = 1 es 


ГІ л 
arctg 1 = |- -=+ des 

3 5 7 4 
No obstante, esta serie (descubierta por James Gregory en 1671) no proporcio- 
na un método eficaz para aproximar л, porque converge tan lentamente que 
habría que sumar un gran número de términos para alcanzar valores aproxima- 
dos razonablemente próximos a л. El Ejemplo 6 enseña cómo usar dos series 
diferentes de la arcotangente para llegar a una aproximación muy buena de л 
con sólo unos pocos términos. Esta aproximación fue desarrollada por John 
Machin en 1706. 


EJEMPLO 6 Estimación de п mediante una serie 


Usar la identidad trigonométrica 


л 
239 4 


1 
4 arctg 5 arctg 


para aproximar el número л [véase Ejercicio 44b]. 


Solución: Соп sólo cinco términos de cada una de las series de arctg(1/5) y 
arctg(1/239), obtenemos 


1 1 
4| 4 arctg — — arctg — | œ 3,1415926 
5 239 


que aproxima el valor exacto de л con un error menor que 0,0000001. 
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Ejercicios de la Sección 8.9 


En los Ejercicios 1-4, hallar una serie de potencias geométri- 
ca para la función, centrada en О, a) por división, como en 
los ejemplos 1 y 2, y Ё) por división «larga» de polinomios. 


1 3 
1. ғо) = ТЕУ 2. Ро) = йс 


3. Ро) = 


4. ЈО) = 


2+ х l +x 


En los Ejercicios 5-16, hallar una serie de potencias para la 
función, centrada en c, y determinar su intervalo de conver- 
gencia. 


5. = ‚„с=5 

0)=5——' 

6. = „б=-—2 
FO) O 

7. ә = , ==; 
РО) Бре 

8. = ‚с= 
ттт 

9. р(х) = 228 
л E Шш 

10. л(х) = EET 
сте T 


3 
11. f(x) = 'с=0 


x+2 
da Sp 
` ES 
3x 
13. е = > c=0 
80) de 
14 w Ax - 7 0 
x X) = AAA С = 
TR 
2 
15. 0) = Ep e=0 
16. (х) = -с= 0 
FO) A 


En los Ejercicios 17-26, usar la serie de potencias 


1 o 
SS y (—1)"х" 
п=0 


L+xo 


para encontrar una serie de potencias, centrada en 0, para la 
función. Identificar el intervalo de convergencia. 


17. hæ =” A. 
s x)= = 
xel Lr lx 
18. ло) = 2х _ 1 1 
i A TE l-x 


19. ро) = 1 _4 1 
Жо: (+ D? dxlx+ 1 
2 а? 1 
Me ч) (x + =; + 


21. /}(х)=1п(х+1)= [25 ах 
х 


l +x 


1 1 
22. | dx | dx 


1 
х2 + 1 


23. а(х) = 
24. ро) = а (х2 + 1) 
25. Ах) = аР, 


26. Р(х) = arctg 2х 


PE Análisis numérico y gráfico En los Ejercicios 27 y 28, de- 


notamos 


Confirmar la desigualdad con ayuda de la calculadora y 
completar la tabla para confirmarla numéricamente. 


x 00 | 0,2 | 0,4 | 0,6 | 0,8 | 1,0 


«к 


in (x + 1) 


$ +1 


27. 5,<1п(х+1)<5, 28. $5,<п(х+1)<5, 


En los Ejercicios 29-32, asociar cada aproximación polinó- 
mica de la función f(x) = arctg x con la gráfica adecuada. 
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a) 
с) 
eS 
29. р(х) = х 30. оа 
КОО 3; хуз 207 
31. а(х) = х- + 32. = х- + – 
Моа Е Ене 


33. Раға pensar А la vista de los resultados de los Ejer- 
cicios 29-32, elaborar un argumento geométrico para 
explicar por qué la aproximación mediante series de 
ДО) = arctg x sólo tiene potencias impares de x. 


34. Conjetura A la vista de los resultados de los Ejerci- 
cios 29-32, formular una conjetura sobre el grado de 
las aproximaciones por series de arctg x que tienen ex- 
tremos relativos. 


En los Ejercicios 35-38, aproximar el valor de la canti- 
dad propuesta, utilizando la serie aproximante de arctg x 
y Ry < 0,001. 


1 3/4 
35. arctg 2 36. | arctg х? dx 


ara 1/2 
37. | ЧО Ж di 38: | x? arctg x dx 


0 x o 


En los Ejercicios 39-42, usar la serie de potencias 


1 © 
pe y х" 
п=0 


l-x 


39. Hallar la representación en serie de potencias de 


ату? y determinar su intervalo de convergencia. 
-x 


( 
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40. Ajustar el índice de suma de la serie construida en el 
Ejercicio 39 para que empiece en n = 0. 


41. Probabilidad Si se lanza una moneda repetidamente, 
la probabilidad de que la primera cara se produzca en el 
n-ésimo lanzamiento viene dada por 


1 п 
Р(п) = (2) 


Si se repite este juego numerosas veces, el número me- 
dio de tiradas hasta que sale la primera cara es 


© 


Е(п) = У пР(п) 


п=1 


(Este valor se Пата valor esperado de п.) Usar los те- 
sultados de los Ejercicios 39 y 40 para calcular E(n). 
¿Esperaba lo que se obtiene? Explique su respuesta. 


42. Usar los resultados de los Ejercicios 39 y 40 para cal- 
cular la suma de las siguientes series. 


1 ос 2 п 1 а 9 п 
Кэ е Ь => #3 
е 3 2 G) | 10 n=1 (2) 


43. Demostrar que 


х + y 
arctg x + arctg y = arctg j рага xy # 1 
= xy 
supuesto que el valor del miembro izquierdo en esa 
ecuación está entre —л/2 y 1/2. 


44. Usar el resultado del Ejercicio 43 para verificar las 
identidades 


o cd e 
a arc arc = 
8719 2 23974 


ТОИ ИИ 
arc == — arc —— = — 
Èz 8 239—4 


[Ayuda: Utilizar dos veces el Ejercicio 43 para hallar 


1 
4 arctg 5 y usar a continuación el apartado a).] 


En los Ejercicios 45 y 46, a) verificar la ecuación dada y b) 
usar esta ecuación y la serie de la arcotangente para aproxi- 
mar л con dos cifras decimales correctas, 


Е и с^ 
m arc = – arc == 
53 8773 
7 


П iiai k 
е агс лагс — = — 
£3 81774 


En los Ejercicios 47-52, calcular la suma de la serie conver- 
gente dada y explicar cómo ha sido obtenida. 
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ж l 
47. y ОБУ 


п= 1 


© 1 
48. y 
Ер ти 


п= 1 


Y 2" 
49. рце 
2 S'n 
50 5 (—1)" . 
" 2n + 1 


п= 0 
OS) Шар A 
2 22" 2р + 1) 


1 
3% IOn ~ 1) 


52. y (ny! 
n=1 


CONTENIDO 

Series de Taylor y Maclaurin 

Series binomiales 

Cálculo de series de Taylor a partir de una lista básica 
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Series 


Redacción Una de las series de los Ejercicios 47-52 

converge a su suma mucho más lentamente que las de- 

más. ¿Cuál? Explicar por qué esa serie converge tan 

despacio. [lustrar su ritmo de convergencia mediante 

una gráfica en la calculadora. 

©. п 

Demostrar que $ T an = а 
azo 3'En + 1) 2/3 


Usar la calculadora y 50 términos de la serie 
х (х 1)" 
Јо) = У 


n=1 п 


0 <x<2 


para aproximar el valor f (0,5). (La suma exacta es 
In 0,5.) 


8.10 
Series de Taylor y Maclaurin 


ES 


Series de Taylor y Maclaurin 


En la Sección 8.9 hemos construido series de potencias para algunas funciones 
partiendo de series geométricas, por derivación o integración. En esta sección 
estudiaremos un procedimiento general que permite deducir la serie de poten- 
cias de una función que posea derivadas de todo orden. El próximo teorema 
establece la forma que ha de tener necesariamente cualquier representación en 
serie de esa clase. 


МА #23 FORMA DE UNA REPRES 
-CONVERGENTE 


у 


ACIÓN EN SERIE DE POTENCIAS- 


е potencias convergente f(x) =. 
ierto / que contiene а с, enton- 


orroa- 


Demostración: Supongamos que es R el radio de convergencia de la serie 
У а(х — с)". Entonces, por el Teorema 8.21 sabemos que la n-ésima derivada 
de f existe para |x — c| < R, y por derivaciones sucesivas obtenemos 

FU = а, + ax- с) + а„(х — с)? +аз(х — с)? + а(х = с) +. 

FU = а; + 2а,(х — с) + Заз(х — с)? + 4а (х – с) + 

Г) = 2а, + 3!ау(х — с) + 4: Зах — с)? + 


РЭ) = За, + 41а (х с) + 


fO = n'a, + (п + Dia, ¡(a с) + 
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Evaluando cada una de estas derivadas en x = c vemos que 
fOe) = Dl, 
fte) = la, 
Рс) = 21а, 
fOe) = Mas 
y, en general, /"(с) = n!a,. Despejando a, encontramos que los coeficientes de 
la serie de potencias que representa a f(x) son 
(п) 
c 
LO е 
п! 
Nótese que los coeficientes de la serie de potencias en el Teorema 8.23 son 
precisamente los coeficientes de los polinomios de Taylor para f(x) en c, tal 
como se han definido en la Sección 8.7. Por esta razón, esa serie se llama serie 
de Taylor de f(x) (centrada) en c. 
DEFINICIÓN DE. LAS SERIES E Si una función f tiene derivadas de todos los Órdenes en x= c; se llama serie 


DE TAYLOR Y MACLAURIN - 


-de Taylor def (centrada) en cala serie 


А ls E TEE o 
= (oy = OOR- oe +” — 


ta E ОНГ 


Sic = о soñé se conoce también como la serie de Maclaurin de f. 


Si se conoce la pauta que siguen los coeficientes de los polinomios de Taylor 
de una función, es fácil encontrar su serie de Taylor. Así, en el Ejem- 
plo 4 de la Sección 8.7 vimos que el cuarto polinomio de Taylor de Іа x, 
centrado en 1, es 


Р(х) = (х— 1) -®- 1)? +50- 1)? Е р) 


El esquema que siguen sus coeficientes invita a pensar, у correctamente, que la 
serie de Taylor para ln x, centrada en с = 1, es 


py +1 
к. кш 
п 


a DU D+ 


EJEMPLO 1 Construcción de una serie de Maclaurin 


Tomando f(x) = sen x, formar la serie de Maclaurin 
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FIGURA 8.22 


Series 


00 (п) D "(0 (3) 0 (4) 0 


y hallar su intervalo de convergencia. 


Solución: Derivando varias veces f(x) vemos que 
f(x) = sen x F0)=0 
FG) = cos x F0)=1 
f(x) = -sen x 0) = 0 
ЈО) = cos х ГЭ) = –1 
FU) = sen х FOO) = 0 
SO) = cos х FO) = 1 


y así sucesivamente. La secuencia se repite tras la tercera derivación, así que la 
serie de potencias pedida es 


JOO, 70 FO 70) 
57 х" = }(0) + £(0)x + | х? + F x + Ai + 


(=1)"x?” t1 3 5 7 


= ұ + a 5-5 
РО и ы Л 


El criterio del cociente asegura que la serie converge para todo x. О 


Es importante darse cuenta de que en el Ejemplo 1 no hemos concluido que la 
serie de potencias converge a sen x. Sólo hemos demostrado que converge a 
alguna función, pero no sabemos a cuál. Es esta una matización sutil pero de 
extrema importancia, cuando se trabaja con series de Maclaurin o de Taylor. 
Con el fin de persuadirle de que la serie 


E y 


(п) 
Ро) + f(x с) +——— gagana 0; 


х= с) + 


podría converger a una función distinta de f, recordemos que las derivadas se 
evalúan todas en un único punto. Puede ocurrir, por tanto, que otra función 
tenga idénticos valores de (х) en x = с y diferentes en otros puntos. Por 
ejemplo, si se construye la serie de potencias centrada en 0 para la función de la 
Figura 8.22, se encuentra la misma serie obtenida en el Ejemplo 1. Sabemos 
que esa serie converge en todo x, así que obviamente no puede converger a f(x) 
y a sen x para todo x. 


| Nota. No hay que confundir esta observación con el resultado del Teorema 8.23. Este 
teorema afirma que si una serie de potencias converge a f(x), la serie debe ser una serie 
de Taylor. Pero no dice que toda serie formada con los coeficientes de Taylor converge 


af. 
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para todo x en 7. 


Demostración: Para una serie de Taylor, la n-ésima suma parcial coincide con el 
n-ésimo polinomio de Taylor. Es decir, S,(x) = P,(x). Además, de 


Р(х) = Ро) — R, 
se sigue que 


lím 5,00) = lím Р(х) 


п оо пэ =) 


= lím [f(x) - А,()] 


п 


= f(x) — lím А (х) 


Por tanto, en ип х dado la serie de Taylor (la sucesión de sus sumas parciales) 
converge а f(x) si у sólo si R,(x) > 0 cuando n > œ. 


| Nota. En otras palabras, el Teorema 8.24 afirma que una serie de potencias formada 
con los coeficientes de Taylor a, = f™(c)/n! converge a la función de la que proviene 
precisamente en aquellos valores en los que el resto tiende a cero cuando n > ос. 


En el Ejemplo 1 construimos la serie de potencias a partir de la función seno y 
llegamos a concluir que la serie converge a alguna función en toda la recta real. 
En el Ejemplo 2 veremos que la serie converge a la función seno. 


EJEMPLO 2 Una serie de Maclaurin convergente 


Probar que la serie de Maclaurin de f(x) = sen x converge a sen x para 
todo x. 
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Solución: Según el Ejemplo 1 hemos de demostrar que se verifica 


х? х 
ѕеп х= х += + 


a a nt t naD 


x? 5 fi (—1)"х?"* 1 


para todo х. Al ser 


Р 0х) = + зеп х 


Р (ох) = + cos х 


se desprende que | 7+ (z) < 1 рага todo número real z. En consecuencia, 
para cualquier x dado es aplicable el teorema de Taylor (Teorema 8.19), del 
que se sigue que 

xj" +1 
“m+ 


+1 
еы 


0 < „ол = |17 


De la discusión en la Sección 8.1 acerca de los ritmos de convergencia de las 
sucesiones exponenciales y factoriales, se deduce que para un x fijo 


Finalmente, el teorema del encaje asegura que, para todo x, R,(x) — 0 cuando 
п > со. Así pues, del Teorema 8.24 se sigue que la serie de Maclaurin de sen х 
converge a sen x para todo x. 


La Figura 8.23 permite visualizar la convergencia de la serie de Maclaurin 
de sen x, comparando las gráficas de los polinomios P,(0, Р(х), Р;(х), y 
Р-(х) con la de la propia función sen x. Se aprecia claramente que conforme el 
grado del polinomio crece la gráfica se asemeja más y más a la de la función 
seno. 


FIGURA 8.23 
A] crecer n, la gráfica de P, se parece cada vez más a la de la función seno, 


Resumimos a continuación los pasos para encontrar la serie de Taylor de una 
función f(x) en c. 
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н рага. hallar u una serie e Taylor 


luar las derivadas еп с. с 


Ё мо, e 


- Рей ar ЈО) У varias veces у! 


(п) д 
pen сс)? e 


Orr Ooa- ©) a чо 


3. "Averiguar si, enese intervalo de convergencia, la serie ны ао) 
опо: 


El cálculo directo, mediante derivaciones sucesivas, de los coeficientes de 
Taylor o Maclaurin puede resultar difícil. El próximo ejemplo muestra un atajo 
para hallar esos coeficientes de manera indirecta, aprovechando los coeficien- 
tes de alguna serie de Taylor o de Maclaurin ya conocida. 


EJEMPLO 3_ Serie de Maclaurin de una función compuesta 


Hallar la serie de Maclaurin de f(x) = sen x? 


Solución: Para hallar los coeficientes de esta serie de Maclaurin directamente 
tendríamos que calcular derivadas sucesivas de f(x) = sen х2. Ya con las dos 
primeras, 


Р(х) = 2х cos x? y f(x) = —4x? sen x? + 2 cos x? 


nos damos cuenta de que sería una tarea muy desagradable. Ahora bien, consi- 
deremos la serie de Maclaurin de sen x, hallada en el Ejemplo 1. 


3 5 ds 


g(x) = sen x = x-z t 51791 + 


Como sen х2 = g(x?), basta sustituir х por x? en esta serie para obtener 


xê х! хі 


ж NE е ЕМ е 
sen х2 = g(x?) = х? ТЕТ 7р + 


Asegúrese de que comprende correctamente la enseñanza que se desprende del 
Ejemplo 3. Como el cálculo directo de los coeficientes de Taylor o Maclaurin 
puede ser tedioso, el camino más eficaz para encontrarlos es elaborar una lista 
básica de series de potencias de unas cuantas funciones elementales. Una vez 
en posesión de esa lista podremos deducir las series de potencias de otras fun- 
ciones efectuando operaciones de suma, diferencia, producto, cociente, deriva- 
ción, integración y composición de series ya conocidas. 
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Antes de presentar la lista básica de series de potencias para funciones elemen- 
tales, construiremos una nueva familia de series de potencias, correspondientes 
a las funciones del tipo f(x) = (1 + х)“. Esto produce las series binomiales. 


EJEMPLO 4 Series binomiales 


Hallar la serie de Maclaurin de /`(х) = (1 + x)* y calcular su radio de convergencia. 


Solución: Рог derivaciones sucesivas vemos que 


ДО) = (1 +x /(0) = 1 
Го) = К + х)! РО) = К 
Ро) = Кк DA + х) 2 FO) = (К – 1) 


Ро) = kk- DI DU + х) O) = kk — П) — 2) 


/ (ху) = k-n DAUA fO = К 1) (k-n+1) 
lo que lleva a Іа serie 


КЕ = Da? КЕ — 1) (&о—оп + р" 
+ ..o + + жо а 
2 n! 


l+kx+ 


Como а, , ¡/a, > 1, podemos aplicar el criterio del cociente, del que se sigue 
que el radio de convergencia es R = 1. Así pues, la serie converge a alguna 
función en el intervalo (=1, 1). 


En el Ejemplo 4 sólo hemos probado que la serie de Taylor de (1 + x)* 
converge a alguna función, pero no sabemos todavía si converge precisamente 
a (1 + х)“. Para ver que es así falta probar que el resto А, (х) tiende a cero, como 
en el Ejemplo 2. 


EJEMPLO 5 Cálculo de una serie binomial 


Hallar la serie de potencias de f(x) = YT + x. 


Solución: Usando la serie binomial 


КК = 1)x? МК -= 1Xk - 2)x* З, 


(1+ х) = 1 ++ 
2! 3! 


1 
con k = 3 obtenemos 


| E 2x? 2:51 2-5: 8x* 
PAU узу 344! 


que converge para —1 <x < 1. 
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FIGURA 8.24 


Cálculo de series de Taylor a partir de una lista básica 


La lista recoge las series de potencias que representan algunas funciones ele- 
mentales de uso común junto con sus intervalos de convergencia. 


| Nota. La serie binomial es válida para valores no enteros de k. Además, si k es un 
entero positivo, la serie binomial se reduce a un simple desarrollo del binomio. 
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EJEMPLO 6 Deducción de una serie de potencias usando la lista básica 


Hallar la serie de potencias de f(x) = cos 7 


Solución:  Sustituyendo en la serie de potencias del coseno 


х2 E х5 


cosx=1l=—+ - +>- 
21 4! 6! 8! 


x por ./x obtenemos la serie de potencias 


X X X X 


+ + 
2! 4! 6! 8! 


cos./x=1l- 


Esta serie converge para todo x en el dominio de cos Jx, es decir, para 
todo x > 0 


EJEMPLO 7 Una serie de potencias para sen? x 


Hallar la serie de Maclaurin de f(x) = sen? x. 
Solución: Reescribimos f(x) como 


1 - cos 2x 1 соз 2x 
2 0 2 


sen? x = 


Ahora, usando la serie del coseno obtenemos 


х^ хі х5 Y 


соз х= | ~ + +. 
2! 4! 6! 8! 
2? 24 26 25 
cos 2х = 1 2-х? + 2-х – 2-е An 
2! 4! 6! 8! 
[2 23 23 2 
—— cos 2х = + 2х2 = 4% 628 + 
ТЕУТА а T 
1 1 11 2 2? 25 27 
sen? x = = – = cos 2x = = – ^ х®+—х° — ——х% + 
22 2з a т 
22, 25 а 2006278 
2! 4! 6! 8! 
Esta serie converge para -0 < х < оо. 0 


Сото se advirtió en Іа sección precedente, las series de potencias pueden utili- 
zarse para construir tablas de valores de funciones trascendentes. Asimismo 
son útiles para estimar valores de integrales definidas cuyas primitivas no se 
conocen, como ilustra el próximo ejemplo. 
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EJEMPLO 8 Estimación de una integral definida por series de potencias 


Usar una serie de potencias para calcular un valor aproximado de 


1 
е“ dx 
о 


Solución:  Sustituyendo х por —x? en la serie de la función е“ se obtiene 


con error menor que 0,01. 


1 1 1 1 
+— A e 
3 10 42 216 


Sumando los cuatro primeros términos se tiene 


1 
| e” dx = 0,74 


0 


E Р 1 
con un error, según el criterio de las series alternadas, menor que 216 = 0,005 


E 
Ejercicios de la Sección 8.10 
En los Ejercicios 1-10, usar la definición para construir la En los Ejercicios 11-16, usar la serie binomial para construir 
serie de Taylor, centrada en c, para la función. la serie de Maclaurin de la función. 
1. /)=е?*,с=0 йй, Ж т 1 
. (х TE fo e чт” a X) = — 
2. Дх) =e, с= 0 d +x? Y= к 
1 
3. Р) =совх,с== 13. Ро) === 14. Ро) = 4/1 + х 
4 \/4 + х? 
15. =yJ1 ч 16. =i z 
4. Јо) = едх, сел ЈО) +x foO=yl+*x 
En los Ejercicios 17-28, hallar la serie de Maclaurin de la 
5. р) = 1ах, с= 1 función, usando la lista básica de series de potencias. 
6. }(ху=е*,с=1 17. fœ) = e°? 18. g(x) = е3 
7. Јо) = sen 2х,с=0 19. g(x) = sen 2х 20. А(х) = хсоѕ х 
z 2 2, 
8. Јо) = (+1), с=0 21. f(x) = cos ?? 22. f(x) = cos 3x 
9. у(х) = sec х, с = 0 (primeros tres términos no nulos) е y КО и _arcsen х 
10. f(x) = tg х, с = 0 (primeros tres términos по nulos) + BOS ‚Тш 


Bu 
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25. fix) = е = ех) = $һ х 


26. у(х) = е +e х) = сһх 


27. РО) = cos? х 


1 
[Ayuda: cos? х = 30 + cos 2x)] 


28. fio) = 571 x= In (х + yx? +1 
1 
\/х? + ) 


En los Ejercicios 29 y 30, verificar la fórmula utilizando se- 
ries de potencias y recordando que i? = –1 


(ayuda: Integrar la serie de 


Vis | 

29. р(х) = — (e -e` *)=senx 
21 
И _. 

30. (х) = Ти +e '™*)= cosx 


En los Ejercicios 31-36, calcular los primeros cuatro térmi- 
nos no nulos de la serie de Maclaurin de la función, mediante 
producto o cociente de las series de potencias apropiadas de 
la lista básica (página 713). Representar en la calculadora la 
gráfica de la función y su correspondiente aproximación po- 
linómica. 


31. у(х) = ех ѕеп х 32. g(x) = ех cos х 


33. Ах) = соѕ хіп (1+ х) 34. fœ) = eln +х) 


ѕеп х е“ 


36. (0) = 
1 + х 1+ х 


35. 


80) = 


En los Ejercicios 37-40, asociar cada polinomio con su gráfi- 
ca. Sacar un factor común de cada polinomio e identificar la 
función aproximada por el polinomio de Taylor resultante. 


а) 


с) d) 


xí х? x5 


a се 
кош ДЕ т 
3 


х 
39. у=х+х? +; 40. y=- at 


En los Ejercicios 41 y 42, hallar la serie de Maclaurin para 


Ро). 


х 


1+ га 


41. О) = F (e -—1)dt 


0 


42. рО) = | 


0 


En los Ejercicios 43-46, verificar la suma. A continuación, 
estimar la suma, con ayuda de la calculadora, con un error 
menor que 0,0001. 


43. У 


п= 1 


1 Ы 1 

—1)"*!—=1п2 44. -1)" =sen 1 

En n s PA ) E id 
Ж; 2" 

45, == 


TE 
n=0 п. 


e-i 


ж 1 
46. -1t {—}= 
ү 2 ‹ (5) e 


En los Ejercicios 47 y 48, usar la representación de fen serie 
de potencias para calcular lím f(x) (si existe) 
x>0 


COS x 


= 
47. fo — 


sen x 
48. РО) = 


En los Ejercicios 49-54, usar series de potencias para аргохі- 
mar la integral con error menor que 0,0001. (En los Ejerci- 
cios 49, 50 y 54, supóngase que el integrando está definido 
como l en x = 0.) 


(1 sen x 12 arctg x 
49, —— dx 50. dx 
о х o х 
л/2 1 
51. | yx cos x dx 52. | cos \/х dx 
о 0,5 


0.3 
53. | \/1 + х%ах 
0.1 


1/2] +1 
| + y 
о X 


Ejercicios de la Sección 8.10 


Probabilidad En los Ejercicios 55 y 56, aproximar, con 
un error menor о igual que 0,0001, la probabilidad normal 


dada por 
1 b 
| ег? йх 
al 2л а 


56. P(l<x<2) 


Pla<x<b)= 


55. Р(0О<х<1) 


En los Ejercicios 57-60, usar integración simbólica para ha- 
llar el polinomio de Taylor de grado 5, centrado en c, para la 
función dada. A la vista de la gráfica, determinar en qué in- 
tervalo da el polinomio una aproximación razonable de la 
función. 


57. Р(х) = хсоѕ 2х, с= 0 


58, fa) = зеп І (1+ х), с= 0 


59, во) = /хїпх,с= 1 
60. ho) = Yx arctgx,c=1 


61. Movimiento de un proyectil Un proyectil lanzado 
desde el suelo sigue la trayectoria de ecuación 


kx 
СОБЕ рат 1- ———— 
kvo cos Ө k „Vo cos 0 


donde v, es la velocidad inicial, 0 el ángulo de eleva- 
ción, g la aceleración de la gravedad y k el factor de 
retardo producido por la resistencia del aire. Usando la 
representación en serie de potencias 

з үа 


Ша AN 
2°Зз 3 


-1<х<1 


verificar que la trayectoria puede reescribirse como 


gx? Ках? k?gx? 


+ 
20% соз? O” 3vpcos?* Ө 4v, cost0 


у= (16 0)x+ 


62. Movimiento de un proyectil Determinar, usando el 
resultado del Ejercicio 61, la serie para la trayectoria de 
un proyectil lanzado desde el suelo con un ángulo de 
60°, velocidad inicial de 64 pies/s y un factor de retar- 
do k = 1/16. 


63. 


64, 


65. 


66. 
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Investigación Consideremos la función 

е х0 
Fx) = | Е 

а) Esbozar su gráfica. 

b) Usar la fórmula alternativa de la definición de la 
derivada (Sección 2.1) y la regla de L”Hópital 
para probar que /'(0) = 0. [Continuando este pro- 
ceso se puede demostrar que f"(0) = О paran > 1.] 

c) Usando los resultados del apartado b) hallar la se- 
rie de Maclaurin de f. ¿Converge la serie a la fun- 
ción f? 

Investigación 

a) Construir la serie de potencias, centrada en 0, de la 
función 

ln(x? + 1) 
ЈО) = —— 


b) Representar еп la calculadora f y el polinomio de 
Taylor de grado 8, Рь(х), de f. 
c) Completar la tabla siguiente, donde 


х 2 
F(x) = | MED 
о 


1? 
бо) [rod 
0 


ejeje 
COI O ШШ 


жө 


d) Describir la relación entre las gráficas de Jy de P; 
y los resultados de la tabla del apartado c). 


n 


х 
Demostrar que lím =S 0 para todo x real. 
a>0 n! 


Demostrar que e es irracional. [Ayuda: Supóngase que 
e es racional, digamos е = p/g (con p y q enteros) y 


considérese 
1 1 | 
esl+l++ ++... 
2! п! 


718 


Capítulo 8 Series 


Ejercicios de repaso del Capítulo 8 


En los Ejercicios 1 y 2, hallar el término general de la sucesión. 


LI l 1 yA 
"226 24 120 O ТЕ 


En los Ejercicios 3-6, asociar cada sucesión con la gráfica 


correspondiente. 
а) а, b) a, 
4 А 
бт ө 67. 
5... Н 
4+ 0.0.0 ү А 
з. = ЖИР 
2-— сыр ЖЕ е т! JESE ">п 
- 2.4 * % 10 
Le a ж 
а Еч ее фов рр ч 
2 4 6 8 10 4i ө 
с) 4) а, 
10» 
81 
67 
4 
ө 
$ 27 è 
Ia 
(2.4 6 8 10 
3. a =4+- 4. a,=4-n 
n 
2 n-1 
5. a,= 1000,3)": 6. а, = 4- 9 


А En los Ejercicios 7 y 8, representar en la calculadora los diez 
primeros términos de la sucesión y usar esa gráfica para in- 
tentar adivinar si la sucesión es o no convergente. Verificar 
la respuesta analíticamente. Si la sucesión es convergente, 
calcular su límite. 


_5n +2 


п 


пт 
8. а, = ѕеп — 
2 


En los Ejercicios 9-16, averiguar si la sucesión cuyo término 
general que se especifica es convergente (b y c son números 
reales positivos). 


n+l 10 1 
a, = . а„=—= 
n n? n Jn 
n? n 
а„=— 12. а, = —— 
п" + 1 In n 
1 n 
а =x/n +1 14. а, =|1+— 
2п 


15. 


17. 


18. 


а у" 16. 


а, РЕ (p" + с")! 


Interés compuesto бе depositan $5.000 en una cuen- 
ta al 5 por 100 de interés anual compuesto trimestral- 
mente. El balance en la cuenta tras n trimestres es 


0,05 ү" 
+ ,n=1,2,3, +. 
A 


a) Calcular los ocho primeros términos de esa sucesión. 
b) Calcular el balance tras 10 años (término Ap). 


A, = 5000 


Depreciación Una empresa compra una máquina por 
$120.000. Durante los siguientes 5 años se deprecia a 
razón de un 30 por 100 por año. (Es decir, al final de 
cada año su valor es el 70 por 100 del valor al comien- 
zo de ese año.) 

а) Escribir una fórmula para el n-ésimo término de 
una sucesión que describa el valor У de la máqui- 
па ѓ años después de su adquisición. 

b) Calcular el valor de la máquina al final de esos 
cinco años. 


Investigación numérica, gráfica y analítica En los Ejerci- 
cios 19-22, usar la calculadora para a) hallar la suma parcial 
S, indicada y completar la tabla, b) representar los diez pri- 
meros términos de la sucesión de sumas parciales, y c) deter- 
minar si la serie es convergente. 


Aaa 


21. 


El y +1 55 оо 1 
1 Ол)! | 


2 


„21 п(п + 1) 


En los Ejercicios 23-26, calcular la suma de la serie. 


24. 


25. 


26. 


= T/2y" 1 
pa [6 (п + Da + 5| 


Ejercicios de repaso del Capítulo 8 


En los Ejercicios 27 y 28, expresar el número racional como 
cociente de dos números enteros. 


27. 0,09 
28. 0.923076 


29. Botes de una pelota Se deja caer una pelota desde 
una altura de 8 metros. Cada vez que cae h metros, 
rebota hasta una altura de 0,7 А metros. Calcular la dis- 
tancia vertical total recorrida por la bola. 


30. Retribución total Еп un puesto de trabajo pagan 
$32.000 el primer año y durante los siguientes 39 años 
ofrecen una subida salarial del 5,5 por 100 anual. ¿Cuá- 
les son los ingresos totales en ese plazo de 40 años? 


31. Interés compuesto Se depositan $200 al final de cada 
mes al 6 por 100 de interés compuesto continuamente. 
Determinar el capital acumulado al cabo de dos años. 


32. Interés compuesto бе depositan $100 al final de cada 
mes, durante [0 años, en una cuenta que abona un 6,5 
por 100 de interés compuesto mensualmente. Calcular 
el balance final al cabo de esos 10 años. 


Investigación numérica, gráfica y analítica En los Ejerci- 
cios 33 y 34, a) verificar que la serie converge, Б) hallar, con 
ayuda de la calculadora, la suma parcial S, que se indica y 
completar la tabla, с) representar los diez primeros términos 
de la sucesión de las sumas parciales, y d) a la vista de la 
tabla, estimar el valor de la suma de la serie. 


п 25 
5, 
А 3y as E 1 y => la 
33. = 34. ——— 
2.1 G) РА п + 5 


En los Ejercicios 35-46, averiguar si es convergente la serie 
propuesta. 


35. PE 36. Y а 
37. у EE 38. > о 
39. pa - 30 2 

41. PS су" 

o $ СОМ" 
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1 1 
43. Выс 
>, (5 ,) 


4. У 


45. Y 


Bas l) 


47. Redacción Соп ayuda de la calculadora, completar la 


tabla para a) p =2 y b) p =5. Escribir unas líneas com- 
parando las entradas de la tabla. 


N 5 10 20 30 40 
A o O e ea ac 
N 1 
2 п? 


48. Sabiendo que los términos de una serie, todos ellos ро- 
sitivos, parecen tender a О muy lentamente cuando л 
tiende a infinito (concretamente, a,5 = 0,7) y ninguna 
otra información, ¿se puede concluir que la serie diver- 
ge? Confirmar la respuesta con un ejemplo. 


En los Ejercicios 49-54, hallar el intervalo de convergencia 
de la serie de potencias. 


XK х п 
49. — 
2, (5) 
51. y A 52. => 


no (a+ 1) 


50. 3 (2х) 


Зх 2)" 


53. Y пк 2) 54. Y aa 
n=0 


n=0 2" 
En los Ejercicios 55-62, hallar la serie de potencias centrada 
en с para la función. 


T 


3 
55. f(x) = sen х, c = = 56. (х) = соѕ х, с = Ea 


л 
57. Р) = 3% с= 0 58. f(x) = соѕес х, с = с 
(tres primeros términos) 


1 


59, р) = c=- 60. f()=./x,c=4 


61. е (х) = 'с=0 62. h(x)= 
3-х 


ТЕТТИН 
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En los Ejercicios 63-68, calcular la suma de la serie conver- 
gente. Explicar cómo se ha obtenido la suma. (Ayuda: Usar 
los desarrollos en series de potencias de las funciones ele- 
mentales.) 


>. 1 © 1 
63. -1)"+1 — 64. -1)"t 1 — 
>. ( ) 4"п 2 ( ) Sn 


2 1 а 2" 
65. 66. — 
2, 2'n! >, 3"n! 
x 2n © 
67. -1y кү кеи pt 
2, 3202)! > Pan (2n + 1)! 


Pk 69, Redacción Una de las series de los Ejercicios 37 y 39 


converge a su suma mucho más lentamente que las de- 
más. ¿Cuál es? Explicar por qué esa serie converge tan 
despacio. Пиѕїгаг su ritmo de convergencia con ayuda 
de la calculadora. 


70. Hallar la serie de Maclaurin de f(x) xe”. Integrar esta 
serie término a término еп el intervalo cerrado [0, 1] y 
probar que 


z 1 


> 


‚Аш? = шыу 
„(п + 2)n! 


71. Construcción de series de Maclaurin Calcular los 
cuatro primeros términos de la serie de Maclaurin 

2x 
a) usando la definición de las series de Maclaurin y 

la fórmula para sus coeficientes, a, = £M(0)/n! 
b) sustituyendo x por 2x en la serie de e”, 
c) multiplicando la serie de e* por sí misma, ya que 
e” = ех ех, 

72. Construcción de series de Maclaurin Siguiendo las 
pautas del Ejercicio 71, hallar los cuatro primeros tér- 
minos de la serie de sen 2х. (Ayuda: sen 2x = 2 sen х 
cos x). 


En los Ejercicios 73 y 74, Hallar una función representada 
por la serie dada y determinar su dominio. 


2 4 8 
73. 1+-x+-x2+—x 
3 9 27 


+... 
1 1 
74. 8-20 - 3) +70- 3) - (0-3)? + К 


En los Ejercicios 75-78, hallar la representación en serie de 
potencias de la función definida por la integral. 


А t 
75. | Sen н 
0 t 


76. | а а 
2 


0 


и 1 
77. | ш@ +) 


o і 


хе! 1 
78. | £ dt 
0 t 


En los Ejercicios 79 y 80, usar series de potencias para calcu- 
lar el límite (si existe). Comprobar el resultado mediante la 
regla de L’Hôpital. 


arctg x 
79. ит 28 
x>0 {/х 

_ arcsen х 

80. lím 2 
x>0 xX 


En los Ejercicios 81 y 82, probar que la función definida por 
la serie es solución de la ecuación diferencial. 


2n 


= х 
81. = -1y 
ý pa ( ) 4" пі)? 
х?у' + ху + х?у = 0 
© (—3)" х?" 
82. = —— 
2 È 2" пі 


у" + Зху + Зу = 0 


En los Ejercicios 83-86, usar polinomios de Taylor para 
aproximar el valor con un error menor que 0,001. 


83. sen 95° 
84. cos (0,75) 
85. In (1,75) 
86. e7025 


87. Un polinomio de Taylor centrado en 0 se va a usar para 
aproximar la función coseno. Determinar el grado del 
polinomio requerido para lograr la precisión que se es- 
pecifica sobre el intervalo indicado. 


Error máximo Intervalo 
a) 0,001 [-0,5, 0,5] 
b) 0,001 [-1, 1] 

c) 0,0001 [—0,5, 0,5] 
d) 0,0001 [—2, 2] 


Pe 88. Representar en la calculadora la función coseno y los 


polinomios de Taylor del Ejercicio 87. 


Apéndices 


CONTENIDO = 

Los números reales y la recta real = 
Orden y desigualdades = 

Valor absoluto y distancia " 


A A ЕЕС 
432-101 234 


FIGURA А] 
La recta real. 


FIGURA А2 
Números racionales. 


FIGURA А3 
Números irracionales. 


Compendio de preliminares 
del Cálculo 


А1 
Los números reales y la recta real 


Los números reales y la recta real 


Los números reales pueden representarse mediante un sistema de coordenadas 
denominado la recta real o el eje x (véase Figura A.1). El número real que 
corresponde a un punto de la recta real se llama coordenada del punto. Como 
muestra la Figura A.1, es costumbre señalar aquellos puntos cuyas coordena- 
das son números enteros. 

El punto de la recta real correspondiente al cero se llama el origen y se 
denota por 0. La dirección positiva (hacia la derecha) se denota por una punta 
de flecha en la dirección de los valores crecientes de x. Los números a la 
derecha del origen son positivos. Los números a la izquierda del origen son 
negativos. La expresión no negativo describe un número que es positivo o 
cero. La expresión no positivo describe un número que es negativo o cero. 

Cada punto de la recta real corresponde a un número real y sólo a uno, y 
cada número real corresponde a un punto de la recta real y sólo a uno. Este tipo 
de relación se denomina una correspondencia biunívoca (o biyectiva). 

Cada uno de los cuatro puntos de la Figura A.2 corresponde a un número 
racional: aquel que puede expresarse como cociente de dos enteros. (Observe- 
mos que 4,5 = $ y -2,6 = =.) Los números racionales pueden expresarse por 
decimales finitos, como 2 = 0,4 o periódicos, como 4 = 0,333 ... = 0,3. 

Los números reales que no son racionales se llaman irracionales. Los nú- 
meros irracionales no pueden expresarse como decimales finitos ni periódicos. 
En los cálculos, los números racionales se representan mediante aproximacio- 
nes decimales. He aquí tres ejemplos familiares. 


5 


T 


1,414213562 
3,141592654 
2,718281828 


l 


& 


e 


x 


(Véase Figura A.3.) 
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b 
opa x 
0 1 2 


FIGURA А4 
a < b si y sólo si a está a la izquierda de b. 
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Orden y desigualdades 


Una propiedad importante de los números reales es que se pueden ordenar. Si 
a y b son números reales, se dice que a es menor que b si b — a es positivo. 
Este orden se denota por la desigualdad 


a<b 


La afirmación «b es mayor que a» equivale a decir que a es menor que b. 
Cuando tres números reales están ordenados de forma que a < b y b < с, deci- 
mos que b está entre a y с y escribimos a < b < c. 

Geométricamente, a < b si y sólo si a está a la izquierda de b en la recta real 
(véase Figura A.4). Por ejemplo, 1 < 2, porque 1 está a la izquierda de 2 en la 
recta real. 

Las siguientes propiedades se utilizan al trabajar con desigualdades. Se obtie- 
nen propiedades válidas análogas sustituyendo < por < y > por >. (Los símbolos 
< y > significan menor o igual que y mayor o igual que, respectivamente.) 


| Nota. Observemos que cuando se multiplica por un número negativo, se invierte la 
desigualdad. Por ejemplo, si х < 3, entonces —4х > —12. Esto se aplica también a la 
división por un número negativo. Así, si -2x > 4, entonces x < —2. 


Un conjunto es una colección de elementos. Dos conjuntos típicos son el 
conjunto de los números reales y el conjunto de los puntos de la recta real. 
Muchos problemas del Cálculo involucran subconjuntos de alguno de estos 
dos conjuntos. En tales casos conviene usar notación de conjuntos, de la for- 
ma (x: condición en x}, que se lee como sigue. 


El conjunto de todos los x que satisfacen una cierta condición 
EN IN dN IN 2 


Y 


ү 
f x E condición sobre x} 


Por ejemplo, el conjunto de los números reales positivos puede describirse como 
fx: x > 0) Conjunto de los números reales positivos 


De manera similar, el conjunto de los números reales no negativos puede des- 
cribirse como 


{х:х > 0} Conjunto de los números reales no negativos 


Sección А.1 


ntervalos de la recta real 
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La unión de dos conjuntos A y B, denotada por A U В, es el conjunto de los 
elementos que son miembros de A, de B o de ambos. La intersección de dos 
conjuntos A y В, denotada por A с\ В, es el conjunto de los elementos que son 
miembros de A y de B. Dos conjuntos son disjuntos si no tienen elementos en 
común. 

Los subconjuntos más frecuentemente utilizados son los intervalos de la 
recta real. Por ejemplo, el intervalo abierto 


(a, Б) = {ха<х<Ь} Intervalo abierto 


es el conjunto de todos los números reales mayores que a y menores que b, 
donde a y b son los extremos del intervalo. Observemos que los extremos no 
están incluidos en un intervalo abierto. Los intervalos que incluyen sus extre- 
mos se llaman cerrados y se denotan 


la, b] = {x:a < x < b} Intervalo cerrado 


La tabla posterior muestra los nueve tipos básicos de intervalos de la recta 
real. Los cuatro primeros son intervalos acotados y los cinco restantes, interva- 
los no acotados. Los intervalos no acotados también se clasifican en abiertos y 
cerrados. Los intervalos (-00, b) y (a, оо) son abiertos, los intervalos (-00, b] y 
[a, оо) son cerrados, y el intervalo (-00, ос) se considera simultáneamente 
abierto y cerrado. 


Notación de intervalos Notación de conjuntos Gráfica 
Intervalo acotado abierto (a, b) laa <x < b} ii. = с. 
Intervalo acotado cerrado [a, b] Mmasxs<bj) | TT С ] ] р 
а 
4 
[а, Б) laa < x < b} а E 7 л р 
Intervalos acotados 4 о 
(ni abiertos ni cerrados) І 
(а, b] fx: EERE b} E JE. se Y 
a 
(—с©, b) {хох < b} a ed сас 
Intervalos по acotados И Р 
abiertos ч m 
(a, 00) fax > a) | i с 
а b 
Cen Erea ——— o 
Intervalos no acotados a E 
cerrados ТЕ S 
[a, 00) {хх > a) i 
a b 
$ D a a 
Recta real (-%, оо) {x: x es un número real} р b * 
a  ___—_— Q»xe RR A A ШЫ с. з A AAA A A 
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| Nota. Los símbolos оо y –оо se refieren al infinito positivo y negativo. Estos símbolos 
no representan números reales. Simplemente nos permiten describir conjuntos no acota- 
dos de manera más concisa. Por ejemplo, el intervalo [a, ос) no está acotado por la 
derecha, puesto que incluye todos los números reales que son mayores o iguales que a. 


EJEMPLO 1 Estados líquido y gaseoso del agua 


Describir los intervalos de la recta real que corresponden a la temperatura x (en 
grados Celsius) del agua en 


a) estado líquido b) estado gaseoso 


Solución: 


a) El agua está en estado líquido a temperaturas mayores que 0° y menores 
que 100°, como muestra la Figura А.5а. 


(0, 100) = {5:0 < x < 100} 


b) El agua está en estado gaseoso (vapor) a temperaturas mayores o iguales 
que 100°, como muestra la Figura A.5b. 


[100, оо) = {х: x > 100} 


0 25 50 75 100 0 100 200 300 400 
a) Rango de temperaturas del agua a) Rango de temperaturas del vapor 
(en grados Celsius) (en grados Celsius) 
FIGURAAS О 


Un número real a es solución de una desigualdad si ésta se satisface (es 
cierta) al sustituir x por a. El conjunto de todas las soluciones se llama conjun- 
to solución de la desigualdad. 


EJEMPLO 2 Resolución de una desigualdad 


Resolver 2х – 5 < 7. 


Solución: 
2х-5<7 Desigualdad original 
2х-5+5<7+5 Sumar 5 а ambos miembros 
2x < 12 Simplificar 
1 1 
5 (2х) < 302) Multiplicar ambos miembros por 1/2 
x<6 Simplificar 


El conjunto solución es (оо, 6). O 


Sección А.І 


Six=0, entonces 200) - 5 - 


FIGURA A.6 
Probando soluciones de 2x - 5 < 7. 


FIGURA АЛ 
Conjunto solución de -3 < 2 - 5x < 12. 
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| Nota. En el Ejemplo 2, las cinco desigualdades dadas como pasos de la resolución se 
denominan equivalentes porque poseen el mismo conjunto solución. 


Una vez se ha resuelto una desigualdad, conviene tomar algunos valores de 
x del conjunto solución y comprobar que satisfacen la desigualdad original. 
También pueden escogerse algunos valores fuera del conjunto solución y com- 
probar que no satisfacen la desigualdad. Por ejemplo, la Figura A.6 muestra 
que para x = Оох = 5 se satisface la desigualdad 2х — 5 < 7, pero si x = 7 no se 
satisface la desigualdad 2х ~ 5 < 7. 


EJEMPLO 3 Resolución de una desigualdad doble 


Resolver -3 < 2 ~ 5х < 12 


Solución: 
-3< 2-5x <12 Desigualdad original 
3-2 <x2-5x-2 < 12-2 Restar 2 
-5 < —5х < 10 Simplificar 
5 -5x 10 Б | 
E > 5 2 5 Dividir por —5 e invertir ambas desigualdades 
1 > x > -2 Simplificar 
El conjunto solución es [-2, 1], como se muestra еп la Figura АЛ. Oo 


Las desigualdades de los Ejemplos 2 y 3 son desigualdades lineales: es 
decir, involucran polinomios de grado uno. Para resolver desigualdades en las 
que intervienen polinomios de grado superior, debe usarse el hecho de que un 
polinomio sólo puede cambiar de signo en sus ceros reales (los números que 
hacen igual a cero el polinomio). Entre dos ceros reales consecutivos, el poli- 
nomio debe ser completamente positivo o completamente negativo. Esto quie- 
re decir que cuando se ordenan los ceros reales de un polinomio, éstos dividen 
la recta real en intervalos prueba en los que el polinomio no experimenta 
cambios de signo. Así pues, si un polinomio admite la factorización 

(х= rr o (X= л), <Р <<< 


п 
los intervalos prueba son 
(00, ri), (г, r2), к: (4, 1> Fa)» y Fo со) 


Para determinar el signo del polinomio en cada intervalo, sólo es necesario 
probar en un valor del intervalo. 


EJEMPLO 4 Resolución de una desigualdad cuadrática 


Resolver x? < x + 6. 
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FIGURA А$ 
Probando un intervalo. 
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Solución: 
х <х+6 Desigualdad original 
х?-х-6<0 Escribir en forma usual 
(х — 3)(х +2)<0 Factorizar 


El polinomio х? — х — 6 tiene los ceros х = —2 y x = 3. Por tanto, puede 
resolverse la desigualdad comprobando el signo de х? — x — 6 en cada uno de 
los intervalos prueba (оо, –2), (-2, 3) y (3, со). Para comprobar el signo en 
cada intervalo, se escoge cualquier número del mismo y se calcula el signo de 
x? — x — 6. Tras hacer esto, se encontrará que el polinomio es positivo para 
todos los números reales de los intervalos primero y tercero y negativo para 
todos los números reales del segundo intervalo. La solución de la desigualdad 
original es, pues, (-2, 3), como muestra la Figura A.8. O 


Valor absoluto y distancia 


Si a es un número real, el valor absoluto de a es 
a ѕіа г> 0 

la| = 
a, sia < 0 


El valor absoluto de un número no puede ser negativo. Рог ejemplo, sea a = –4. 
Entonces, como —4 < 0, se tiene que 


la] = [4] = (24) = 4 


Recordemos que el símbolo —a no representa necesariamente un número negativo. 


| Nota. En los Ejercicios 73, 75, 76 y 77, se pide la demostración de estas propiedades. 
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FIGURA 4.9 
Conjunto solución de |х 3] < 2. 


6 -5 4 -3 -2 -1 0 I 2 


FIGURA A.10 
Conjunto solución de 3 < |x + 2]. 


TRE 
a-d a a+d 


Conjunto solución de lx – a| < d 


Ра ызы: + 


a-d a atd 


Conjunto solución de lx—a| > d 


FIGURA A.11 
Conjunto solución de lx ~ a] > d. 


Distancia entre a y b 
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EJEMPLO 5 Resolución de una desigualdad con valor absoluto 


Resolver |x — 3| < 2. 


Solución: Usando la segunda propiedad de las desigualdades y los valores abso- 
lutos, puede escribirse la desigualdad original como la desigualdad doble 


-2x x-3 <2 Escribir como desigualdad doble 
2+3 Sumar 3 


l< Хх < 5 Simplificar 


El conjunto solución es [1, 5], como puede verse en la Figura А.9. 


EJEMPLO 6 Оп conjunto solución formado por dos intervalos 


Resolver 3 < |x + 2]. 


Solución: Utilizando la tercera propiedad de las desigualdades y los valores ab- 
solutos, puede escribirse la desigualdad original en forma de dos desigualdades 
lineales 


3<x+2 о х+2 < -3 


l<x о x<-5 


El conjunto solución es la unión de los intervalos disjuntos (-00, —5) y (1, со), 
como muestra la Figura A.10. Л 


Los Ejemplos 5 y 6 ilustran los resultados generales que muestra la Figu- 
ra А.11. Observemos que, si d > 0, el conjunto solución de la desigualdad 
lx — al < des un solo intervalo, mientras que el conjunto solución de la desi- 
gualdad |x — a| > d es la unión de dos intervalos disjuntos. 

La distancia entre dos puntos a y b de la recta real viene dada por 


d=la — bl = lb — al 


La distancia dirigida desde a hasta b es b – a, y la distancia dirigida desde 
b hasta a es a — b, como se muestra en la Figura А.12. 


Distancia dirigida desde a hasta b Distancia dirigida desde Р hasta а 


e EN A ү A A o Ye a a ве 
a b a b a b 


FIGURA A.12 
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EJEMPLO 7 Distancia 


en la recía real 


а) La distancia entre —3 y 4 es 


И - (-3)1=11=7 о |-3-4= 1-7=7 


o y (Véase Figura A.13.) 


4-32-10 12.345 


b) La distancia dirigida desde —3 hasta 4 es 4 – (-3) = 7. 


FIGURA A3 с) La distancia dirigida desde 4 hasta -3 es -3 — 4 = 7. 


El punto medio de un intervalo con extremos a y b es el valor medio de a y 


b. Esto es, 


a+b 
2 


Punto medio del intervalo (a, b) = 


Para demostrar que éste es el punto medio, sólo es necesario probar que 
(а + b)/2 equidista de a y b. 


Ejercicios de la Sección А.І 


En los Ejercicios 1-10, determinar si el número real es racio- 
nal o irracional. 


1. 07 2. -3.678 
3 
3. > 4. 32-1 
5. 4,3451 22 
6 = 
7. 3/64 8. 0.8177 
5 
SA 10. (4/2)? 


En los Ejercicios 11-14, expresar el número decimal periódi- 
co como cociente de dos enteros utilizando el siguiente pro- 
cedimiento. Si x = 0,6363..., entonces 100x = 63,6363... Res- 
tando la primera ecuación a la segunda resulta 99x = 63, 


63 7 
o sea, x = — = — 
99 11 
11. 0,36 12. 0,318 
13. 0,297 14. 0,9900 


15. Dados a < b, determinar cuáles de las siguientes afir- 
maciones son ciertas. 


а) a+2<b+2 b) 5b<5a 
1 1 

с) 5-a>5-b dy -<> 
a b 

е) la-bXb-aj>0 Р а? <Б? 


16. Completar la tabla con la notación de intervalos, la de 
conjuntos y la representación en la recta real. 


ERA сиы ЕСЕДЕН, 


Notación Notación 
de intervalos de conjuntos Gráfica 
е" 
A —— _| 
(oo, —4] 


o аи == al 
1,7 
AA зо ы „ышы ш 


En los Ejercicios 17-20, describir verbalmente el subconjun- 
to de los números reales representado por la desigualdad. Re- 
presentar el subconjunto en la recta real y establecer si el 
intervalo es acotado o no acotado. 


Ejercicios de la Sección А.1 


17. -3<x<3 18. x 
19. х<5 20. 0 
En los Ejercicios 21-24, describir el conjunto usando una de- 
sigualdad y usando notación de intervalos. 

21. yes al menos 4. 


22. дез no negativo. 


23. Se espera un tipo de interés en los préstamos mayor 
que el 3 por 100 y no superior al 7 por 100. 


24, Se ha pronosticado para hoy una temperatura T por en- 
cima de 90°. 


En los Ejercicios 25-44, resolver la desigualdad y represen- 
tar la solución en la recta real. 


25. 2x-1>0 26. 3x+1>2x+2 
27. -4<2x-3<4 28. 0<x+3<5 
x x 1 
29. —+->5 30. x>- 
23 x 
X X 
31. 15 <1 32. --->5 
2573 
-3 
эз. |>5 за. [1з 
2 2 
35. lx—-al<b,b>0 36. |х+2|<5 
37. (Px+1]<5 38. l3x+1|] > 4 
2 
39. [сеу <1 40. |9- 25| <1 
41. х2 < 3 - 2х 42. x-x<0 
43. х?2+х-1< 5 44. 2х2 +1 <9х- 3 


En los Ejercicios 45-48, hallar la distancia dirigida desde a 
hasta b, la distancia dirigida desde b hasta a y la distancia 
entre a y b. 


45. а=-1 b=3 
A ct р 
АУ E3 
46. а=-® p=2 
+ _ Ah х 
o DA 1 00, e 54 


47. a) а= 126, b=75 
Ьу a=-126, Ь=—75 


48. а) а= 9,34, Ь=—5,65 


16 112 
b) а= —, b = —— 
5 75 
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En los Ejercicios 49-52, hallar el punto medio del intervalo. 


49. 


51. a) [7,21] 52. a) [-6,85, 9,35] 
b) [8,6, 11,4] b)  [-4,6, -1,3] 


En jos Ejercicios 53-58, definir el intervalo o par de interva- 
los usando valores absolutos. 


53. a=2 Ь=2 


54. 


55, a=0 b=4 
ар A — x 
23. 0 123 4 5 6 
56. а=20 b=24 


= 
18 19 20 21 22 23 24 25 26 


57. a) Todos los números reales que están а lo sumo a 
diez unidades de 12. 

b) Todos los números reales que están al menos a 
diez unidades de 12. 


58. а) yestá a lo sumo a dos unidades de а. 
b) y está a menos de д unidades de с. 


59. Beneficio Los ingresos por la venta de x unidades de 
cierto producto son 


R = 115,95х 
y el coste de producción de x unidades es 
C = 95x + 750 


Para obtener beneficios, R debe ser mayor que C. ¿Para 
qué valores de x producirá beneficios el producto? 


60. Costes de flota Una empresa de servicio público dis- 
pone de una flota de camiones. Se estima que el coste 
anual de funcionamiento de cada camión es 


C = 0,32m + 2.300 


732 


61. 


62. 
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donde С se mide en dólares у т se mide en millas. La 
empresa desea que el coste anual de funcionamiento de 
cada camión sea menor que $10.000, Para ello, m debe 
ser inferior a ¿qué valor? 


Moneda equilibrada Рага determinar si una moneda 
está equilibrada (tiene la misma probabilidad de mos- 
trar cara que cruz), se lanza 100 veces y se registra el 
número de caras x. La moneda se declara defectuosa si 


х = 50 


> 1,645 


¿Para qué valores de х se declarará defectuosa la mo- 
neda? 


Producción diaria La producción diaria estimada p 
en una refinería es 


|р — 2, 250.000] < 125.000 


donde p se mide en barriles de petróleo. Determinar los 
niveles de producción más alto y más bajo. 


En los Ejercicios 63 y 64, determinar cuál de los dos núme- 
ros reales es mayor. 


63. 


65. 


66. 


355 224 144 
а) TO— 64. а) —0— 

113 151 97 

22 73 6.427 
р) по — b) —о—— 

7 81 7.132 
Aproximación: Potencias de 10 La velocidad de la 


luz es 2,998 x 10% metros por segundo. ¿Cuál es la 
mejor estimación de la distancia en metros que recorre 
la luz en un año? 
а) 9,5 х 105 
с) 9,5 х 10:2 


b) 9,5 х 10! 
а) 9,6 х 10:% 


Redacción La precisión de una aproximación de un 
número está relacionada con el número de cifras signi- 
ficativas de dicha aproximación. Escribir una defini- 
ción del concepto de cifras significativas e ilustrarlo 
con ejemplos. 


Compendio de preliminares del Cálculo 


¿Verdadero o falso? 


En los Ejercicios 67-72, determinar si 


la afirmación es cierta o falsa. Si es falsa, explicar por qué o 
dar un ejemplo que demuestre su falsedad. 


67. 
68. 


69. 
70. 
71. 
72. 


El inverso de un entero no nulo es un entero. 


El inverso de un número racional no nulo es un número 
racional. 


Todo número real es bien racional o bien irracional. 
El valor absoluto de todo número real es positivo. 
Si x < 0, entonces ,/x? = —х. 


Si a y b son dos números reales distintos, entonces 
a<boa>b. 


En los Ejercicios 73-80, demostrar la propiedad. 


73. 
74. 


75. 


76. 
77. 
78. 
79. 
80. 
81. 


82. 


ab| = jal|b| 


а- b| = |b - al 
[Ayuda: (a — b) = (—1)(ф ~ a)] 


dá 
=¡==,b 0 
Г 
al=./a? 


а"| = |а], n = 1,2,3, 


-la| < a < lal 


al < k, si y sólo si-k Sa < k,k > 0 
k < ja] si y sólo sik < aoa < —k, k > 0 


Encontrar un ejemplo en el que |а ~ b| > |а| — (|, y 
otro en el que ja ~ b| = |a| — |b|. Después, demostrar que 
la — b| > |а| – |b| para todo a, b. 


Probar que el máximo de dos números a y b viene dado 
por la fórmula 


1 
máx (a, В) = (a + b + la — b) 


Obtener una fórmula análoga para mín (a, b). 
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CONTENIDO = 

El plano cartesiano = 

Fórmulas de la distancia y del punto medio = 
Ecuaciones de circunferencias = 


æ Eje x 


Cuadrante Ш | Cuadrante TV: 


FIGURA A.14 
El plano cartesiano, 


FIGURA А15 
Puntos representados mediante pares ordenados. 


FIGURA A.16 
El teorema de Pitágoras a? + b’ = с^, 
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А.2 
El plano cartesiano 


El plano cartesiano 


Un par ordenado (x, y) de números reales tiene x como primer miembro e y 
como segundo miembro. El modelo usado para representar pares ordenados se 
llama sistema de coordenadas rectangular o plano cartesiano, en honor al 
matemático francés René Descartes. Se construye considerando dos rectas rea- 
les que se cortan formando ángulos rectos (véase Figura A.14). 

La recta real horizontal se suele llamar el eje x y la recta real vertical, 
el eje y. Su punto de intersección es el origen. Los dos ejes dividen el plano 
en cuatro cuadrantes. 

Cada punto del plano se identifica por un par ordenado (x, y) de números 
reales, denominados coordenadas del punto. El número x representa la distan- 
cia dirigida desde el eje y hasta el punto y el número y, la distancia dirigida 
desde el eje x hasta el punto (véase Figura A.14). Para el punto (x, y), la prime- 
ra coordenada es la coordenada x o la abscisa y la segunda, la coordenada y o la 
ordenada. Por ejemplo, la Figura A.15 muestra las posiciones de los puntos 
(1, 2), (3, 4), (0, 0), (3, 0) у E2, —3) en el plano cartesiano. 


| Nota. Los signos de las coordenadas de un punto determinan el cuadrante en que se 
encuentra. Por ejemplo, si x > Ое y < 0, entonces (х, y) se encuentra en el cuarto 
cuadrante. 


Observemos que un par ordenado (a, b) se usa para denotar tanto un punto 
del plano como un intervalo abierto de la recta real. Esto, no obstante, no 
debería ocasionar confusiones: la naturaleza del problema debería dejar claro 
si se está tratando un punto del plano o un intervalo abierto. 


Fórmulas de la distancia y del punto medio 


Recordemos que, por el teorema de Pitágoras, en un triángulo rectángulo la 
hipotenusa с y los catetos a y b están relacionados por la igualdad a? + b? = с?. 
Recíprocamente, si a? + b? = c?, entonces el triángulo es rectángulo. 

Supongamos que queremos determinar la distancia d entre dos puntos 
(xis Y1) y (X2, Y2) del plano. Si los puntos se encuentran sobre una recta ho- 
rizontal, entonces y, = y, y la distancia entre los puntos es |x, — x,j. Si los 
puntos se encuentran sobre una recta vertical, entonces x, = x, y la distancia 
entre los puntos es |y, ~ y,]. Si los puntos no están sobre una recta horizontal 
ni sobre una vertical, entonces pueden utilizarse para construir un triángulo 
rectángulo, como ilustra la Figura A.17. La longitud del lado vertical del 
triángulo es |у, — у, y la del horizontal es |x, — x,|. Del teorema de Pi- 
tágoras, se sigue que 


des Le, — xl? + ly, = yal? 


d= J = xl? + |у: — уд 
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y 
| 
| (х,у) 
Y | 
| 4 
31 | 
Pie 
| (xp y2) (ху) 
К х 
t AAA, JAS 
Le xl 
FIGURA A.17 
Distancia entre dos puntos. 
У 
5 (5, 7) 
6+> 
4: 


2 4 6 
FIGURA A.18 


Verificación de un triángulo rectángulo. 


Compendio de preliminares del Cálculo 


Sustituyendo |х, — x,1? e [у — y, 1? por las expresiones equivalentes (x, — х)? e 
(уз = y1), se obtiene el siguiente resultado. 


EJEMPLO } Cálculo de la distancia entre dos puntos 
Hallar la distancia entre los puntos (-2, 1) y (3, 4) 


Solución: 


d=/13 - (DP + (4 - 1) 


= 4/05)? + (3)? 


=х/25 4-9 


Fórmula de la distancia 


EJEMPLO 2 Verificación de un triángulo rectángulo 


Verificar que los puntos (2, 1), (4, 0) y (5, 7) son los vértices de un triángulo 
rectángulo. 


Solución: La Figura A.18 muestra el triángulo determinado por los tres puntos. 
Las longitudes de los tres lados son las siguientes. 


S 
l 


=\/(6 -2 + (7 — 1} = 4/9 + 36=,/45 
4, = 4/4 -2P + 0- 02 = 4/4 +1= 4/5 
=\/(5 – 4 + (7 – 0) = 4/1 + 49 = 4/50 


a 
w 
| 


Сото 


d? + 2 = 45 + 5 = 50 


Suma de los cuadrados de los catetos 
5 = 50 Cuadrado de la hipotenusa 


podemos aplicar el teorema de Pitágoras y concluir que el triángulo es rectán- 
gulo. Г 
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Todo punto de la forma 
(x, 3) está en esa recta 
horizontal. 

(5 


.3) 


дд 4 5 6 
17 e 


(2,-1) 


Г ее ps Y 
4 
| 


FIGURA А.19 
Determinación de un punto, dada ша distancia. 


(9, 3) 


FIGURA А.20 
Punto medio de un segmento. 


arias “E 


Centro: (л, k) 
. 


Radio: к 


Punto del 
círculo: (x, y) 


po EE A a Сү 


FIGURA A.21 
Definición de circunferencia. 
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EJEMPLO 3 Aplicación de la fórmula de la distancia 


Hallar x para que la distancia entre (x, 3) y (2, —1) sea 5. 


Solución: Usando la fórmula de la distancia, se puede escribir lo siguiente 


5=/Qq- 2)? + [3 - ED? Fórmula de la distancia 

25 = (х2 - 4x+4)+16 Elevar al cuadrado ambos miembros 
O=x? — 4х - 5 Escribir de forma usual 
0 = (х ~ 5)(х + 1) Factorizar 


Por consiguiente, x= 5 o x = —1, y se concluye que hay dos soluciones. Esto ез, 
cada uno de los puntos (5, 3) y (1, 3) está a cinco unidades del punto (2, —1), 
como muestra la Figura A.19. 


Las coordenadas del punto medio del segmento que une dos puntos puede 
hallarse «promediando» las coordenadas x de los dos puntos y «promediando» 
sus coordenadas y. Es decir, el punto medio del segmento que une los puntos 
(ху, Y1) y (0, У) del plano es 


Xy +x + y 
( 1 > 2, Y > - z) Fórmula del punto medio 


Por ejemplo, el punto medio del segmento que une los puntos (—5,—3) y (9, 3) es 


> 222) = 
2. 2. 


como se muestra en la Figura A.20. 


Ecuaciones de circunferencias 


Una circunferencia puede definirse como el conjunto de todos los puntos del 
plano que equidistan de un punto fijo. El punto fijo es el centro de la circunfe- 
rencia, y la distancia entre el centro y un punto de la circunferencia es su radio 
(véase Figura A.21). 

Se puede usar la fórmula de la distancia para escribir una ecuación de la 
circunferencia de centro (A, k) y radio r. Sea (x, y) cualquier punto de la circun- 
ferencia. Entonces, la distancia entre (x, y) y el centro (h, k) viene dada por 


Ja - ВЮ + (у = Ю° = е 


Elevando al cuadrado ambos miembros de esta ecuación, se obtiene la forma 
canónica de la ecuación de una circunferencia. 
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PARA MÁS INFORMACIÓN 
¿Es capaz de reconocer la gráfica 
de la ecuación 


xt + 22у? + уќ – 


5x? — Sy? =-4? 


La solución puede encontrarse en el 
artículo «Single Equations Can 
Draw Pictures» de Keith M. Kendig 
del número de marzo de 1991 de 
The College Mathematics Journal. 


(3.4) 
Е 
6 4 
(х ® 029 G2 
FIGURA А.22 


Forma canónica de la ecuación de una circunferencia. 


Compendio de preliminares del Cálculo 


La forma canónica de la ecuación de una circunferencia con centro en el 
origen, (Л, k) = (0, 0), es 


х + у? = р 


Si r = 1, la circunferencia se Пата la circunferencia unidad. 
EJEMPLO 4 Determinación de la ecuación de una circunferencia 


El punto (3, 4) pertenece a una circunferencia cuyo centro está en (-1, 2), como 
muestra la Figura A.22. Hallar una ecuación de la circunferencia. 


Solución: El radio de la circunferencia es la distancia entre (—1, 2) y (3, 4). 


r= JB- ED + (4 - 2 = 4/16 + 4=./20 


Podemos escribir la forma canónica de la ecuación de esta circunferencia como 


[х — (ED? + (у = 2)? = (4/20) 


(a+ 1 + (y = 2)? = 20 Forma canónica 


Elevando al cuadrado y simplificando, la ecuación (х ~ А)2 + (у — k? =r? 
puede escribirse de la siguiente forma general de la ecuación de una circun- 
ferencia 


| A + Ay? + руя Ey + F=0, А #0 


Para llevar una ecuación de este tipo a la forma canónica 
(х = 0)? + (у = К? = р 


se puede utilizar un procedimiento denominado completar cuadrados. Si 
p > 0, la gráfica de la ecuación es una circunferencia. Si p = 0, la gráfica es el 
punto (Л, К). Si p < 0, la ecuación carece de gráfica. 


EJEMPLO 5 Completando cuadrados 


Dibujar la gráfica de la circunferencia cuya ecuación general es 


4x? + 4y? + 20x – 16у + 37 = 0 
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У 

| 

| 

| 

+ 

| 

| 

4 -2 -1 | 

pr roel | 
FIGURA А23 


Circunferencia de radio 1 y centro (-5/2, 2). 
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Solución: Para completar el cuadrado, primero dividimos por 4 de forma que los 
coeficientes de x? e y? sean ambos 1. 


Ax? + 4y? + 20х ~ 16у + 37 = 0 Forma general 
2 2 37 ж ab 
ХА + ух + 5х — Ау + Т = 0 Dividir por 4 
p r 37 
(х + 5х+ ) + (у – 4у + )= Ж Agrupar términos 
25 37 5 
(+ + 5х + 2) + (у — 4y +4) = —— +— + 4 _ Completar el cuadrado 
4 4 4 sumando 2? y 4 a ambos lados 
ИШЕ, 2-4 
(mitad)? (mitad)? 


1 
= 


5 2 
(+ + >) + (y -27 Forma canónica 
Observemos que se ha completado el cuadrado sumando a ambos miembros de 
la ecuación el cuadrado de la mitad del coeficiente de x y el cuadrado de la 
mitad del coeficiente de y. La circunferencia está centrada en (— 3, 2) y su radio 
es 1, como ilustra la Figura A.23. 


Ahora ya hemos revisado algunos conceptos fundamentales de Geometría 
analítica. Puesto que dichos conceptos son de uso común hoy en día, es fácil 
que su naturaleza revolucionaria pase desapercibida. En la época en que se 
estaba desarrollando la Geometría analítica, fundamentalmente por Pierre de 
Fermat y René Descartes, las dos ramas principales de las Matemáticas —Geo- 
metría y Álgebra— eran muy independientes una de otra. Las circunferencias 
pertenecían a la Geometría y las ecuaciones al Álgebra. La asociación de los 
puntos de una circunferencia con las soluciones de una ecuación forma parte de 
lo que hoy se llama Geometría analítica. 

Es importante adquirir destreza en la Geometría analítica para poder mo- 
verse fácilmente entre la Geometría y el Álgebra. Así, en el Ejemplo 4, se daba 
una descripción geométrica de una circunferencia y se pedía hallar una ecua- 
ción algebraica de la misma. Nos movíamos, pues, de la Geometría al Álgebra. 
Análogamente, en el Ejemplo 5 se daba una ecuación algebraica y se pedía 
dibujar una imagen geométrica. En este caso, nos movíamos del Álgebra a la 
Geometría. Estos dos ejemplos ilustran los dos problemas más comunes en 
Geometría analítica. 


1. Dada una gráfica, hallar su ecuación. 


Geometría Е) Álgebra 


2. Dada una ecuación, hallar su gráfica. 


Álgebra Geometría 
Lo a 


En la próxima sección, se revisarán otros ejemplos de estos dos tipos de pro- 
blemas. 
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Ejercicios de la Sección A.2 


Compendio de preliminares del Cálculo 


En los Ejercicios 1-6, a) dibujar los puntos, b) calcular la 
distancia entre los puntos, y с) hallar el punto medio del seg- 
mento que une los puntos 


1. (2, 1), (4, 5) 2. (-3, 2), (3, -2) 


GYG) + 636) 
3. |—ә1һ{———5 Д. (е5 
2 2 AO 

5. (1, 4/3), C1, 1) 6. (—2,0), (0, /2) 


En los Ejercicios 7-10, probar que los puntos son los vértices 
del polígono. (Un rombo es un cuadrilátero cuyos lados tie- 
nen todos la misma longitud.) 


Vértices Polígono 


7. (4,0), (2, 1), El, -5) 
(1, —3), 3, 2), (—2, 4) 
9. (0, 0), (1, 2), (2, 1), (3, 3) 
10. (0, 1), (3, 7), (4, 4), (1, -2) 


Triángulo rectángulo 
Triángulo isósceles 
Rombo 
Paralelogramo 

En los Ejercicios 11-14, determinar el cuadrante o los cua- 


drantes en que debe estar situado (x, y) para que se satisfagan 
la condición o las condiciones dadas. 


11. x=-2ey>0 

12. у<-2 

13. xy>0 

14. (х, – y) está en el segundo cuadrante. 


15. Wal-Mart La siguiente tabla muestra el número y de 
almacenes Wal-Mart cada año x, desde 1987 hasta 1996. 


se 
1987 1988 1989 1990 1991 
| ПЕ. 


980 1.114 | 1.259 | 1.399 | 1.568 
ds, РЕ 


х 
— 
y 


— 


x | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 
= 


| 
y | 1.714 | 1.848 | 1.950 | 1.985 | 1.995 


—ї 


Elegir escalas razonables en los ejes de coordenadas y 
representar los puntos (x, y). 


16. Conjetura Marcar los puntos (2, 1), (-3, 5) y (7, –3) 
еп un sistema de coordenadas rectangulares. А conti- 
nuación, cambiar el signo de la coordenada x de cada 
punto y marcar los tres nuevos puntos en el mismo sis- 
tema de coordenadas. ¿Qué conjetura se puede hacer 
sobre el efecto de cambiar el signo de la coordenada x 


de un punto? Repetir el ejercicio para el caso en que se 
cambia el signo de la coordenada y. 


En los Ejercicios 17-20, determinar si los puntos pertenecen 
a una misma recta aplicando la fórmula de la distancia. 


17. (0, -4), (2, 0), (3, 2) 
18. (0, 4)(, 7, -6), 5, 11) 
19. (-2, 1), El, 0), (2, -2) 
20. (1, 1), (3, 3), (5, 5) 


En los Ejercicios 21 y 22 hallar el valor de х que hace que la 
distancia entre los puntos sea 5. 


21. (0, 0), (х, -4) 22. (2, –1), (х, 2) 


En los Ejercicios 23 у 24 hallar el valor de y que hace que la 
distancia entre los puntos sea 8. 


23. (0, 0), (3, у) 24. (5, 1), (5, у) 


25. Usando la fórmula del punto medio, hallar los tres pun- 
tos que dividen el segmento que une (ху, yy) y (х, У) 
en cuatro partes iguales. 


26. Utilizar el resultado del Ejercicio 25 para hallar los 
puntos que dividen el segmento que une los puntos da- 
dos en cuatro partes iguales. 

а) (1, -2), (4,-) b) (2, -3), (0, 0) 


En los Ejercicios 27-30, asociar a cada ecuación su gráfica. 


a y b y 
A A 
| 6} 
2 | 
| 
br 
\ 
Н (110) | 
к Кыкчы ИЕЛЕ: ЗИ de 
| 1 2 2 2 4 
c) y d) У 
А А 
| 
2+ 
С | 
O 
A da НЕТ 
2 І | 


27. х2 +у? = 1 
28. (х- 2 + (у - 3)2 = 4 
29. (х- 2 + у? = 0 


Ejercicios de la Sección A.2 


1% 3Y 1 
30. [x+ +l y = 

2 4 4 
En los Ejercicios 31-38, escribir la ecuación de la circunfe- 
rencia en forma general. 


31. Centro: (0, 0) 32. Centro: (0, 0) 
Radio: 3 Radio: 5 
33. Centro: (2, —1) 34. Centro: (-4, 3) 
Radio: 4 х 59 
Radio: 3 


35, Centro: (-1, 2) 
Punto de la circunferencia: (0, 0) 


36. Centro: (3, -2) 
Punto de la circunferencia: (—1, 1) 


37. Extremos del diámetro: (2, 5), (4, –1) 
38. Extremos del diámetro: (1, 1), El, —1) 


39. Satélite de comunicaciones Escribir una ecuación de 
la trayectoria de un satélite de comunicaciones que 
describe una órbita circular a 22.000 millas de la super- 
ficie terrestre. (Suponer que el radio de la Tierra es 
4.000 millas.) 


40. Diseño de edificios Un conducto de aire circular de 
diámetro D está firmemente ajustado a la esquina que 
forma la pared de un sótano con el suelo (véase figura). 
Calcular el diámetro de la mayor tubería que puede pa- 
sarse por la esquina, tras el conducto de aire. 


En los Ejercicios 41-48, escribir la ecuación de la circunfe- 
rencia en forma canónica y dibujar su gráfica. 

41. x+y?-2x+6y+6=0 

42. х + у? – 2х + 6y-15=0 

43. x? +y? – 2х + бу+ 0 = 0 

44. Зх? + 3у2 ~ бу -1= 0 

45. 2х2 + 2у2 – 2х - 2у - 3 = 0 

46. 4x? + 4у2 – 4х + 2у-1=0 

47. 16x* + 16у? + 16x + 40у - 7 = 0 

48. х2 + у? - 4+ 2у+3= 0 
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En los Ejercicios 49 y 50, representar la ecuación con ayuda 
de una calculadora gráfica. (Ayuda: Puede ser necesario des- 
pejar y y representar las dos ecuaciones resultantes.) 


49. 4x? + dy? — 4х + 24у — 63 = 0 
50. x? + y?-8x-6y-11=0 


м En los Ejercicios 51 y 52, representar el conjunto de todos 


los puntos que satisfacen la desigualdad. Comprobar el resul- 
tado con una calculadora gráfica. 


51. x? +y? -4x+2y+1 <0 
1 2 
52. (1-1 + (6-3) > 1 


53. Demostrar que 
2х + Xx, 2у, + y, 
3 3 


es uno de los puntos de trisección del segmento que 
ипе (х1, y ,) у Xə y2). Hallar el punto medio del seg- 
mento que une 


2x, + x, 2y, + у, 
3 3 


у Xz, уз) para encontrar el segundo punto de trisección. 


54. Usando los resultados del Ejercicio 53, hallar los puntos 
de trisección del segmento que une los siguientes puntos. 
а) (l, =2), (4,1) b) (2, -3), (0, 0) 


¿Verdadero o falso? En 105 Ejercicios 55-58, determinar si 
la afirmación es cierta o falsa. Si es falsa, explicar por qué o 
dar un ejemplo que demuestre su falsedad, 


55. Si ab < 0, el punto (a, b) está situado en el segundo 
cuadrante o en el cuarto. 
56. La distancia entre los puntos (a + b, a) y (a — b, a) es 2b. 


57. Si la distancia entre dos puntos es cero, entonces los 
dos puntos coinciden. 


58. 5і ар = 0, el punto (a, b) está en el eje x o en el eje y. 
En los Ejercicios 59-62, demostrar la afirmación. 


59. Los segmentos que unen los puntos medios de lados 
opuestos de un cuadrilátero se bisecan entre sí. 


60. La mediatriz de una cuerda de circunferencia pasa por 
el centro de la circunferencia. 


61. Todo ángulo inscrito en un semicírculo es un ángulo recto. 


62. El punto medio del segmento que une los puntos 
(х1, у) y (2, Уз) es 


A *+X у, + Y 
2 2 
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FIGURA A.24 
Angulo en posición normal. 


FIGURA A.25 
Angulos coterminales. 


FIGURA А.26 
Angulos coterminales. 


Compendio de preliminares del Cálculo 


[| А.3 
Repaso de las funciones trigonométricas 


Angulos y medida en grados 


Un ángulo consta de tres partes: un rayo inicial, un rayo terminal y un vértice 
(el punto de intersección de los dos rayos), como muestra la Figura А.24. Un 
ángulo está en posición normal si su rayo inicial coincide con el eje x positivo 
y su vértice está en el origen. Supondremos que el lector está familiarizado con 
la medida de ángulos en grados*. Es práctica común utilizar 0 (la letra griega 
theta minúscula) para representar tanto un ángulo como su medida. Los ángu- 
los comprendidos entre 0° y 90° se llaman agudos y los ángulos comprendidos 
entre 90° y 180°, obtusos. 

Los ángulos positivos se miden en el sentido opuesto al de las agujas del 
reloj y los negativos, en el sentido de las agujas del reloj. Por ejemplo, la 
Figura A.25 muestra un ángulo cuya medida es -45”. No es posible asignar una 
medida a un ángulo si sólo se conocen las posiciones de sus rayos inicial y 
terminal. Para medir un ángulo, también es necesario conocer cómo ha girado 
el rayo terminal. Por ejemplo, la Figura A.25 muestra que el ángulo que mide 
—45° tiene el mismo rayo terminal que el que mide 315”. Tales ángulos se 
denominan coterminales. En general, si 0 es cualquier ángulo, entonces 


0 + n(360), donde n es un entero no nulo 


es coterminal con 0. 

Un ángulo mayor que 360” es aquel cuyo rayo terminal ha girado más de 
una vuelta completa en el sentido opuesto al de las agujas del reloj, como 
ilustra la Figura A.26. Se puede conseguir un ángulo cuya medida sea menor 
que -360° girando un rayo terminal más de una vuelta completa en el sentido 
de las agujas del reloj. 


| Nota. Se suele usar el símbolo 0 para denotar tanto un ángulo como su medida. Por 
ejemplo, en la Figura A.26, se puede expresar la medida del ángulo más pequeño como 
0 = 45°. 


Medida en radianes 


Para asignar una medida en radianes a un ángulo 0, consideremos Ө como 
ángulo central de un círculo de radio 1 (véase Figura A.27). La medida en 
radianes de 0 se define entonces como la longitud del arco del sector. Dado 
que el perímetro de un círculo es 27r, el de un círculo unidad (de radio 1) es 
2л. Esto implica que la medida en radianes de un ángulo que mide 360° es 2л. 
En otras palabras, 360° = 2л radianes. 


* Puede encontrarse una revisión más completa de la Trigonometría en el libro Precalculus, 4.* 
edición, de Larson y Hostetler (Boston, Massachusetts, Houghton Mifflin, 1997). 
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Midiendo 6 en radianes, la longitud s de un arco circular de radio r (véase 
Figura A.28) es s = r0. 


La longitud de arco 


La longitud de arco 
del sector es 


еѕ у= 0 


la medida de Ө 

en radianes 
FIGURA A.27 FIGURA A.28 
Círculo unidad. Círculo de radio r. 


Es conveniente conocer las conversiones entre grados y radianes de los 
ángulos más usuales, mostradas en la Figura A.29. Para otros ángulos, se puede 
aplicar el hecho de que 180° es igual a л radianes. 


FIGURA A.29 
Medidas en grados y en radianes de varios ángulos frecuentes. 


EJEMPLO 1 Conversiones entre grados y radianes 


d 
а) 40° =(40 еа. = .) = m radianes 


d 3 
b) -270° = (-270 05 ы -) Ea > radianes 
130 dos 

с) 2 radianes = E ved Аа –90° 

2 2 n rad 

9 9 180 d 
d) “С radianes = Л ай e E 810° О 

2 2 лай 


Funciones trigonométricas 


Existen dos acercamientos comunes al estudio de la trigonometría. En uno de 
ellos, las funciones trigonométricas se definen como cocientes de dos lados 
de un triángulo rectángulo. En el otro, estas funciones se definen en términos 
de un punto del lado terminal de un ángulo en posición normal. Definiremos 
las seis funciones trigonométricas: seno, coseno, tangente, cotangente, se- 
cante y cosecante (abreviadas como sen, cos, etc.) desde ambos puntos de 
vista. 
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Opuesto 


Adyacente А 


FIGURA А30 
Lados de un triángulo rectángulo. 


FIGURA А.31 
Angulo en posición normal. 
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o 
оз 


Las siguientes identidades trigonométricas 
las definiciones. (ф es la letra griega fi.) 


son consecuencias directas de 
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FIGURA A.32 
El ángulo de 7/3 en posición canónica. 


FIGURA А.33 
Ángulos de uso común. 


Cuadrante Н 


ѕеп Ө; + 
cos Ө: — 


FIGURA A.34 
Signos de las funciones trigonométricas 
en cada cuadrante. 
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Evaluación de funciones trigonométricas 


Existen dos formas de evaluar funciones trigonométricas: 1) aproximaciones 
decimales usando una calculadora (o una tabla trigonométrica) y 2) evaluacio- 
nes exactas usando identidades trigonométricas y fórmulas de la Geometría. 
Cuando se use una calculadora para evaluar una función trigonométrica, no 
hay que olvidar establecer el modo adecuado: grados o radianes. 


EJEMPLO 2 Evaluación exacta de funciones irigonométricas 


л 
Evaluar el seno, el coseno y la tangente de zi 


Solución: Comencemos por dibujar el ángulo en posición normal, como mues- 
tra la Figura A.32. Como 60° = 1/3, podemos dibujar un triángulo equilátero 
con lados de longitud 1 y uno de cuyos ángulos sea 0. Puesto que la altura de 
este triángulo biseca la base, sabemos que x = +. Usando el teorema de Pitágo- 


ras, obtenemos 
1}? 3 3 
e P - (3) - ре 


Ahora, conociendo los valores de х, y у r, podemos escribir lo siguiente. 


sen = | 
т x 1/2 1 
cos = = — = = 
3 1 2 
т у BR 
to ==%= 32 3 О 
вата 12 y3 


| Nota. En este texto, todos los ángulos se miden en radianes salvo que se especifique lo 
contrario. Por ejemplo, cuando escribimos sen 3, significa el seno de 3 radianes y cuan- 
do escribimos sen 3° significa el seno de 3 grados. 


La tabla de la página siguiente proporciona las medidas en ángulos y en 
radianes de varios ángulos comunes, junto con los correspondientes valores del 
seno, el coseno y la tangente (véase Figura А.33). 

La Figura A.34 muestra los signos de las funciones seno, coseno y tangente 
en función del cuadrante. Para extender el uso de la tabla precedente a ángulos 
en cuadrantes distintos del primero, se puede recurrir al concepto de ángulo de 
referencia (véase Figura A.35), teniendo en cuenta el signo adecuado al cua- 
drante. Por ejemplo, el ángulo de referencia de 3л/4 es 1/4 y, como el seno es 
positivo en el segundo cuadrante, podemos escribir 
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Ángulos comunes del primer cuadrante 


Grados 0 30° 45° 60° 90° 
л л п л 
Radianes 0 — — — — 


2 


3 
sen 0 0 Е y? se 1 
2 


Ее 1 4/3 | No definida 
Análogamente, como el ángulo de referencia de 330° es 30° y la tangente es 
negativa en el cuarto cuadrante, podemos escribir 


3 
tg 330% = -tg 30° = 208 


Ángulo de 

referencia: 9 Af 

ыыр A 

Cuadrante II Cuadrante Ш Cuadrante IV 

0' = л — Ө (radianes) 0' = 0 – л (radianes) 0' = 2л – Ө (radianes) 
0" = 180° — Ө (grados) 6' = 9 – 180° (grados) 8' = 360° — Ө (grados) 


FIGURA 4.35 
EJEMPLO 3 Identidades trigonométricas y calculadoras 
Evaluar la expresión trigonométrica 


a) sen (- z) b) sec 60° c) cos (1,2) 


Solución: 
a) Aplicando la fórmula de reducción sen (—0) = —sen 0, resulta 
sen la sen Es NE 
3 3 2 
b) Usando la identidad recíproca sec Ө = 1/cos Ө, vemos que 


1 
sec 60° = —— = — =2 
cos 60° 1/2 
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М2 5л 
3 


FIGURA A.36 


e КІ 
Puntos solución de sen 0 = А 
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c) Utilizando una calculadora se obtiene 
cos (1,2) = 0,3624 


Recordemos que 1,2 se da en radianes. En consecuencia, la calculadora 
debe usarse en modo de radianes. O 


Resolución de ecuaciones trigonométricas 


¿Cómo resolver la ecuación sen 0 = 0? Sabemos que 0 = 0 es una solución, pero 
no es la única. Cualquiera de los siguientes valores de 0 también es solución. 


e, 3л, -2n, =T, 0, 1,21, 3л, 


Podemos expresar este conjunto solución infinito como (nx: n es entero}. 


EJEMPLO 4 Resolución de una ecuación trigonométrica 


Resolver la ecuación 


WE 


sen 0 = — 


Solución: Para resolver la ecuación, debemos tener en cuenta que el seno es 
negativo en los cuadrantes Ш y IV y que 


Así pues, buscamos valores de @ en los cuadrantes tercero y cuarto que tengan 
un ángulo de referencia de 7/3. En el intervalo [0, 27], los dos ángulos que 
cumplen estos requisitos son 


п 4n п 5л 
Иа рер Ad 
еа ЕЕ 


Sumando múltiplos enteros de 27 a cada una de estas soluciones, se obtiene la 
siguiente solución general. 


4 5 
0 = > +2nn o б= = + 2лпл donde n es ип entero. 


(Véase Figura A.36.) 


EJEMPLO 5 Resolución de una ecuación trigonométrica 


Resolver cos 20 = 2 — 3 sen 0, donde 0 < 0 < 2л. 
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Solución: Usando la identidad del ángulo doble cos 20 = 1 — 2 sen? 0, podemos 
escribir la ecuación como sigue. 


cos 20=2-3 sen 0 Ecuación dada 
1-2sen? 0 = 2 ~ 3 sen 0 Identidad trigonométrica 
0O=2sen* 0-3 sen 0 + 1 Ecuación en forma cuadrática 


0 = (2 sen 0— 1)(зеп 0 — 1)  Factorizar 


Si sen 0 — 1 = 0, entonces sen 0 = 1/2 y 0 = 1/6 o 0 = 57/6. Si sen 0 — 1 = 0, 
entonces sen 9 = 1 y 0 = 1/2. Así pues, para O < 0 < 27, hay tres soluciones. 


Gráficas de funciones trigonométricas 


Se dice que una función f es periódica si existe un número no nulo p tal que 
f(x + р) = 0х) para todo x en el dominio de f. El menor de tales valores positi- 
vos de p (si existe) se llama el período de f. Cada una de las funciones seno, 
coseno, secante y cosecante tiene período 2л y las otras dos funciones trigono- 
métricas tienen período л, como ilustra la Figura A.37. 


р 


y y E 
4 Dominio: todos los reales \ Dominio: todos los reales Dominio: todos los x 4 от пл 
L Recorrido: [-1, 1] Recorrido: [—1, 1] 5 | Recorrido: (9, 00) ышы. 
б сас: 6T Periodo: todo: _ 
| Periodo: 2л | Período: 27 | Período: л . 
5+ s+ 4y 
| | т 
41 44 1297 
a 
‚| y | 
24 ад 24 a ' 
| _ | _ ОР И ү; 
ay LE | 
-1 i 1 i 
Y Dominio: todos los x % пл y Dominio: todos los x + 59 пл Y Dominio: todos los х 4 ил 
\ Recorrido: (œ, –1] y [1, o) A Recorrido: (—®%,—1]у [17 00) á Recorrido: (-00, оо) 
4- 


Г Período: 27 41 Período: 2л S Periodo: л 


f 
i 
4 
П 
} 
i 
1 
j 
П 
+ 
4 
t 
е 
+ 
н 
! 
1 
4 
t 
! 
i 
i 
1 
П 


i 
i 
t 
i 
1 
1 
П 
П 
1 
1 
i 


e ma a a 
Н л 


і 


1 
1 
t 
П 
1 
1 
i 
i 
1 
$ 
i 

Acid PE 
t Н 
t 
і 
р 
t 
П 
1 
1 
t 
1 
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i 
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1 


FIGURA A37 
Las gráficas de las seis funciones trigonométricas. 


| oah 


л 
+ 
П 
+ 
i 
i 
f 
1 
1 
1 


К, уш 
Periodo = л 
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Amplitud = 3 


FIGURA A.38 
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Observemos en la Figura A.37 que el valor máximo de sen x y el de cos x 
es 1, y el valor mínimo es —1. Las gráficas de las funciones y = a sen bx e 
y = a cos bx oscilan entre —a y a, luego tienen una amplitud de |a|. Además, 
сото bx = 0 cuando x = Оу bx = 2r cuando x = 2л/Ё, se deduce que cada una de 
las funciones y = a sen bx e y = а cos bx tiene período 27/|0|. La siguiente tabla 
resume las amplitudes y períodos de varios tipos de funciones trigonométricas. 


Я Función Período Amplitud 
2т 
y=asenbx о y=acos bx 5 la| 
T К 
y=atgbx о y=actgbx mm No aplicable 
2n . 
y=asecbx o y=acosec bx mm No aplicable 


EJEMPLO 6 Esbozo de la gráfica de una función trigonométrica 


Esbozar la gráfica de f(x) = 3 cos 2x. 
Solución: La gráfica de f(x) = 3 cos 2x tiene amplitud 3 y período 27/2 = л. 


Utilizando la forma de la gráfica de la función coseno, dibujamos un período 
de la función en el intervalo [0, л], conforme al siguiente patrón 


Máximo: (0, 3) Mínimo: G -3) Máximo: [л, 3] 


Repitiendo este modelo, podemos esbozar varios ciclos de la gráfica, como 
muestra la Figura A.38. 


Pueden aplicarse traslaciones horizontales, verticales y reflexiones a las 
gráficas de las funciones trigonométricas, como ilustra el Ejemplo 7. 


EJEMPLO 7 Traslaciones de gráficas de funciones trigonométricas 


Esbozar las gráficas de las siguientes funciones. 
TC E A TU 
а) f(x) = ѕеп (+3) b) Рб) = 2 + ѕеп х с) р) = 2 + ѕеп (+3) 


Solución: 


a) Para trazar la gráfica de f(x) = sen (x + 1/2), trasladamos la gráfica de 
y = sen x 1/2 unidades a la izquierda, como muestra la Figura A.39a. 

b) Para trazar la gráfica de f(x) = 2 + sen x, trasladamos la gráfica de y = sen х 
dos unidades hacia arriba, como muestra la Figura A.39b. 
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c) Para trazar la gráfica de f(x) = 2 + sen (х — 7/4), trasladamos la gráfica de 
y = sen x dos unidades hacia arriba y 7/4 unidades a la derecha, como 
muestra la Figura A.39c. 


a) Traslación horizontal 
hacia la izquierda 


Ejercicios de la Sección A.3 


y Esenx 


у y 


6 | 1072+se0(x-E) 


“ 
а 2 бах 
2 


ae у =8епх 


b) Traslación vertical c) Traslaciones horizontal 
hacia arriba y vertical 


FIGURA A.39 
Transformaciones de la gráfica de y = sen x. 


En los Ejercicios 1 y 2, determinar dos ángulos coterminales 
(uno positivo y otro negativo) con el ángulo dado. Expresar 
las respuestas en grados. 


l. a) b) 


2. a) LOS b) 


e = 020 


50 = 420° 


En los Ejercicios 3 y 4, determinar dos ángulos coterminales 
(uno positivo y otro negativo) con el ángulo dado. Expresar 
las respuestas en radianes. 


En los Ejercicios 5 y 6, expresar los ángulos en radianes 
como múltiplos de л y como números decimales con una 
precisión de tres cifras decimales. 


5. а) 30 b) 150 с) 315° а) 120 
6. а) 20 b) -240° с) -270 d) 144° 


En los Ejercicios 7 y 8, expresar los ángulos en grados. 


3л 7л 7л 
7. а) — b) — с) -— d) -2,367 
2 6 12 
8 ) Tr b llr Пя D 0.438 
. а 5 ) 30 c) а A 


9. Denotemos por rel radio de un círculo, por 0 un ángulo 
central (medido en radianes) y por s la longitud del 
arco subtendido por el ángulo. Completar la tabla utili- 
zando la relación 5 = rô. 


ғ |8 pies |15 pulg. | 85 cm 
== bomi 


s 312 pies 96 pulg. [8.642 millas 
> Oo шш 
3л 2л 
0 1,6 сс 4 ЫШ 
4 3 


Li 


10. Velocidad angular Un coche se desplaza a una velo- 
cidad de 50 millas por hora, y el diámetro de sus ruedas 
es 2,5 pies. 


Ejercicios de la Sección A.3 


a) Hallar el número de revoluciones por minuto que 
están efectuando las ruedas. 

b) Hallar la velocidad angular de las ruedas en radia- 
nes por minuto. 


En los Ejercicios 11 y 12, determinar los valores de las seis 
funciones trigonométricas para el ángulo 0? 


П. а) У b) y 
5 A 
| 0,4) | 
| і 
| | 
| He 
ГАО ON 
а A a х t - зе ү 
| | 
| | 
(12-5) | 
| | 
12. a) y b) 
A 


(8, 15) 


En los Ejercicios 13 y 14, determinar el cuadrante al que 
pertenece 0. 


13. a) sen9<0ycos0<0 
b) sec 0>0yctg<0 


14. a) ѕеп0> 0усоѕ 0 <0 
b) соѕес 0 < 0 уте 0> 0 


En los Ejercicios 15-18, evaluar la función trigonométrica. 


| 1 
15. $епб=— 16. sen0 = – 
2 3 
cos = 0 tg0= 
2 
| 
4 13 
17. зепб=— 18. зепб=— 
5 5 
ctg = соѕес 0 = 
5 
13 
4 
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En los Ejercicios 19-22, evaluar el seno, el coseno y la tan- 
gente de cada ángulo sin la ayuda de una calculadora. 


19. a) 60° 20. a) -30° 
b) 120° by 150° 
a E $ n 
c) 4 с) Е 
Е d) Z 
4 2 
21. a) 225° 22. a) 750° 
b) -225” by 510° 
5л 107 
с) 3 с) a 
liz 17л 
d) — = 
6 3 


En los Ejercicios 23-26, evaluar con una calculadora las fun- 
ciones trigonométricas con cuatro cifras significativas. 


23. a) sen 10° 24. а) sec 225° 
b) cosec 10° b) sec 135° 
л 
25. а) tg 9 26. а) ctg (1,35) 
107 
b) tg o b) tg (1,35) 


En los Ejercicios 27-30, hallar dos soluciones de cada ecua- 
ción. Expresar los resultados en radianes (0 < 0 < 2л). No 
usar calculadora. 


2 
27. а) cos0= E 28. a) зесб=2 
2 
b) соѕ 0 = = Ьу sec 0 = -2 


29. a) tg0=1 30. a) ѕеп 0 = 


b) ctg 0=-/3 b) seno М? 


w] 


En los Ejercicios 31-38, resolver la ecuación para 
0 (0 < 0<2л). 


31. 2sen?0=1 32. їап? 0= 3 
33. tg 0-tg0=0 34. 2 соѕ? 0— соз 0 = 1 


35. вес 0созес 0 = 2 соѕес 0 36. sen 0 = cos 0 


0 
37. соз? 0 + ѕеп 0 = 1 38. cos 5—05 0 = 1 
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39. Ascenso de un aeroplano Un aeroplano despega de En los Ejercicios 45-48, hallar el período de la función. 
la pista con una inclinación de 18” y una velocidad de 
275 pies por segundo (véase figura). Hallar la altura a 45. y=5tg2x 46. y=7tg2 лх 


del avión transcucurrido 1 minuto. 
47. у= ѕес 5х 48. у = соѕес 4х 


Бә Redacción Еп los Ejercicios 49 y 50, usar una calculadora 
gráfica para representar cada función para с = 2, с = -1, 
c=} y c= 2 еп un mismo sistema de coordenadas. Describir 
por escrito el cambio en la gráfica que ocasiona el cambio 
de c. 


E е: 49. а) fx) = сѕепх 
40. Altura de una montaña (Опа persona que viaja рог х 
un llano divisa una montaña justo enfrente de ella. Su b) f(x) = cos (cx) 
ángulo de elevación (hacia la cumbre) es 3,5°. Tras с) fœ) = cos (nx — с) 
conducir 13 millas hacia la montaña, el ángulo de incli- 50. а) f@)=senx +c 
nación es 9”. Estimar la altura de la montaña. b) fŒ) =—веп (2лх- с) 


с) fœ) = c cosx 


En los Ejercicios 51-62, esbozar la gráfica de la función. 


13,59 


E Do x 
— 13 millas +” 51. y=sen 5 52. у= 2 cos 2х 
(No está a escala) 
2лх 
io . И Й 53. y =-sen —— 54. у= 210 х 
En los Ejercicios 41-44, determinar el período y la amplitud 3 
de cada función. А 
55. у = соѕес 5 56. у= 1б 2х 
1 
41. a) у=2еп2х Ьу у= = ѕеп nx 
2 57. у= 2 ѕес 2х 58. у = соѕес 2 лх 
59. = sen (x +1 л 
К ) 60. у= cos (-3) 


п л 
61. 921 (0-3) 62. y= Itsen (x) 


Razonamiento gráfico En los Ejercicios 63 y 64, encontrar 
los valores de a, b y с que hacen que la gráfica de la función 
se ajuste a la de la figura. 


63. y=a cos (bx — с) 64. y=a sen (bx — с) 


y y 
4 i 


poz | л 3л 
+ F 2 4 
4 ат 
43. у= З ѕеп 4 лх 65. Para pensar Esbozar las gráficas de f(x) = sen x, 
gx) = |sen x| y А(х) = sen (|х). En general, ¿cómo 
44 2 10 están relacionadas las gráficas de | /(х)| y de f (1) con 


у = = cos — 
3 


10 la de f? 
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66. Para pensar El modelo que describe la altura de un dada. Trate de mejorar la aproximación sumando un término 
coche en la rueda Ferris es af(x). Con una calculadora, compruebe que su nueva aproxi- 
mación es mejor que la original. ¿Puede encontrar otros tér- 


h=51 +50 sen 87t x a У а ебе 
5 8 minos que sumados hagan la aproximación aún mejor? 


donde г se mide en minutos. (La rueda Ferris tiene un ¿Cuál es la pauta? (Para mejorar la aproximación, se pueden 
radio de 50 pies.) Este modelo da una altura de 51 pies usar términos con seno en el Ejercicio 69, y términos con 
cuando / = 0. Modificar el modelo de forma que la altu- _ coseno en el Ejercicio 70.) 
ra del coche sea de | pie cuando г = 0. 4 
№ вт. ү | ы . ; без тет 69. /(х)=— (se пх + = sen эле) 
. Ventas Las ventas 5, en millones de unidades, de un л 3 
producto de temporada admiten el modelo 
| | 
S = 58,3 + 32,5 cos — 27 


donde f es el tiempo en meses (t = 1 corresponde а TEA 


Шо 


мы е 
enero). Representar el modelo con una calculadora у 9. no 
determinar los meses en los que las ventas sobrepasan | 
las 75.000 unidades. -27 
68. Investigación Dos funciones trigonométricas f y g 1 4 1 
tienen período 2 y sus gráficas se cortan en x = 5,35. 70. f0)= a (cos TX + sen smr) 
a) Darun valor menor y uno mayor de x en los cuales д 
las funciones tengan el mismo valor. y 


b) Determinar un valor negativo de x en el que las A 
gráficas se corten. Т 

с) ¿Es cierto que (13,35) = g(-4,65)? Razonar la 
respuesta. 


Po Reconocimiento de pauta En los Ejercicios 69 y 70, use 
una calculadora para comparar la gráfica de f con la gráfica 
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SNS 
л 5 5:5 
суу 
о т 5 © 
ге Т 
сз |с 
OQ Zo + 
са | y SIAN T 
A O 5. М = 
о, а. 
Кы 
к= сам а М Et 
Б Ето шо сч E | m X 
УСЕ. и 
м o дст. An 
EVE x E о 3 
о © | © ©, 
A 2 © + E? 
2:28. è 8 y = 
s — Y Ж 00 4 
бух 2 il | 
ke) 
322» >, 5 Ж ч 
5 o З ч кал 
D 3, ЕЕ E © + 
Eg Sia g y я 
Е И 
опо б У © 
a oo eo i ушш = 
© 
Е н 5 Є Су 
oa 1 |211] М 
о Ра “ш Ж БИ 
берл > Ú + 
йтпло y v Y 
быз S E 
Кр: 3 > 
E LU = Il E 
23332 o = м 
© о Y os Б> 
ROM = 1 
Z y o So к= 
E д 3 я 
с р « ц о + "н 
A VEO = 
о о б о A 
38 E = B 
` А 
З ив g > 
E ES S 
55 Ы 
бә] 
233 3 
л NA A 


lo cual implica que 


Demostración: 
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De manera análoga se demuestra 
ш Iw- go] = 6 - К 
Para probar la propiedad 3, consideremos que al ser 
ишо) =. y lím go) = 
podemos escribir 
foga) = o — LlL gto — K] + 180) + Kf()] АК 
Como el límite de f(x) es L y el límite de g(x) es К, sabemos que 


lím [f09-L]=0 y Ит [500 – К] = 


Sea 0 < £ < 1. Entonces existe д > 0 tal que si 0 < |x – c| < д, entonces 
00-21-01 <e у lg) - К- 01 < 
de donde se deduce que 
ро) = ElleGo – K] 01 = |700) — | О) – K| < es < e 
Por tanto, 


lim Iœ - 11800) - K] = 


Además, por la propiedad 1 sabemos que 


lím Le(x) = LK y lím Kf(x) = KL 


Finalmente, de la propiedad 2 se sigue que 
lím fg) = lím F — LlleGo- К] + lím Lg) + lím Kf) — lím LK 
=0+ LK + KL -LK 
= LK 


Respecto de la propiedad 4, basta demostrar que 


1 1 


Ит — = =; 
x>c g(x) K 
Pues bien, la propiedad 3 nos permite escribir 
fœ 


Я к 1 1 _ 
lím mE = lím fo) 200 = = Ша FO) * lím -5 ma K 
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Sea e > 0. Como lím g(x) = K, existe algún б, > 0 tal que si 


хэс 


К 
< 0, entonces |е(х) – K| < Kl 


0<lx=c 


lo cual implica que 


K 
IK] = |600) + [IK] — 8601] < [800] + IIKI — 800] < [260] + KI 


Esto es, para 0 < |x ~ c| < б, 


IKI | 1 2 
— < |#(х)|, es decir, ——< — 
2 œL IKI 


Análogamente, existe un ô, > 0 tal que si 0 < |x — c| < б„, entonces 
2 
IK] 


SK < =e 
|80) | + 


Sea д el menor de los números б, y 5,. Para O < |x — c| < б, será 


1 1 K – gx) 1 1 2 |K 
зыны = ш о ALE 
80) К 809K |К| 18601 IK| |K] 2 
Así pues, 
El 1 
Ит —— == 
хс (Хх) К 


Por fin, la propiedad 5 se demuestra directamente usando inducción junto 
con la propiedad 3. 0 


a 


Demostración: Consideremos el caso en que c > 0 y n es un entero positivo. Dado 
un e > 0, necesitamos encontrar un ô > 0 tal que 


ух — 2/0] < в siempre que 0 < |к—с|<д 
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lo que equivale a decir 
-e < ух — ус < e siempre que -ô < x- c < д 
Supongamos € < e, de manera que 0 < Se -E< e, Sea ahora ô el menor de 
los dos números 
с = (e a y ус + а)" с 
Entonces se tiene 
-д<х-с <д 
le = e- e] <x- c < (cry -e 
(e-e -c<x-e < Ус + "с 
Ge- < х < (Уус + ey 
e -&< 4х </с+& 
=¿</x—./0<e 


TEOREMA IS M 


Demostración: Para cualquier £ > O dado, hemos de encontrar un ô > 0 tal que 
(а(х) -f(D < e siempre que 0 < |x — cl < д 


Сото el límite de f(x) cuando х > L es f (L), sabemos que existe algún д, >0 
tal que 


|/(и) — ҒО) < e siempre que |u — L| < б, 


Por otra parte, como el límite de g(x) cuando x > c es L, sabemos asimismo 
que existe д > 0 tal que 


|р) — L| < ô, siempre que 0 < |x — c| < д 


Finalmente, haciendo u = g(x) se tiene que 


Ago) — АО < e siempre que 0 < |х — с| < д 
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TEOREMA LT 


FUNCIONES QUE COINCIDEN SALVO UN 


a Sea c un número real y sea Jo = 
que contiene с. Si existe el límite de еб) cuando x niende ac, entonces tam- 
bién existe el de о) y o 


¡PUNTO (página 60). 
) 


para todo x = сепип intervalo abierto 


Demostración: Sea L el límite de g(x) cuando x — с. Entonces, para cada e > 0 
existe un ô > 0 tal que (х) = g(x) en los intervalos abiertos (c — д, с) y 
(c, € + д), y 

leo) — El < e siempre que 0 < |x — c| < ô 


Como f(x) = g(x) para todo x = с en el intervalo abierto, se sigue que 


| О) — El < e siempre que O < lx — c| < ò 


Así pues, el límite de f(x) cuando х > с es también L. 


TEOREMA 18 


TEOREMA DEL ENCAJE (página 73) 


Siko < f) < gx) para todo x en un intervalo abierto que contiene с, 


-excepto posiblemente en el propio с, y si 


Ит ло) = L= Иш go) 


entonces lím f(x) existe y es igual a L. 
eS і з шн к z 


Demostración: Dado в > 0, existen д, y 0, tales que 


|Л(х) – Ц < e siempre que O < |x — c| < 0, 


le(x) — L| < e siempre que 0 < |x — c| < 0, 


Como A(x) < Р(х) < g(x) para todos los х de un intervalo abierto que contiene 
а с, excepto quizás en с, existe д, > O tal que А(х) < f(x) < g(x) para 
0 < |x — c| < д. Sea д el menor | los números ду, 0, y 03. Entonces, si 
0 < |x — c| < д, se sigue que |л(х) — El < e y gor) — L| < e, lo cual implica que 


ze<Mx)-=L<e y —e<g)-L<e 
L-e<ho) y eQ)<L+e 
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Ahora bien, como h(x) < f(x) < #(х), deducimos que L-e<f(x)<L+ e, de 
donde podemos concluir que | Ќх) — L| < e. Por tanto, 


Ит РО) =L 


x>c 


Demostración: Consideremos el caso en que f(c) > 0 y existe b >с tal que 
с < х < b implica g(x) > 0. En esas circunstancias, para M > 0 escojamos 


ô, tal que 
3f . 
О<х- с < д, implica que (Mos < 259 
y 0, tal que 
ТРЕ Fc) 
О<х-с<0 1 0< <= 
x=cC a Implica que g(x) 2M 


Denotemos por б el menor de los números $, y д». Entonces, se sigue de lo 
anterior que 


0 <x- c < ò implica que —— > 


го) ЛО) M 
о) 2 |700) 


Concluimos, en consecuencia, que 


kí Jœ) _ 
im ——= 00 
хэс? g(x) 


de manera que la recta x = c es una asíntota vertical de la gráfica de h. 
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Demostración: La derivada de f en с viene dada por 


Fc + Ax) — f(c) 
Ax 


Fc) = lím 
Ax>0 


Sea x = с + Ах. Entonces х > с Ax > 0. Así pues, sustituyendo с + Ах por x 
obtenemos 
(с + Ax) — (с (x) — 
о = lim LEAD LO L pg ELO 
Ах» 0 Ах 


хэс Хо ÉS 


O 


TEOREMA 210 LA REGLA DE LA CADENA (página 142) o 
_ ión € 1, y si además и = g(x) es una función 
ja función derivable, con 


eq «remito 


Demostración: En la Sección 2.4 hicimos A(x) = f(e(x)) y utilizamos la fórmula 
alternativa de la derivada para probar que А'(с) = f'(g(c)) 2" (с), siempre que 
g(x)  glc) para todo x distinto de с. Ahora presentamos una demostración 
más general. Comenzamos derivando la función f. 

FERRO оао АУ 
Ах лхо Ах 


Ро) = lím 
Ахэ0 
Рага un valor fijo de х, definimos una función y tal que 


Ах = 0 


0, 
(Ах) = Лу 
— ~ (х), Ах 0 
д, 77% A 
Como el límite de (Ах) cuando Ах — 0 no depende del valor de (0), se tiene 
Ay 

lí Ax) = lí = ~ ў = () 

saum: (Ах) Дип. | / w 
y podemos concluir que у es continua en 0. Además, dado que Лу = 0 cuando 
Ax = 0, la ecuación 

Ay = Áxn(Ax) + Axf'(0) 


es válida tanto si Ах es cero como si no. Pues bien, denotando Au = g(x + Ах) — 
— g(x), podemos usar la continuidad de g para concluir que 


lím Au= lím [g(x + Ax) — g60] = 0 
Ax>0 


Ax>0 
y en consecuencia 


lím (Au) = 0 
Ax>0 


760 


Apéndice B 


Demostraciones de teoremas seleccionados 


Finalmente 


м 


Ду = AuníAu) + Auf(u) > А 


= мй + Epa), Ах #0 


y tomando el límite cuando Ах > 0, se obtiene 


dy du du dy du 
= = —| lí А (и) = — (0 | 
ах ах ES nl w| р a? m de di a _ 


Demostración: Supongamos que fes cóncava hacia arriba еп с. Eso significa, por 
definición, que existe un intervalo (a, b), que contiene a c, en el que f'es 
creciente. La ecuación de la recta tangente a la gráfica de fen el punto (с, fc) 
viene dada por 


g) = /(с) + /'(с)(х -= с) 


Si x está en el intervalo abierto (с, b), la distancia dirigida del punto (х, fx) 
(que pertenece a la gráfica de f) al punto (x, g(x)) (que está en la recta tangente) es 


а= }(х) — [РО + /'(с)(х — c)] 
= f(x) – fc) -feo — с) 


Además, el teorema del valor medio asegura la existencia de un número z en 
(c, x) tal que 


Ло) fc) 


P — с 


Ро) 
Así pues, 


а= Р(х) -fo +f O — с) 
= FDA — с) — Pola — с) 
=[F 2) - FO) (Xx — с) 


El factor (х — с) es positivo, porque с < x. Por otra parte, al ser f' creciente, el 
factor [f'(z) — f '(c)] también es positivo. Por consiguiente, d > 0 y concluimos 
que la gráfica de festá por encima de la recta tangente. Si x está en el intervalo 
abierto (a, c), se puede aplicar un argumento similar. O 
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Comenzamos demostrando que 


А 


Demostración 


1 


lím -= 0 
хэ X 


se tiene 


Dado ғ > 0, denotemos М = 1/в. Entonces, para x > М 


1 


1 


-<£ -0l < 
= ; 
s lleva a conclu 


ё 


х> М 


de 1/х, cuan- 


tte 


2 


im 


11 


ir que e 
do x > со, es 0. Teniendo esto en cuenta y haciendo r = m/n, podemos escribir 


ite no 


1m 


de lí 


£ 


101610 


Así pues, la def 


C 
тіп 


lím 


с 


lím 


хоо X 


í 


y 


хәс X 


Н 


8 
gi 
R 


1 


im 
x>x 


1 


c/0)” 


0 


La demostración de la segunda parte del teorema es muy parecida. 


La propiedad 1 es obvia. Si se suma n veces el número c se obtie- 


ne la suma nc. 


cz 


Demostración: 


o 
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Para probar la propiedad 2, escribimos la suma en orden creciente y en 
orden decreciente, y sumamos sus términos: 


у= 1 + 2 + 3 les a n 
Ее { y | | 

i= п +(n — 1) + (n - 2)+ ++ 2 + 1 
F | y l | ү 


N 
Ге 
` 


(п + 1)+(п + 0 +(и + 0) ++ (и + 1)+(л + 1) 


i= Y 


n términos 
Por consiguiente 


5 пп + 1) 
і = —_ 
i=1 2 
La propiedad 3 se demuestra por inducción. En primer lugar, para n = 1 es 
cierta, ya que 


1 
У epa + E 1) 


i=1 


Suponiendo ahora que el resultado es cierto para n = k, podemos ver que es 
cierto paran = k + 1 así: 


k+1 k 
Y 2= Y P+(k+ 1)? 
i=1 i=1 
k + 1)Qk + 1 
гы х Dam 


k+ 1 
= QUO +k + 6k +6) 


k +1 
= о + 3)( + 2)] 


(К + DK + Dk + 1) + 1] 
6 


Un argumento análogo, usando inducción, permite demostrar sin dificultal la 
propiedad 4. Г] 
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Demostración: Рага probar la propiedad 1 supongamos que, por el contrario, 
fuese 


b 
fœ)dx=1<0 
а 
En ese supuesto, а = Xo < X] < X3 < ++ < X, = b tomamos una partición de [a, b}, 
y denotamos por 


п 


R= у /(сдАх; 


i=1 
una suma de Riemann. Como f(x) > 0, se sigue que R > 0. Pues bien, para 
IAI] suficientemente pequeño, se tendría |R — 1] < --1/2, de donde se sigue que 


n I 
È ЖсдАҗ =R<I-=5<0 


= 
que es imposible. De esa contradicción podemos concluir que 


b 
о < f(x)dx 


Para demostrar la propiedad 2, nótese que f(x) < g(x) implica gœ) -f Œœ) > 0, 
así que de la propiedad 1 se desprende que 


b 
0< | Lg(x) – 00] ах 


b b 
0< g(x)dx— | f(x)dx 
b E ° 
Ро) ах < | (х) dx O 


1 
Demostración: Рага empezar, veamos que in 2 > 7 Por el teorema del valor 
medio para integrales sabemos que 
21 1 1 
in2=| -d=(Q-1)-=- 
1 Х с с 


para algún с en [1, 2]. Esto implica que 


N|i= 
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Sea ahora N cualquier número positivo muy grande. Como In x es creciente, 
si x > 22“, entonces 


In x > In 2? =2N In 2 


1 
Y como In 2 > 7 concluimos que 


1 
In x>2N In 2 > (5) = 


Esto establece el segundo límite. Para verificar el primero, hacemos z = 1/х. 
Entonces, z > со cuando х > 0*, y por tanto 


1 
lím Inx= lím (o n) = lím (ln z) = -lím ln z = 00 
x>0* x>0* Xx 219 0 2» 00 


Demostración: Рага demostrar la propiedad 1, veamos en primer lugar que 51 Ѓеѕ 
continua еп / y tiene inversa, entonces f es estrictamente monótona en /. Su- 
pongamos que f no fuese estrictamente monótona. En tal caso, existirían núme- 
ros ху, X2, хз en J tales que ху < X3 < X3 pero f (x,) no está entre f(x,) y fœ). 
Sin pérdida de generalidad, supongamos Ро) < f(x) < f(x). Por el teorema 
del valor intermedio, existiría un x, entre x, y х, tal que f (xo) =f (x3). Así pues, 
f по sería inyectiva y no podría, en consecuencia, tener inversa. Por tanto, f 
debe ser estrictamente monótona. 

Al ser f continua, el teorema del valor intermedio implica que el conjunto 
de valores de f, 


(fa: xel} 
forma un intervalo J. Supongamos que a es un punto interior de J. Por el 


argumento previo, f -1(a) es un punto interior de /. Sea в > 0. Existe 
O<e, < £ tal que 


IL =(f7 a)-e, fare) = [ 
Como f es estrictamente monótona en /,, el conjunto de valores { f(x): x € f,) 
constituye un intervalo J, © J. Sea д> 0 tal que (a — ô, a + ô) S Ј,. Finalmen- 


te, si 


iy- al < б, entonces |f 7'0) - 7 O] < e, < 
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Por tanto, f~! es continua en a. Un razonamiento análogo es válido si a es un 
punto terminal. 

Para probar la propiedad 2, sean y, e y, en el dominio de f7 +, con y, < y». 
Entonces existen x,, x, en el dominio de f tales que 


Хо) = у, < y, = f(x) 


Puesto que fes creciente, f(x,) < f (x2) exactamente cuando х; < x,. Por consi- 
guiente, 


Уеа =/ 0) 


lo cual implica que / 7? es creciente. (La propiedad 3 se demuestra de la misma 
manera.) 
Finalmente, para probar la propiedad 4, consideremos el límite 


F'O) -fa 


y-a 


(f7 Ya) = lím 


donde a está en el dominio de f~! y f7 (а) = с. Como fes derivable en c, f es 
continua en c, luego f7 t lo es en a. Así pues, y > a implica que x > с, luego 


C 
= lím ——— 
Ж T 2 (©) 


ih 1 
хэс [fW — fc) 
x=c 
= Еа 
lím Хо) - fo) 
хәс XxX =C€ 
ОК я 
РО) 
Por tanto, (f~ 1) (а) existe y / 1 es derivable en (с). O 


Demostración: De la demostración del Teorema 5.8, haciendo a = x, se sigue que 
g es derivable. Y derivando, con la regla de la cadena, los dos miembros de la 
ecuación x = f(g(x)) se obtiene 


d 
1=7(8(х)) T [50] 
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Como /'(в(х)) 4 0, podemos dividir por esa cantidad, lo que da 


1 
FE) 


Ea ]= 
1809) = 


x 
Demostración: Sea у = lím {1 + – | . Tomando logaritmos naturales en ambos 


хә о Х 


lados, obtenemos 


In y =1n | lím [1+- 


х 00 X 


Y puesto que la función logaritmo natural es continua, podemos escribir 


1 in [1 1 
Iny= lím | х (1+ | [= lím la [1 + (0/0) 
es x хэ 1/х 


, 1 : 
Haciendo х = zi se tiene 


In у= lím 


Finalmente, de ln у = 1 deducimos que у = e, luego 


I” 
lím |1 +-} =e E 


хә оо Х 
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Demostración: Podemos suponer que g(a) 4 g(b), ya que de no ser así el teorema 
de Rolle aseguraría la existencia de un х en (a, b) en el que g'(x) = 0. Definimos 
la función 


£() – уа) 
Во = f | 
о) = ЛО) + A a] x) 
entonces 
F(b) – f(a) fiagh) — fb)gla) 
h = — A A ОНЫЙ = 
A ES = a ka g(b) — gía) 
y 
Fb) - fla) fade(b) — Ува) 
hb) = (р) — by = 
Е ES = КО) g(b) — gla) 


y por el teorema de Rolle existe ип с en (a, b) tal que 


чу Ф) - Ја) 
А (с) =f- с) = 0 
(с) =$ (с) ЫБ С аб 


lo cual implica que 


fc) _f(b) - Fa) 


g(c) gb) — gla) 


Se puede utilizar este teorema para demostrar la regla de L'Hópital. Hare- 
mos en detalle sólo uno de los diversos casos de esta regla, dejando los demás 
como ejercicio. 


Demostración: Consideremos el caso en que 


lím fœ@=0 y lím а(х) = 0 
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Definamos las funciones auxiliares 


x х # с 
0, х= с 0, х= с 


Para cualquier х, con c < x < b, F y G son derivables en (c, x] y continuas en 
[c, x]. Así pues, podemos aplicar el teorema general del valor medio, que lleva 
a la conclusión de que existe algún número z en (c, x) tal que 


Fo) _ Бо) - Flo) _ FG) L fW 
GD Gto) - С(с) Со) g'o) 800 


Finalmente, si hacemos que х tienda a с por la derecha, x => с, se sigue que 
z> ct yaquec<z<x, y 


í fo a fO 
ím = lím = 
хэс' gax) re (ш) :> ga) 


La demostración de los casos х > с y x — с se deja al cuidado del lector. O 


Demostración Para hallar R,Go), fijamos x en / (x # с) y escribimos 


К,(х) = о) — P, 


donde Р, (х) es el n-ésimo polinomio de Taylor рага f(x). Definamos ahora una 
función g de г dada рог 


КК гт 


(п) 
Woa roetes Оа"): 


x 
n! (х = ott 


La razón que nos mueve a definir g así es que, con ello, la derivación en т tiene 
un efecto telescópico. Por ejemplo, 


-F'O +O -F O 1) 


5 FO -FOE — À] 
рдо - 0 
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Como consecuencia, la derivada de g'(t) se simplifica a 


ДҮНЕ D) 


n! 


(x - д" 
(x рах с)" 


g=- (х= 0" + (п + DR,(x) 


para todo г entre с y x. Además, para un x fijo, 


8(с) = Хбх) – [Р„(х) + RO = О) — f(x) = 0 


вх) =f - рО) 0-0 =) - ЈО) = 0 
Por tanto, g satisface las condiciones del teorema de Rolle, del que se sigue que 
existe un número z entre с y x tal que g'(z) = 0. Sustituyendo / рог z en la 


expresión que daba g'(t) y despejando a continuación R,(x) se obtiene 


x= z)" 


(n+1) 
pon о + в) 9" 0 
п! (х -= с) 
¿PA T n+1 

o S 

Finalmente, como g(c) = 0, resulta 
(n) 
0=f0) fc) -FOR 0) > -EO sa RG 
(n) 
Fx) =F +} (с)(х— с) + --- yi Og ~= с)" + R(x) O 


п! 


13. 


15. 


17. 


19. 


21. 


—= — 
БЫ су 
ш ты 
Ш Ш 
= © 


Sja Fla Ela Fja 
= 
= 
Ї 
| 


= 


ч; [sen и] = (cos wu’ 


d 
— [tg u] = (sec? wu 
dx 


— [sec и] = (sec u tg uu’ 
dx 


— [arcsen u] = O 
dx 1-и? 
ком t AA 
dx [arctg и] L+ и? 

u 
— [arcsec u] = ——==== 
dx [иј /u? ~ 


Reglas básicas de derivación 
de funciones elementales 


12. 


14. 


16. 


18. 


20. 


22. 


4 

— [uż o]=u tv 

dx 

d |u| v — w 

dx\ v| v? 

d [ п] п- 1, 

— [u"] = пи" tu 

ах 

а ш = рне 
кы аты 

FT [e"] = еи’ 

ти [cos и] = —(sen uw 
— [ctg и] = —(cosec? uju 
ах 

а t 
— [cosec u] = —(cosec u ctg uju 
dx 

d —u' 

— [arccos u] = === 
dx 1- и? 
E t = = 

dx [arctg u] l+ и? 


— [агссоѕес и] = 


—и' 
dx ll. Ju? — 1 
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Formas que contienen и" 


и"! 
1. иа = +С, п ж –1 
п+ 1 
1 
2. |-du=1In lu + C 
и 


Formas que contienen a + bu 


1 
а du = — (Би - а In |а + bul) + С 
а + фи b 


u 1 a 
5 Чи => + In ja + Би||+С 
(а + bu) bla + bu 


1 -1 
а= =$ Е | +С, п 1,2 
(а + Ри)" Б | (п — 2)(а + Би)" (п – Da + bu)" 


| A l ЕЕ In e+ bu |+ 


2 


1 
5 du = — | bu — а – 2а In la + bul] + C 
(а + bu) b a + bu 


u? 1 2a a? 
а + In ja + bul | + C 


а + bu Xa + buy? 


9 A Б. + 2 +C n # 1,2,3 
Ја + bW la За + bu (пт — 2а + bu? (n 1а + uy o Г” 


1 1 
10. 5 du = а |“ 
ula + bu) a 


+C 


a + bu 
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и 


1 1 1 1 
11. 5 du = + —In +C 
ula + bu) ala + bu a 
1 1/1 b 
12. 3 du=- + п + С 
u“(a + bu) alu a 
1 1 2b 2b 
13. [= аш | ж-ш 
иа + bu) а?\ ula + bu) a 


Formas que contienen a + bu + cu?, b? 4 4ac 


a + bu 


u 
a + bu 


2cu + b 


2 
arctg +C 
i 1 ./dac = b? /4ас = Б? 
` Ж 2си + b = 4/02 – 4ас 
2си + b + ./b? ~ 4ac 


b? < 4ac 


a + bu + cu? 1 


./b? — 4ас ш 


+ C, b? > 4ac 


1 1 
15. 22 du=—[Inla + bu + си Ь | — 3 du 
a + bu + си 2c a + bu + cu 
Formas que contienen ./a + bu 
2 | 
16. 1 la + bu йи = 501513) С + buy? – na fe 1 /a + bu au | 
n 


1 Ja + bu- Ja 
1 Ja Ja + bu + уа 
17. [<= 0. 
и 


/ 2 | Ь 
а + bu arctg Саб а о а < 0 
a -a 


| -1 [Ja + bu Qn- 3)b | 
18. | du = | e E | ал! 
u" Ja + bu ап — 1) u 2 


ln +C, а> 0 


20. 


и 


pe 3/2 E 
Ма + bu _ 1 Е ¿On D [Aei д] =! 


и" a(n — 1) ul 2 q 


и 


21. КТЕ: а р a 


а + фи 


и" 2 и"! ) 
ди = u" Ја + bu- па | === du 
Ja + bu al -= 
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Formas que contienen a? + u’, a > 0 


23 as E 
З и = — arc 
а? + и? а = 


24. [ul А a du =>- In 
25. la - T du = a 36 A a + (2n – 3) IS 1 21 
Formas que contienen Ju + а?, a>0 

26. | и? + a du = 3 (uu? £ a? £ a? In lu + Ju? = a+ С 


1 
27. E и? + а? du = z [u(2u? + а?) /u + а? -atlnju+./u? + al] + С 
САДЫ Чай; 2 a? 
59 а а= Гар EE 
и 


и 
29. лара - а? ? a aresee +С 
30. кє? y AA 


u-— a 


+С 


и+а 


+ С 


31. RATA 
и xa 


-1 а + u? + а? 


+C 


1 
du = 
E + a? 
lu] 


1 1 
du = sec 
2 
1 
34. КИ ЖАГУУДА 
и жа 


33. 


1 2 + а? 
35. [6а “Eso 
и? Ји? + а? ати 
1 tu 
ja E E u? е 


Formas que contienen ./a? – u°, а> 0 
1 и 
37. !. Ja? = и? йи = alu /а? ~ u? + a? arcsen £) +C 
a 


1 
38. fe а? – и? ди = ое ~ а?) /а? ~ и? + а“ агсѕеп 1 +C 
a 
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4l. 


42. 


43. 


44. 


45. 


| 
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2 5 2 5 
a- и а + а-и 
йи = „Ја? ~ и? -aln 
u u 
/а? =./a и 
5 РРО 
и а 
1 
E 
а? - и? a 
1 -1 a + 2 _ ц? 
ди = ln +C 
u,/a? - и? u 
u? 


2 2 
- - u 
du = = + С 
и? /а? ~ u? аи 
1 и 
z 7375 Чи = + С 
(a? – и?) a? ја? – и? 


Formas que contienen sen и о Cos и 


46. | и du = —соз u + C 


47. 


48. 


52. 


53. 


56. 


| os u du= ели С 


| 
| 


1 
sen? и йи = „(и — sen и cos u) + C 


1 
cos? и du = (u + sen и сов и) +С 


=i 
sen” u cosu п- 1 п 
= + sen "7? u du 
n п 
=, 
cos” u senu n-i 2 
+ cos”7? y du 
п п 
и sen и du = sen и — u cos u + C 
u cos u du = cos u + u sen u + C 
и" sen u du = чё cos u лп | и! cos u du 
и" cos u du = и" sen u = n | son u du 


l + sen и 


du = ви F secu + С 
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l 
57. | ТЕТЕ C 
1 + cos u 


І 
58. IS = In [tg ul + C 
sen н COS и 


Formas que contienen tg и, сір и, SEC и, COSEC и 


59. E и du = —In [cos ul + С 


[sec udun % 1 


60. ¡ESTO Isen ul + С 
61. [scu du= tn сиза 
62. | coses u du = 0 |совес u — ctg ul + C 
63. [ена авия 
64. ES u du = -u — ctg u + C 
65. Пат иави с 
66. | cose? nus mag u + C 
[о 1 и E3 
67. te” u du = г tg" “udun Al 
E 
ag iy = 
68. р стык к= (ctg" “dun # 1 
me 
pa р! t += 2 
69. | sec" u du = ==, 2 
n= 1 n= 1 
< n-=2 t 550, 
70. cosec" u du = E ЕВЕ = Е 
п — 1 n= 1 
1 1 
71. ——— du = - (u + In |соз u + sen uj) + С 
1+ фи 2 
1 ра 
72. | du = =(и + In |sen и + cos и) + С 
l + ctg u 2 
1 
73. | du = и + сїр и + cosec u + С 
1 + sec u 
74. | du = u — tg u + sec u + С 
1 + cosec и 


[сес udun #1 
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Formas que contienen funciones trigonométricas inversas 


75. | erosen u du = u areson у = и +C 


76. ES и du = u arccos и — JT - ul +C 

77. К и du = u arctg u — ln л + + С 

78. | чка и du = и arcctg и + In Л + и? +C 

79. | чес и du = u arcsec u — In u+, /u — 1|+С 


80. Ке и du = и arccosec и + In ju + u? — Ц+С 
Formas que contienen е“ 

81. [e du = e" + C 

82. [pe du = (u — l)e" + C 

83. ES -n [tes 

84. = — du =u- ln (1 +e")+ C 

85. Г ай sen bu du = 1 ZP (a sen bu — b cos bu) + С 


qu 


e Ў 

86. fe cos bu du = 5—75 (a COS bu + b sen bu) + C 
а +6 

Formas que contienen 1n и 


87. [mua u(1 +1In и) +C 


2 
88. [emus eteme 
н"! 
89. и" in u du = 51-1 + (M4 0) Inu С, п # -l 
(п + 1) 
90. С uy? du = 4412 — 2 In u + (In u)?] + С 
91 [o и)" du = un и)" — п fo wi du 


CONTENIDO = 
Rotación de ejes ж 
Invariantes bajo rotación = 


FIGURA А40 

Tras efectuar una rotación de los ejes x e y de 
ángulo 0 (en sentido contrario al de las agujas de un 
reloj) los nuevos ejes son los denotados por x' e y”. 


Rotaciones y la ecuación 
general de segundo grado 


Rotación de ejes 


En la Sección 9.1 del Volumen 2 veremos que las ecuaciones de las cónicas 
con ejes paralelos a alguno de los ejes de coordenadas se pueden escribir en la 
forma general 


Ax? + Cy? + Dx + Ey+F=0 Ejes horizontales o verticales 


Ahora estudiaremos las ecuaciones de las cónicas cuyos ejes están girados, de 
manera que ya no son paralelos al eje x o al eje y. La ecuación general para 
tales cónicas contiene un término xy. 


Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey+F=0 Ecuación en el plano xy 


Este término de tipo xy se puede eliminar con una rotación de ejes. Se trata de 
girar los ejes x e y hasta conseguir que sean paralelos a los ejes de la cónica. 
(Denotaremos los ejes girados por x’, y”, como muestra la Fig. A.40). Una vez 
efectuada la rotación, la ecuación de la cónica en el nuevo plano x'y' tendrá la 
forma 


AY + Су) + Рх + Еу + Е = 0 Ecuación en el plano х’у' 


Сото esta ecuación ya no tiene término x'y”, podemos pasarla a forma canóni- 
ca sin más que completar el cuadrado. 

El próximo teorema especifica cuánto hay que girar los ejes si se desea 
eliminar un término xy, así como las ecuaciones para determinar los nuevos 
coeficientes A”, C’, р’, E' y F’. 
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TEOREMA A] ROTACIÓN DE EJES 


La ecuación general de la cónica 

авонон Der Бу + ваб 
donde В. % 0, puede гесѕсгібігѕе сото 

А) + Су)? EDX + Еу + Е = 0 
efectuando una rotación de ejes de ángulo 0, donde 


* ; Д 
зев 20-7 


$ coeficientes de la nueva ecuación se obtienen haciendo las sustituciones 


x= x cos (0 - у sen Ө 


у= х sen Ө + у cos 0 


Е Demostración Рага averiguar cómo están relacionadas las coordenadas en el 
sistema xy con las coordenadas en el sistema xy, consideremos un punto 
Р = (х, y) en el sistema original e intentemos encontrar sus coordenadas (x”, у) 


P=(x, y) ; Ё Ё А ‚ Ё 
Ы en el sistema girado. En ambos sistemas, la distancia г de P al origen es la 
т misma, luego las ecuaciones рага х, y, х, е у' son las expuestas en la Figu- 
pon ra A.41. Usando las fórmulas para la suma y diferencia de ángulos, se obtiene 
| ЕЯ х = г cos (ж — 0) = r(cos a cos Ө + sen a sen 0) 
poza 63 
| = r cos ж сов 0 + r sen a sen 0 = x cos 0 + y sen 0 
| y = r sen (x ~ 0) = r(sen х cos 0 — cos a sen 0) 
Original: х = r cosa ў 
у= кыпча 
i = r sen ж cos 0 — r cos a sen 0 = y cos 0 — x sen 0 
Й а" ы: 
y А Despejando x e y vemos que 


x=xcos0-ysen0 e y=%XY sen 0 + y cos 0 


| Finalmente, sustituyendo estas expresiones de x e y en la ecuación original 
А obtenemos 


A'=Acos? 0 + В cos 0 sen Ө + C sen? 0 


ы 
С' = А веп20 — В cos 0 sen 0 + С cos? 0 
Girado: х' =r costa 8) D' = Р cos 0 +E sen 0 
y = г senta – 0) 
FIGURA АЛ Е' =-Dsen0+EÉ соз 0 


El 
li 


F 


FIGURA A.42 
Vértices: 


2,0), ES, 0) en el sistema ху 


(1,1), 7, -1) en el sistema xy. 
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Ahora, con el fin de eliminar el término x'y' hemos de elegir 0 de manera tal 
que В' = 0, es decir 
В' = X(C ~ A) sen 0 cos 0 + В(соѕ2 0 ~ sen? 0) 
= (C — A) sen 20 + В cos 20 
C-A 


= B(sen 20) + ctg 20) =0, sen20 40 


51 В = 0, no es preciso hacer una rotación, ya que el término xy no aparece en la 
ecuación original. 51 В # 0, la única forma de lograr que В' = 0 es hacer 


A-C 
ЕЕ сс ‚ В+ 0 


Así pues, los resultados del enunciado han quedado demostrados. 


EJEMPLO 1 Rotación de una hipérbola 


Escribir la ecuación ху — 1 = 0 en forma canónica. 
Solución: Como A = 0, B = 1, у C = 0, se tiene para 0 < 0 < л/2 


A-C л T 


ctg 20 = 


La ecuación en el sistema x'y' se obtiene haciendo las siguientes sustituciones 


л T 9 2 no y 
OS у sen -x(x OS a 


4 2 2 


9-68 


2 2 


СА T F T # 
y = х sen —— у соз—=х 
4 4 


Sustituyendo estas expresiones en la ecuación xy — 1 = 0 resulta 


X= уух + y 
- 1=0 

л 
ay -or 

2 
0 (у)? 


= = | Forma canónica 


(IDE CID 


Esta es la ecuación de una hipérbola centrada en el origen y con vértices en 


1=0 


(= /2, 0) en el sistema х'у', como muestra la Figura A.42. 
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FIGURA 4.43 
Vértices: 


en el sistema xy. 
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EJEMPLO 2 Rotación de una elipse 


Dibujar un esbozo de la gráfica de 7x? — 6,/3x1y + 13y? — 16 = 0 


Solución: Como А = 7, B =-6,/3, у С = 13, vemos que (para 0 < 0 < п/2) 

A-C 27-13. 1 
В -6,/3 WE 

Por tanto, la ecuación en el sistema х'у' se deduce haciendo las sustituciones 


OS 


2 2 2 


6 Tot, л ,f1 7 43 x + 3y 
= == + = + ==. 
у= зей уо е (3) y ) > 


2 


ctg 20 = 


п 
6 


£. л t T } 
x=x созу шл: 


Sustituyendo estas expresiones en la ecuación original, y no sin una dosis con- 
siderable de álgebra, se llega a 


&(х/)? + 16(у)? = 6 
о), (у)? _ 
D (7 


Ésta es la ecuación de una elipse centrada en el origen con vértices en (+2, 0) y 
(0, +1) en el sistema x'y', como se ve en la Figura A.43, 


Forma canónica 


Los Ejemplos 1 y 2 han sido buscados a propósito para que el ángulo de 
rotación fuera uno de los ángulos comunes: 30°, 45”, etc. Claro está que mu- 
chas ecuaciones de segundo grado no llevan a esos ángulos cuando se resuelve 
la ecuación 


А- С 
tg 20 = —_— 
ctg B 


El Ejemplo 3 ilustra esta situación más general. 


EJEMPLO 3 Rotación de una parábola 


Esbozar la gráfica de х? — 4xy + 4y? + 55y +1=0 


Solución: Como A = 1, B = —4 y C = 4, tenemos 


- С 1-4 3 


А 
ctg 20 = ш р 


La identidad trigonométrica ctg 20 = (ctg? 0 — 1)/Q ctg 0) permite escribir 


3 ctg? 0-1 
o ш с=з 
4 2 ctg 0 
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de donde se deduce la ecuación 


6 ctg 0 = 4 ctg? 0-4 4 ctg? 0 -6ctg0-4=0 
(2 ctg 0-42 cg 0+ 1) =0 


Considerando 0 < 0 < л/2, se sigue de ahí que 2 ctg 0 = 4, así que 
ctg 0 =2 Ө = 26,6” 


En el triángulo de la Figura A.44 vemos que sen 0 = 1/,/5 y cos 0 = 2/,,/5. Рог 
consiguiente, 


FIGURA A.44 


x= x cos O — ТЕЕ A 1 )-2 - y 
g у s y =: A 


1 2 + 2y 
y =x sen 0 y cos 0= Jo )=* 4 


V5 NWS V5 


Al sustituir estas expresiones en la ecuación original se obtiene 
(2 - y qe - E + >) А 
В BENZ 
+ 2 +2 
(E) А52), +1=0 


que se simplifica a 


\ 
| 


м К, 5(у)2 + 5x + 10у +1=0 
229 = 266° 


фе д 


Completando el cuadrado se Пера а la forma canónica 


S(y + 1)2 = -5x +4 


1 4 
(у + 1)? = 4- Э l $) Forma canónica 


La gráfica de esta ecuación es una parábola con su vértice en ($, —1) y con su 
eje paralelo al eje x’ del sistema х'у', como muestra la Figura A.45. 


FIGURA 4.45 
T ; | user 7 invariantes bajo rotación 
értice: g -1 fen el sistema гу, 

3 6 En el Teorema A.1, el término constante F’ = F es el mismo en ambas ecuacio- 
5. Е en el sistema лу. nes. Por esa razón, se dice que F es invariante bajo rotación. El Teorema А.2 
presenta algunos invariantes bajo rotación. Su demostración se deja como ejer- 
cicio (véase Ejercicio 34). 
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TEOREMA А2 —  INVARIANTES BAJO ROTACIÓN: 
La rotación de ángulo 0 de los ejes coordenados que transforma la ecuación 
Ах? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + Е = 0 еп la forma 
CO AWP к Суу + рх + Еу + Ё'=0_ 
-> tiene los siguientes invariantes: 
2 AFC = A + С' о 
3. B?-4AC=(BY -4AC' 
Gracias a este teorema se pueden clasificar las gráficas de las ecuaciones de 
segundo grado con un término xy de modo análogo a cómo se hacía para las 
ecuaciones de segundo grado sin ese tipo de término. Nótese que, al ser B’ = 0, 
el invariante B? — 4AC se reduce a 
B? — ДАС =-АА'С' Discriminante 
que se llama el discriminante de la ecuación 
Ax? + Bxy + Су? + Dx+ Ey+F=0 
Como el signo de A'C” determina el tipo de gráfica de la ecuación 
AY + COY + рх + Еу + Е = 0 
el signo de В? – 4AC determina el tipo de gráfica de la ecuación original. Este 
resultado queda plasmado en el Teorema A.3. 


_ TEOREMA АЗ 


como sigue: 


Rotaciones y la ecuación general de segundo grado 


EJEMPLO 4 Uso del discriminante 
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Clasificar la gráfica de cada una de estas ecuaciones. 


a) 4xy-9=0 


с) х2 – бху + 9у2 - 2у+1= 0 


Solución: 


b) 2x? – Зху + 2y? -2x=0 
а) Зх? + 8ху + 4y? -7=0 


а) La gráfica es una hipérbola, porque В? — 4AC=16-0>0 


b) La gráfica es un círculo o una elipse, ya que B? – 44С = 9 – 16 < 0 


c) La gráfica es una parábola, porque В? – 4AC=36-36=0 


d) La gráfica es una hipérbola, porque B? -4AC=64-48>0 


Ejercicios del Apéndice E 


En los Ejercicios 1-12, girar los ejes con el fin de eliminar el 
término xy. Escribir las ecuaciones resultantes y dibujar un 
esbozo de su gráfica que muestre los dos conjuntos de ejes. 


10. 
11. 
12. 


1 
2 
3 
4 
5. 
6 
7 
8 
9 


xy+l=0 

ху-4=0 

x- 10ху+у?+1=0 

xy +x-2y43=0 

xy — 2y ~ 4x= 0 

13x? +6,/3xy + 7y? - 16=0 

51? ~ 2xy + 5y? – 12 = 0 

25? – 3xy — 2у + 10= 0 

3х2 -2 Зху + у? + 25+ 2,/3у = 0 
16x? ~ 24ху + 9y? — 60x — 80у + 100 = 0 
9х? + 24ху + 16y? + 90x — 130y = 0 
9x? + 24xy + 16y? + 80x — 60у = 0 


En los Ejercicios 13-18, representar la cónica en la calcula- 
dora y determinar el ángulo 0 de rotación de sus ejes. Expli- 
car cómo se ha usado la calculadora para obtener la gráfica. 


13. 
14. 
15. 
16. 
17. 


18. 


x + ху+ уг = 10 

xX — 4ху + 2у2 = 6 

17x? + 32xy — 7у? = 75 
40x? + Збху + 25у? = 52 
321? + 50ху + 7y? = 52 


4x? — 12xy + 9y? + (4, /13 + 12) — (6/13 + 8)у = 91 


Еп los Ejercicios 19-26, determinar, usando el discriminante, 
si la gráfica de la ecuación es una parábola, una elipse o una 


hipérbola. 

19. 16x? – 24xy + 9y? ~ 30x – 40y = 0 
20. х2 – 4ху 2y?-6=0 

21. 13x? – 8ху + 7у2 – 45 = 0 

22. 2х? + 4ху + 5y? + 3x – 4y – 20 = 0 
23. х2 – бху – 5у2 + 4х – 22 = 0) 

24. Збх? — 60xy + 25у? + 9y=0 

25. х? + 4ху + 4у2 – 5х -у-3= 0 
26. х? + ху + 4у +х+у-4= 0 


En los Ejercicios 27-32, dibujar (si resulta posible) la gráfica 
de la cónica degenerada. 


27. 
28. 
29. 
30. 
31. 
32. 
33, 


34, 


у2 = 42 = 0 

x? + у* – 2х + бу + 10= 0 
x? +2xy +y? -1=0 

x? – 10ху + y?=0 

(х – 2y + (х + 2y -3)= 0 
(2х + у – 3)2 = 0 


Probar que la ecuación х? + y? = г? es invariante bajo 
rotación. 


Demostrar el Teorema A.2. 


CONTENIDO = 

Operaciones con números complejos = 
Soluciones complejas de ecuaciones cuadráticas = 
Forma polar de un número complejo = 

Potencias y raíces de números complejos = 


Números complejos 


Operaciones con números complejos 
Algunas ecuaciones no tienen soluciones reales. Tal ocurre, por ejemplo, con 
la ecuación cuadrática 


х2 +1=0 Ecuación sin soluciones reales 


no admite soluciones reales, ya que ningún número real elevado al cuadrado 
puede dar como resultado —1. Para soslayar esta carencia, los matemáticos han 
creado un sistema ampliado de números que utiliza la unidad imaginaria į, 
definida como 


i=,./-l Unidad imaginaria 


donde і? = —1. Sumando números reales a múltiplos reales de esta unidad ima- 
ginaria se obtiene el conjunto de los llamados números complejos. Cada nú- 
mero complejo puede expresarse en la forma canónica a + bi. 


Para sumar o restar dos números complejos se suman o restan sus partes 
reales y sus partes imaginarias por separado. 
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Nota. En el Ejemplo 1р vemos 
que la suma de dos números com- 
plejos puede ser un número real. 


Números complejos 


SUMA Y RESTA DE NÚMEROS COMPLEJOS 


Sia + bi y c + di son dos números complejos escritos en forma canónica, su 
suma y su diferencia se definen como sigue. 


Suma; (a + bi) + (c+ di) = (а + су +1(b+ ау 


Diferencia: (а + bi) — (c+ di) = (a с) + (b ~ а)і 


La identidad aditiva para el sistema de los números complejos es el cero (la 
misma que para el sistema de los números reales). Además, el inverso aditivo 
del número complejo а + bi es 

(a + bi) = -a — bi Inverso aditivo 


En efecto, 


(a + Ы) + (-а = 0) = 0+ 07 = 0 


EJEMPLO 1 Suma y diferencia de números complejos 


а) 6-D+0+3)= 3-1+2 +31 Remover paréntesis 
=34+2-1+03i Agrupar términos análogos 


= (3 + 2) + El +3) 


=5 + 21 Forma canónica 
b) 21+ (4-21) = 21-4 —21 Remover paréntesis 
= 44 2i- 21 Agrupar términos análogos 
= -4 Forma canónica 


с) 3- (2 + 30) +(-5+i)=3+2-3i-5+i 
=3+2-5-3i+i 


= (0 - 21 


= 21 


Muchas de las propiedades de los números reales siguen siendo válidas para los 
números complejos, en particular 


Las propiedades asociativas de la suma y del producto 
Las propiedades conmutativas de la suma y del producto 


La propiedad distributiva de la suma frente al producto 


ADVERTENCIA En lugar de 
intentar memorizar la regla de la 
multiplicación, es suficiente 
recordar cómo se usa la propiedad 
distributiva al efectuar el producto 
de dos números complejos. El 
procedimiento es semejante al que 
se usa para multiplicar dos 
polinomios y agrupar sus términos 
análogos. 
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A continuación se ilustra cómo utilizarlas en el producto de dos números com- 
plejos. 


(a + bie + di) = alce + di) + bile + di) Distributiva 
= ac + (аа) + (бе) + (Ьа? 

= ас + (ad)i + (boji + (bdX=1) 
= ac — bd + (ad)i + (boi 


(ас — bd) + (ad + boji 


Distributiva 


Definición de i 


Conmutativa 


Asociativa 


EJEMPLO 2 Multiplicación de números complejos 


а) G+2)G-21)=9-6i + 6i — 41? 


Producto de binomios 


= 9 ~ 4(-1) ? = –] 
=9 +4 Simplificar 
= 13 Forma canónica 


b) (B3+20?=9+ 6i + 6í + 4/2 Producto de binomios 
=9 + 4-1) + 12i {б=-1 
=9-4+ 121 
=5+ 12i 


Simplificar 


Forma canónica LJ 


Como puede apreciarse en el Ejemplo 2a, el producto de dos números comple- 
jos puede ser un número real. Sucede así siempre que se multiplican pares de 
números complejos de la forma a + bi y a — bi, llamados complejos conjugados. 
(a + Ба — Ы) = a? — abi + abi – b?i? 
= a? — 2-1) 


a? + b? 


Para hallar el cociente de a + bi y с + di, donde c y d no son ambos nulos a la 
vez, multiplicamos numerador y denominador por el complejo conjugado del 
denominador: 


а+ ы а+ [с-а (ас + bd) + (bc — ад)і 
ска сж dide= di) с? + а? 


EJEMPLO 3 División de números complejos 


Multiplicar por el conjugado 


4-92 4—921\4 40 
_8& +4i+ 121 + 6 
Е 16 – 47? 


аа 


Desarrollar 
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ADVERTENCIA La definición 
de la raíz cuadrada principal usa la 
propiedad 


м/а s'ab 


para a > 0 y b <0. Esta regla no es 
válida si a y b son ambos negativos. 
Por ejemplo, 


J555 = 5i 5i 
= J25? 
= 5? = —5 
mientras que 
YO) = {/25 = 5 


Para evitar problemas соп la 
multiplicación de raíces cuadradas 
de números negativos, transforme 
siempre los números complejos a 
forma canónica antes de efectuar su 
producto. 


Números complejos 


8-6 + 16 
= ————-———— Ё = -1 
16 + 4 
ее. (2 + 160 Simplific 
=з i implificar 
1 ' 
= — +i Forma canónica L] 
10 5 


Soluciones complejas de ecuaciones cuadráticas 


Cuando se utiliza la fórmula cuadrática para resolver una ecuación de segundo 
grado, se encuentra con frecuencia un resultado como y del que se sabe que 


no es un número real. Sacando un factor і = „/—1 podemos escribir ese número 
en forma canónica 


Y3= 4/30 = 43/71 = 4/31 


El número . /3í se Пата la raíz cuadrada principal de —3. 


EJEMPLO 4 Expresión de números complejos en forma canónica 


а) /3/-12=/3i,/12i= 4/36 = 6-1) = -6 
b SB – 4/27 = SBi- 4/27 = 4/31 - 34/31 = 4/31 
с) (1+ 4/3) = (-1 + 4/30 

= (21) - 2 4/31 + (49%) 

=1 -23i +3(-1) 


=-2- 23i 


EJEMPLO 5 Soluciones complejas de una ecuación cuadrática 


Resolver 3x? 2x+5=0 


Eje 
imaginario 
Hol 3,2) 
Ly o О 
| Я ) 3+2] 
е 
джар? 
1 
данаа ПЕЕ: ЕНА ИРЕ УНИИ НСИ Eje 
2 i I 2 3 real 
. -1 + 
(2-1) | 
° 24 
-2-i | 
FIGURA A.46 


| Nota. Si el número complejo 
a + bi es un número real (es decir, 
si b = 0), esta definición coincide 
con la del valor absoluto de un nú- 
mero real. 


y 2 E OY 465) 
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Solución: 


Fórmula cuadrática 


23) 


== Simplificar 


| 

N 

+ 

N 
E 


= кока сус Escribir en términos de ¡ 
т Ла, 
= 3 + 3 i Forma canónica 


Forma polar de un número complejo 


Así como los números reales se pueden representar como puntos en la recta 
real, un número complejo 


z=a+ bi 


se puede representar como el punto (a, b) de un plano coordenado (el plano 
complejo). Su eje horizontal se llama eje real y su eje vertical se llama eje 
imaginario, como muestra la Figura A.46. 

El valor absoluto del número complejo a + bi se define como la distancia 
del punto (a, b) al origen. 


a + bi viene dado por 


Para manejar eficazmente productos y cocientes de números complejos es 
conveniente expresar los números complejos en forma polar. En la Figu- 
ra A.47, consideremos el número complejo a + bi. Denotando por 0 el ángulo, 
medido en sentido contrario al de giro de las agujas de un reloj, entre el eje x 
positivo y el segmento recto que une el punto (a, b) y el origen, podemos 
escribir 


a=rcosU y Ь = ғ ѕеп 0 


donde r=,/a? + b?. En consecuencia, 


a + bi = (r cos 0) + (r sen б) 


de donde se obtiene la llamada forma polar de un número complejo. 
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Eje 
imaginario 


Números complejos 


cos Ø + i sen бу 
y tg 0 = b/a. Se dice que el 


Ja? + р? 
un argumento де 2. 


donde a = r cos б, Р = r sen 0,r= 
número r es el módulo de z, y 0 es 


plejo se llama asimismo forma trigonométri- 
bles para 0, la forma polar de un número 
inge 0 al intervalo 0 < 0 < 2л, si bien en 


Eje 
” real 
| Nota. La forma polar de un número com 
FIGURA A47 ca. Puesto que hay infinitas elecciones posi 
complejo no es única. Normalmente, se restr 
ocasiones es conveniente usar 0<0. 
EJEMPLO 6 Expresión de un número complejo en forma polar 
Expresar en forma polar el número complejo z = -2 -2 3i 
Solución: El valor absoluto de z es 
ео 2 = 0/20)? + 24/3)? = 116 =4 
y el ángulo 0 viene dado por 
Eje b 2. /3 
imaginario tg 0=-= 243 = КЕ 
5 а 2 
СЕРЕТ к! > е 
2 4 БА Eee Como tg (7/3) = КА yz=-2 -23i está en el tercer cuadrante, elegimos para 
E. 0 el valor 0 = т + 1/3 = 47/3. Así pues, la forma polar de z es 
2 П 
sk 24 . Am. Ar 
/ | fz[=4 z = r(cos Ө + i sen 0) = 4 cos 7 + 1 Sen o 
ed 3 | 7 
« | ; 
220-203 | (Véase Figura A.48.) 
4 i 
FIGURA A48 La forma polar se adapta muy bien al producto y al cociente de números 
| complejos. Consideremos dos números complejos. 
ду = ricos 0, + i sen 0) y z, = rafcos 0, + i sen 03) 


El producto de 2; y 22 €5 
= r,r,(cos 0, + i sen 0,)(соѕ 0, + i sen 02) 
„) + ¡(sen 0; COS 0, + cos 0, sen 0)] 


= r,r,[(cos 0, cos 0, — sen 9, sen 0 
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Usando las fórmulas de suma y diferencia para el seno y el coseno, se 
puede reescribir esa ecuación como 


2122 = Firzlcos (0, + 0,) + i sen (0, + 0,)] 


Esto completa la primera parte de la regla siguiente. Intente demostrar la 
segunda por sus propios medios. 


PRODUCTO Y COCIENTE DE DOS NÚMEROS COMPLEJOS 


complejos z; =r,(cos 0, +isen0,) yz, =r,(cos 0, +i 
ошр:5Ј08 Z = т] 12У 42 = 7 2 


е E _ ala = Лү ra[cos (0; + Ө.) +7 ^еп (бү + 90 Producto 


a 


: [сов (0, — 83) + i sen (0, — 03] беше 


Estas fórmulas dicen que para multiplicar dos números complejos basta 
multiplicar sus módulos y sumar sus argumentos, mientras que para dividir 
números complejos basta dividir los módulos y restar los argumentos. 


EJEMPLO 7_ Producto de números complejos en forma polar 


Calcular el producto de los números complejos 


2л. 2л lr liz 
© = 2| cos — + i sen — Z2 = 8| cos — + i sen —— 
3 3 6 6 


Solución: 
2л. 2л liz Пл 
2123 = 2 cos —— + i sen —— |+ 8l cos — + i sen — 
3 3 6 6 
2л 1л f 2л lliz 
= 16] cos { — + — | + i sen | —+ —— 
3 6 3 6 
БС 5л СЕ 5л 
= cos z +isen 2 
=16 cos 2 + ¡sen 2 
2 2 
= 1610 + (1)] = 167 
Comprobar este resultado transformando primero a forma canónica гү = —1 + 


+ КА У 25 = 4/3 - 4i y multiplicando a continuación algebraicamente. 
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EJEMPLO 8 División de números complejos en forma polar 


Hallar el cociente z,/z, de los números complejos 
zı = 24(cos 300° + i sen 300°) 2) = 8(со$ 75° + i sen 75°) 


Solución: 


г _ 24(cos 300° + i sen 300°) 
z3 8(соѕ 75° + i sen 75°) 


24 
= тр (300° — 75°) + i sen (300° — 75°)] 


= 3[соѕ 225° + і sen 225°] 


КЕ 


Potencias y raíces de números complejos 


Para elevar un número complejo a una potencia, basta efectuar productos suce- 
sivos. 


z = r(cos Ө + i sen 0) 
z? = ү2(соѕ 20 + i sen 20) 


3 = (cos 30 + isen 30) 


Esta secuencia sigue una pauta que desemboca en el importante teorema si- 
guiente, que lleva el nombre del matemático francés Abraham DeMoivre 
(1667-1754). 


un entero positivo, ` 


EJEMPLO 9 Potencias de un número complejo 


Calcular por el teorema de DeMoivre (—1 + О 


Solución: En primer lugar, pasamos а forma polar. 


2 2. 
-| + і = acos E + i sen з 


| Nota. Nótese que en el Ejemplo 9 
la respuesta es un número real. 


ADVERTENCIA Las raíces 
п-ёѕппаѕ de un número complejo 
sirven para resolver algunas 
ecuaciones polinómicas. Por 
ejemplo, se puede utilizar la 
fórmula de DeMoivre para resolver 
la ecuación polinómica 


xt + 16=0 


escribiendo —16 como 16(соѕ л + i 
sen 7). 


| Nota. Cuando k es mayor que 


п — 1, las raíces se repiten. Así, si 
k = п, el ángulo 
Ө + 2лп 0 
=—— = - + 28 
п п 


es coterminal соп б/п, que es el ob- 
tenido cuando k = 0. 
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Ahora, la fórmula de DeMoivre asegura que 


2 2 y? 
CI+ 392 = ЕС = + і зеп 2) 
2 2 
= 2 око = + i sen(12) z 


= 4.096 (cos 8л + i sen 8л) 
= 4.096 L] 


Recordemos que, según el teorema fundamental del Álgebra, una ecuación 
polinómica de grado n tiene n soluciones en el sistema de los números comple- 
jos. Cada solución es una raíz n-ésima de la ecuación. Las raíces n-ésimas de 
un número complejo se definen como sigue. 


Vamos a buscar la forma de las raíces n-ésimas u de un número complejo 
dado z. Para ello, denotamos 


u = sícos f + i sen $) y z = r(cos 0 + i sen 0) 
Por la fórmula de DeMoivre, el que sea и” = z se traduce en que 


s,(cos nf + i sen nf) = r(cos Ө + i sen 0) 


Tomando el valor absoluto de cada miembro de esta igualdad y dividiendo por 
r obtenemos 


cos nf + i sen nf = cos 0 + i sen Ө 
Así pues, se sigue que 
cos nf = cos 0 y sen nf = sen 0 
Como seno y coseno tiene período 2л, estas dos ecuaciones tienen soluciones 
si y sólo si los ángulos difieren en un múltiplo de 2л. Por consiguiente, debe 


existir un entero k tal que 


np = 0 + 27k 
_0 + 2л 


п 


В 
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Sustituyendo este valor de [ en la forma polar de и llegamos al siguiente resul- 
tado. 


Eje 


0а. а TEOREMA AS. г RAÍCES A-ÉSIMAS DE UN NÚMERO COMPLEJO 


Si тез un entero positivo, el número complejo z = r(cos 0 + i sen 0) tiene 
exactamente п raíces n- -ésimas distintas, dadas por 


k 0 + 2xk 
Eje Y eo ы 1% + і sen ог ) 
н п 


real п 


donde k= 0; 1,2, +", п. 1 


Esta fórmula admite una interesante interpretación geométrica, que se indi- 
ca en la Figura A.49. Nótese que todas las raíces n-ésimas de z tienen el mismo 
módulo tr, de manera que todas ellas están situadas en el círculo de radio </ т 
centrado en el origen. Más aún, puesto que los argumentos de dos raíces сой 
cutivas difieren siempre en 27/n, las п raíces están uniformemente espaciadas 
sobre ese círculo. 


FIGURA A.49 


EJEMPLO 10 Cálculo de las raíces n-ésimas de un número complejo 


Hallar las tres raíces cúbicas de z = —2 + 21. 
Solución: Como z está en el segundo cuadrante, su forma polar es 
= -2 + 2i = „/8 (cos 135" + i sen 135°) 


Por la fórmula general de las raíces n-ésimas, las raíces cúbicas de z tienen la 
forma 


+ isen a 


135° 360°k 135" + 360 
°/8 cos ES ] 
3 3 


Por tanto, haciendo k = 0, 1 y 2 obtenemos las tres raíces 


JAcos 45° + i sen 45°)=1+{ 


? 


1/2(сов 165° + i sen 165°) = -1,3660 + 0,3660; 


г 


1/2(сов 285° + i sen 285°) = 0,3660 — 1,3660; 
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Ejercicios del Apéndice F 


En los Ejercicios 1-24, efectuar la operación y expresar el 6 10 
resultado en forma canónica. 33. я 34. Б 
[А 
4 3 
1. (5+0 + (6 – 20) 35. - 36. 
4 — Si l= 
i 3- 2i - ] 
2. (1 i) + (—5 + 6i) К 2+{ 38 8 - Ti 
3. (8-0-(4-1) "ai T 1-2: 
4. (3+2i)-— (6+ 13i) 6- 7i 8 + 20i 
2, 39, : 40. > 
5. (-2 + 4/-8) + (5 – 4/50) i i 
— A ji 1 42 (2 – 30651 
6. (8+ ,/—18)— (4+ 3,/20) ` (4— 5р2 . 243; 
7. 13i- (14 – 70) 2 3 2; 5 
А 43. -— 44. + 
8. 22+ (5+81) + 10i + l-i 2+: 2-{[ 
) 3 5\ 5 ou, ii i 2i E 
E + +|-+ A + E - 
LDF ОЗ IE 3+8 i тея 
10. (1,6 + 3,20) + (-5,8 + 4,31) En los Ejercicios 47-54, resolver la ecuación usando la fór- 
и 5 | J2 12 S5 . Кат mula cuadrática. 
13. (4/10) 14. у 75)? 47. x2-2x+2=0 
15. (1+0(3 - 20) 16. (6 2002 – 30) 48. х7 +6х+10=0 
17. 605-20 18. —Si(9 + 41) 49. 4x? + 16х+17=0 
/ Я 2 _ 37 = 
19. (4/14 + 1006/14 – 101) A O 


51. 4х2 +16x+15=0 


20. 64290 = /-10) 


21. (4+5 


52. 91*-6x-35=0 


53. 162 -41+3=0 
22. (2-31)? 

54. 552 + 65+ 3 = 0 
23. (2 +30)? + (Q - 31? 


En los Ejercicios 55-62, simplificar el número complejo y 


24. (1-20)? – 20)? кыд ; 
( 20 шш; escribirlo en forma canónica. 


En los Ejercicios 25-32, escribir el conjugado del número 


complejo dado y efectuar el producto de ambos. о он 
56. 412 – 215 

25. 5 +3 _ 26. 9- 121 57. 55 

27. -2- 4/51 28. -4+ 4/21 58. (-i? 

29. 20i 30. 4/15 59. (4/75) 


зі. |8 32. 1+ 4/8 60. (DJS 


En los Ejercicios 33-46, efectuar la operación indicada y ex- 61 l 
presar el resultado en forma canónica. 


w 
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| 
(21)? 


En los Ejercicios 63-68, representar el número complejo en 
el plano complejo y calcular su valor absoluto. 


63. -5i 64. -5 
65. -4 +41 66. 5 – 12i 
67. 6- 7i 68. -8 +3/ 


En los Ejercicios 69-76, representar el número complejo en 
el plano complejo y expresarlo en forma polar. 


69. 3-3 70. 2+2i 


71. +i 72. -1+,/31 

La 5 per > 
73. 20 + 4/30) 74. 56/30 
75. 6i 76. 4 


En los Ejercicios 77-82, representar el número complejo en 
el plano complejo y expresarlo en forma canónica. 


77. 2(cos 150° + į sen 150") 


78. 5(соѕ 135” + ¿sen 135°) 


3 
79. 5 (cos 300" + i sen 3005) 


4 


3л 3л 
81. 2,751 cos — + i sen 
4 4 


л п 
82. 8| cos — + ¿sen == 
12 12 


En los Ejercicios 83-86, efectuar la operación y expresar el 
resultado en forma polar. 


п л л л 

83. 3| cos + ¿sen 4| cos — + į sen — 
L 3 3 6 6 

3 ло T mo. T 

84. |-{ cos- +i ѕеп – 6| cos — + i sen — 
|2 2 2, 4 4 


5 3 
85. ч 140" + ¿sen 140 JE (cos 60° + į sen 60' 1 


80. (cos 315° + į sen 315”) 


86. сок (5л/3) + i sen (57/3) 


cos m + ¿sena 


En los Ejercicios 87-94, usar la fórmula de DeMoivre para 
calcular la potencia indicada. Expresar el resultado en forma 
canónica. 


87. (1+ 0° 

88. (2 + 20)° 
89. (-1+ 010 
90. -D 
91. 204/3 +07 
92. 41-30 


5л 5л\!° 
93. | cos — + i sen — 
4 4 


л л\]° 
94, | 2| cos – + і ѕеп = 
2 2 


Еп los Ejercicios 95-100, a) usar el Teorema A.5 para calcu- 
lar las raíces que se especifican, b) representarlas en el plano 
complejo, y c) expresar cada una de las raíces en forma canó- 
nica. 


95. Raíces cuadradas de 5(соѕ 120° + i sen 120°) 


96. Raíces cuadradas de 16(соѕ 60° + į sen 60°) 


4л 4л 
97. Raíces cuartas de С З + ¡sen =) 
E y 5л . 5л 
98. Raíces quintas de 324 cos РЯ + ¿sen en 
125 
99. Raíces cúbicas de -—(1 + МЕ; 


100. Raíces cúbicas de -4,/2(1 — i) 


En los Ejercicios 101-108, usar el Teorema A.5 para hallar 
todas las soluciones de la ecuación y representarlas gráfica- 
mente. 


101. x*-¡=0 102. х +1=0 
103. х? + 243 = 0 104. х*- 81 = 0 
105. х? + 641 = 0 106. х° – 641 = 0 


107. x- (1-0 = 0 108. ++ (1+0=0 


Soluciones 
de los ejercicios impares 


CAPÍTULO P 27. у=(х+2)? 29. у=! 


Sección P.1 (página 12) 

НА 
l. b 2. d 3. a 4. с 

5. (0, -2), (2, 0), (1, 0) 

7. (0,0), (3, 0), (3, 0) 9. (0,0) 

11. Simetría respecto del eje у. 


13. Simetría respecto del eje x. 


31. 
15. Simetría respecto del origen. 
17. Simetría respecto del origen. 
19. y=-3x+2 21. y=3x-4 
Simetría: ninguna Simetría: ninguna 
4 (8, 0) 
+ tr 45 35. 
2124 
—2 > 
(0. 4) 
st 
Tis 3) 
10+} 
23. y=1-x 25. у=х?+2 
Simetría: eje y Simetría: ninguna 
; 
: | 39. 
45. 
49. 
51. 


е ы 
x 


Simetría: ninguna 


Simetría: origen 


33. y=2x+x+1 


Simetría: ninguna 


y= -1 37. 
~ x+ 
Simetría: eje y 


(0, 4) 


2,0) (2, 0) 


2 


у = (х + 2)(х — 4)(х- 6) 41. y=x 43. (1,1) 


(5, 2) 47. (-1, –2), (2, 1) 
El, —1), (0, 0), (1, 1) 
El, —5), (0, –1), (2, 1) 53. х = 3.133 unidades 
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17. b) Decrece más rápidamente 


en 1989-1990 


Crece más rápidamente 
en 1988-1989 


55. а) y= 0,0127 + 4,41811 + 36,2896 
19. Puede usarse cualquier раг de puntos, ya que el ritmo 


by 2 c) 180,3 de cambio permanece constante. 
21. m= —, (0, 4) 23. m no está definido, no 
hay y-intersección. 
ol р 25. 27. 3x+y=0 
57. 400 
0 100 


0 


Aproximadamente 1/4 


29. +2 = 0 31. 
59. Falso: (1, —2) no es un punto de la gráfica de x = 2 y?. á М 
4 
60. Verdadero 61. Verdadero 62. Verdadero КЕ 
ЕЕ TE И 
63. (1- К2)х2 + (1 – К2)у2 + 4К?х – АК? = 0 ке, 
(1,2) 6-2 
-3+ 
Sección P.2 (página 21) AF 
35. 
1. m=1 3. m=0 
7. y т по está 9. 


definido 


37. x-3=0 39. 3х+2у-6=0 41. x+y-3=0 


| de 43. a) 2x-y-3=0 b) x+2y-4=0 
1. т= 13. (0, 1), (1, 1), 8,1) 45. а) 40х + 24у – 53 = 0 b) 24х ~ 40у+9= 0 
47. а) х-2=0 b) y-5=0 
49. 


2 El 1 2 


15. (0, 10), (2, 4), (3, 1) 


53. 


55, 


57. 
61. 


65. 


69. 


71. 


73. 


75. 


Soluciones de los ejercicios impares 


La segunda proporciona una gráfica más completa. 
V= 1251 + 1.540 59. V = 36.400 — 2.000, 


у= 2х 63. No colineales, porque 


ту + m, 


12.72 b? 2 
Q a? +b? +c ) 
2c 


5F -9C – 160 = 0 
72 °F = 22,2 °С 


а) №, = 12,50 + 0,75х 
W, = 9,20 + 1,30х 


b) 


c) Elegir la posición 1 cuando se producen menos de 
6 unidades y la posición 2 en caso contrario. 


а) х(ру=———- 
Ьу 6 


x(655) = 45 
с) х(595) = 49 


87. Verdadero 88. Falso: Si т, es positiva, entonces 
m, = ——— es negativa 
тү 

Sección P.3 (página 33) 

A A AAA —=+ 
l. a) -3 b) -9 c) 2b-3 d) 2x-5 
3. а) -l b) 2 c) 6 d)=2 +4 
5 а 1 ьо су 4 
7. Зх? + ЗхАх + (Ах)?, Ax 40 
9 = 22 

3 Ж 
yx=1(l+./x+1) 

П. fo=4-x 13. fo)=./x-1 
Dominio: (оо, оо) Dominio: [1, оо) 
Recorrido: (—о0, 00) Recorrido: [0, со) 

Ж 
4 
2 
З вн 
12 3 

15. fœ) = ,/9 – х2 17. g() = 2 sen nt 
Dominio: [-3, 3] Dominio: (— оо, со) 
Recorrido: [0, 3] Recorrido: (-2, 2) 

19. упо es una función de x. 

—2x+2 x<0 
21. РО) = 2, 0 < х < 2 
2х-2, хь 2 

23. упо еѕ una función de х 
25. у по es una función de х. 

27. No 29. ў, с= -2 30. і; с=1 
31. іу, с = 32 32. іў, с= 3 


801 


802 


33. 


37. 


39. 


41. 


45. 


47. 


51. 


Soluciones de los ejercicios impares 


a) А cada instante / 35. 
le corresponde una 
profundidad d. 

b) Dominio: [0, 5]; 

Recorrido: [0, 30] 

c) У 


Xmín = -25 
Xmáx = 25 
Xscl = 5 


Y mín = -2.000 
Y máx = 2.000 
Yscl = 200 


12345 6 


а) Traslación vertical b) Reflexión (en el eje x) 


с) 


а) T(4) = 16, T(15) = 23 

b) El cambio de temperaturas ocurriría una hora des- 
pués. 

c) Las temperaturas son inferiores en 1°. 


Feo) = х 43. (Р °8)() = 


х +1 


Dominio: [0, ос) Dominio: (о0о, 00) 


П 
(8° РО) = 5+1 


х? 


(в > Рб) = хі 


Dominio: (ос, 00) Dominio: (—с©, 0), (0, оо) 
(A ог) (0) = 0,3611? 
A о r representa el área del círculo en el instante £. 


Par 49. Impar 


а 8,4 b 6-4 


57. а) о) = х4 - х?) b) fa) = х(4 – х?) 
5 4 


1 
59. а) b) А=х(50-х) 
50-x 
c) а) 25 х 25 metros 
Dominio: (0, 50) 
61. a) 
Longitud 
Altura x y anchura Volumen V 
1 24 - 21) 1[24 – 2193? = 484 
2 24 — 2(2) 2[24 - 2(2)]? = 800 
3 24 — 2(3) 3[24 - 2(3)1? = 972 
4 24 – 2(4) 4[24 ~ 2(4)]? = 1.024 
5 24 – 2(5) 5[24 ~ 2(5)]? = 980 
6 24 ~ 2(6) 6[24 — 2(6)]? = 864 


Estimación del volumen máximo: 1.024 cm?. 


с) V=4x(12 – х)? 
Dominio: (0, 12) 
d) 4x16x16 cm 


V es función de x. 


63. Falso: si f(x) = x?, entonces f(-1) = /(1) 
64. Verdadero 65. Verdadero 


66. Falso: si f(x) = x?, entonces /(2х) = 4x? + 2f(x) 


Sección P.4 (página 40) 


1. Cuadrática 2. Trigonométrica 3. Lineal 


4. No hay relación 


11. 


13. 


Soluciones de los ejercicios impares 


— 49 Ke 
3 6 9 12 15 


Aproximación lineal 
c) 136 


a) F(d)=15,1d+0,1 


с) 3,6 


а) 
b) 


14 


c) Dinamarca, Francia, Italia 
а) y, = 0,16 ~ 2,431 + 13,96 
y, = 0,171 + 0,38 
уз = 0,041 + 0,44 
b) 


26,66 centavos por milla 


a) y, = 3,091 + 6,67 
y, = 0,061? - 1,651? + 17,801 — 34,09 


b) 6500671637 17.801 — 34.08] 
Р 3,091 + 6,67 


c) Cúbico d) y, = 0,1712 — 0,441 + 23,82 

e) El crecimiento medio anual del número de perso- 
nas asistidas. 

f) Lineal: 68,5; cúbico: 141,5 


15. 


17. 
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а) у= –1,81х° + 14,581? + 16,39x + 10 
b) 30 


0 7 
0 


с) 214 


а) Sí. En el instante г hay un desplazamiento y, y sólo 
uno. 
b) Amplitud: 0,35; período: 0,5. 
с) у= 0,35 sen (4x1) + 2 
4 


Ejercicios de repaso del Capítulo P (página 43) 


п. 


15. 


17. 


(3, 0), (0, -3) 3. (1,0),(0,)) 


Simetría respecto del eje y 


Xmín = ~5 
Xmáx = 5 
Xscl = 1 


Y mín = -30 
Y máx = 10 
Yscl = 5 


(4, 1) 19. у=х?—4х 
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21. т=з 23. т=3 b) Todas las gráficas pasan por el origen. Las de las 
g р р 8 

y Е potencias impares de х son simétricas respecto del 

Е Е origen у las de las potencias pares respecto del eje 


| | п: ~ REN y. Al crecer la potencia, las gráficas se aplastan 


Ў (5.3) d) DO contra el eje х en el intervalo -l < x < 1. 
E x = 
ARES 27 39. а) A=x12-x) c) Área máxima: 36 
5 . V= 12.500 ~ 850; Ба 
Т а b) Dominio: (0, 12) бх 6 pulgadas 
e de | Т 
29. No es una función 31. Función 


Y y 


0 12 
0 


41. a) Grado mínimo: 3; coeficiente dominante: nega- 
tivo. 

b) Grado mínimo: 4; coeficiente dominante: positivo. 

c) Grado mínimo: 2; coeficiente dominante: nega- 


tivo. 
-1 A mimo: S: e , ts, 
33. а) No está definido b) ‚Ах #0 d) Grado mínimo: 5; coeficiente dominante: posi 
| + Ax tivo. 
35. a) 43. a) Sí. A cada instante £ le corresponde un desplaza- 
miento y, y sólo uno. 
b) Amplitud: 0,25; período: 1,1 
с) у= 1 cos (5,70) 
d) 05 
с) 0 2,2 
-0,5 
CAPITULO 1 
Sección 1.1 (página 54) 
Уа) Й ҮР k 7 1. Matemáticas previas al Cálculo: 300 pies. 
6 6 6 6 3. Cálculo: La pendiente de la recta tangente en x = 2 es 
0,15. 
4 4 5. Matemáticas previas al Cálculo: + 
4 4 
z g 7. Matemáticas previas al Cálculo: 24 
6 6 =$ $ 9. а) 10 
4 -4 10 10 
4 4 
h h 
=10 
6 6 —6 6 


b) Las gráficas de y, se acercan a la recta tangente y, 
ту 3 епх = 1. 


п. 


Soluciones de los ejercicios impares 


c) 2; (0,2, 0,1, 0,01, 0,001] 


а) 5,66 
b) 6,11 
c) Aumentando el número de segmentos rectos. 


Sección 1.2 (página 62) 


a) 

b) 
lím C(r) = 2,25 
123,5 

c) 


No existe el límite, ya que los límites laterales no 


coinciden. 
ET 
& ‚3334 0,3226 
e 1 


0,3448 | 0,3344 0,3332 | 0,3322 


Ит —————— ях 0,3333 (в límite exacto es 3) 


¡rara o [os Jo 
[ræ [02911 0,2889 | 0,2887 | 0,2887 | 0,2884 | 0,2863 


1 
2 0,2887 (в límite exacto es ) 
2/3 


0,064 1|-0,0627|-0,0625|-0,0625|-0,0623|-0,0610 


TAx+1)]—(1/4 
ím AA ж —0,0625 (El límite exacto es —15) 
123 x= 


EEE 
fx) [0,9983 [0,99998 | 1,0000 | 1,0000 |0,99998 | 0,9983 


lím = 1,0000 (El límite exacto es 1) 


41. 


805 


1 13. 2 15. No existe el límite. 


No existe el límite. 19. No existe el límite. 


. 0,01 
L = 8. Tómese б = 3 ж 0,0033 
- 0,01 
L= 1. Supóngase 1 < x < 3 y tómese д = 226 0,002. 


5 27. 3 29. 3 31. 0 
4 35 2 


En la gráfica no es evidente el hecho de que el límite en 
x = 4 по existe. 


0,5 


26 6 
70.1667 

Dominio: [—5, 4), (4, 00) 

т (х) = ! 

хэ4` 6 


0,002 


(1,999, 0,001) 
(2,001, 0,004) 
шык 


2,002 
0 


Falso: el que exista o no f(x) en x = c no influye en la 


existencia del límite de f(x) cuando x => с. 
Verdadero. 45. Falso: véase Ejercicio 13. 


Falso: el que exista o no el límite de f(x) cuando x > с 
no influye en la existencia de f(c). 


Sección 1.3 (página 75) 
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7. -i 9. -4 п. 2 13. 1 55. 


5 
а [eo 20001] 0 [0.01 | ooi ол | 


21? +x 1⁄2 -(1/2 
g(x) = =-2x+1, х #0 lím оо) а —0,250 (El límite exacto es —1) 
X x>0 xXx 
35. а) 2 b) 0 57. 1 59 0 6. 0 63. 0 65. 1 67. 1 
Ax , 69. 
gx) = =x txxx # 1 
37. -2 
628 
x? 
ғо) = – К =х-1=&@0),х + -l 
e [os [om] o [onf o 
(3 2,96 | 2,9996 ? 2,9996 | 2,96 
(1, 2) sen 3t 
lím =3 
{0 t 
4 
39. 12 
348 
= =x -2х+4, х -2 
х+2 
14 
(2, 12) 
3 8 
27 
1 3 3 
41. = 43. - 45 VE 47. —- 
10 2 6 
49. 2 51. 2x-2 79. 0 81. 0 
4 6 
53. 2 


алі {Хы 5 4,11 -6,28 EAS LA 628 
NY, 


Soluciones de los ejercicios impares 


Las magnitudes de f(x) y g(x) son aproximadamente 
iguales cuando x está «cerca» de 0. Por tanto, su cocien- 
te es aproximadamente 1. 


87. —160 pies/s 89. —294 
91. а) 5 

100 

90 

80 

70 

60 


5 10 15 20 2530 
b) Sí. Al crecer el tiempo, S crece a ritmo más lento. 
97. Falso. Sean f(x) = $ x? y g(x) = x? 
Entonces f(x) < g(x) para todo x # 0 
Sin embargo, lim Fa) = lím р(х) = 0 


105. a) Dominio: toda la recta real excepto х = 0 y los 
múltiplos impares de 7/2 
b) 


No resulta obvio que f(0) no está definido. 
c) 0,5 d) 4 
107. fy g coinciden salvo en un punto si с es un número real 
tal que f(x) = g(x) para todo х # с 


Sección 1.4 (página 89) 


1. а) No existe el límite en x = с 
Б) La función no está definida en x = с 
c) Existe el límite pero no es igual al valor de la fun- 
ción enx =c 
d) No existe el límite en x = с 


No es continua porque no existe lím f(x) 
x>3 


59. 
ól. 


807 
a) 1 b) 1 c) 1 
a) 0 b) 0 с) 0 
a) 3 b) -3 с) No existe límite 


lo 13. Noexiste límite 15. Мо existe límite 


1 

=> 19. No existe límite 21. 2 
X 

No existe límite 25. 3 


Discontinua en х = -2 y en x = 2 
Discontinua en todos los enteros 
Continua en toda la recta real 
Continua en toda la recta real 
Discontinuidad río evitable en x = 1 
Continua para todo x real 
Discontinuidad evitable en x = -2 y no evitable en x = 5 
Discontinuidad no evitable en x = -2 
Continua en toda la recta real x 
Discontinuidad no evitable en x = 2 
Continua en toda la recta real x 


Discontinuidades no evitables en todos los múltiplos en- i 
teros de 7/2 


Discontinuidades no evitables en todos los enteros 


50 


Mm Јо) = 0 

а 

Discontinuidad en x = –2 

a=2 57. a=-l,b=1 

Continua en toda la recta real x 

Discontinuidades no evitables en x = 1 y en x = –1 


Discontinuidades no evitables en todos los enteros 
0,5 
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65. 


67. 


69. 


71. 


73. 


75. 


81. 


83. 


85. 


91. 


93. 


94. 


Soluciones de los ejercicios impares 


Discontinua en x = 3 


¿ 


5 


Continua en (=00, 00) 


Continua en..., (-2x, 0), (0, 2л), (2л, 4л),... 


ь 
> 


2 


No es evidente en la gráfica que la función sea disconti- 
nua en x = 0. 


fœ) es continua en [2, 41 


fO)=-1y f(0=3 


Por el teorema del valor intermedio, f(e) = 0 al menos 
en un valor de c entre 2 y 4. 


0,68; 0,6823 77. 0,56; 0,5636 79. fB)=11 
ЈО) = 

Сото V(0)=0 y (5) = 523,6 у У es continua, existe al 
menos un número real r, con 0 < r < 5, tal que 
V(r) = 275. 

La función es discontinua en todos los enteros pares po- 
sitivos. La empresa debe reabastecerse cada 2 meses. 

N 

50 

40 

30 

20 

10 

PERENA 
Verdadero 92. Verdadero 
Falso: la función racional f(x) = р(х)/9 (х) tienen a lo 


sumo и discontinuidades, si n denota el grado de q(x). 


Falso: es discontinua en x = 1. 


95. a) s 

60 

50 

40 

30 

20 

10 

5 10 15 20 25 30 
b) Parece haber una velocidad límite y la causa puede 

ser la resistencia del aire. 

99. Dominio: [-c?, 0), (0, оо) 


Tomar f(0) => 
c 


Sección 1.5 (página 98) 


1 
1. lím 55 = %0 3. lím tg — = –00 
хә-2* (х + 2) хә-2* 
lím ——— = lím tg — = 00 
хә-2` (х + 2)? x>-27 g 


i 
9. 
15. х= 4H n entero 17. 1=0 
4 2 
19. x=-2, x=1 21. Мо hay asíntotas verticales 
23. t= пп, n entero no nulo 


27. 


29. 
37. 
41. 


45. 
47. 
49. 


51. 
53. 


55. 


Soluciones de los ejercicios impares 


10 


00 39. 4 

со 43. —со 
10 0,3 

10 10 3 8 
-10 0,3 


00 
a) т pies/s b) 3 pies/s с) 00 
a) $176 millones b) $528 millones 
с) $1.584 millones d) œ 

со 

a) 850 revoluciones por minuto 


b) Invierte la dirección 
c) L=60 ctg ф + 30r + 24) 


Dominio: (o, z) 


2 [e u u o Тә] 
e) A f) 60л g) о 
0 1,57 


0 


Falso: entonces р(х) = х? ~ 1. 
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56. Falso: entonces f(x) = 7 
х^ +1 


57. Verdadero 
1 


| -, х #0 
58. Falso: entonces f(x) = < x 


0, x=0 
59. Tomar fœ) = 1/2, а(х) = 1/xt,yc=0 


63. a) 


с) ô decrece al crecer M. 


Ejercicios de repaso del Capítulo 1 (página 101) 


1. Cálculo 


i 


—0,24 


lím fœ = 0,25 
x>0 


5. a -2 b) -3 
7. 7 9. 77 11. 10 13. 4 15. -1 


3 
17. 75 19. -o 21. ы 23, о 


33. 


35. 


37. 


39. 


41. 


43. 


45. 
47. 


49. 
53. 


55. 


Soluciones de los ejercicios impares 


27. -œ 29. 


ue 


31. œ 


0,5680 | 0,5764 | 0,5773 0,5773 


í SEA = 0,577 ( x?) 


El límite exacto es 7 


1 
3 


+ 


Discontinuidad evitable en cada entero. Continua en 
(k, k + 1) para todo entero К. 


Discontinuidad evitable en x = 1 
Continua en (— со, 1) u (1, оо) 


Discontinuidad no evitable en x = 2 
Continua en (— оо, 2) u (2, œ) 


Discontinuidad no evitable en x = —1 
Continua en (-o0, -1) u El, со) 


Discontinuidad no evitable en todo entero par. 
Continua en (2k, 2k + 2) para todo entero k 


x=0 51. x=10 

a) $14.117,65 b) $80.000,00 

с) $720.000,00 d) © 

-39,2 m/s 

Falso: lím kl =-1 58. Verdadero 
x>0 X 

Verdadero. 


Falso: la existencia del límite de f(x) cuando x > c no 
influye en la existencia de f(c) 


Verdadero 62. Falso: el límite no existe 
Verdadero 
a) Dominio: (-%, 0] о [1, со) 


b) límfG)=0 


с) Н р(х) = 0 
хә1* 


CAPÍTULO 2 


Sección 2.1 (página 114) 


1. 
3, 


13. 


17. 


19. 


21. 


27. 
33. 


а) m=0 b) т= -3 
5. ро) = 0 
6 
5 
4 
3 SO-AD0=3 
ERE EE 
Ро) =—5 9. fFfO)=4x+1 
Ро) = Зх? – 12 
- 1 
1) 5 15. fœ) = —== 
ш Шет 


a) Recta tangente: у = 4х — 3 


b) 3 


a) Recta tangente: y = 12x — 16 


b) 10 
(2, 8) 
-5 5 
4 
a) Recta tangente: y = 2 
b) 5 
5 1.2 5 


у= 3х - 2 25. у= 2х +1 

у= 3х +2 у= 2х +9 

b 28. е 29. с 30. а 31. f 32 d 
а) —3 

b) 0 


c) La gráfica desciende hacia la derecha cuando x = 1 


Soluciones de los ejercicios impares 


d) La gráfica asciende hacia la derecha cuando х = —4 

e) Positivo, Como g'(x) > 0 en [3, 6], la gráfica de g 
asciende hacia la derecha. 

f) No, conocer sólo g'(2) no es suficiente información; 
8'(2) mantiene su valor en cualquier traslación ver- 
tical de g. 


35. A 


EE гозо os | 1 [isf] 
012388 
ЕЕЕ ЕЗ ЕНЕНЕ 


41. 5 

ў 2 CA 5 
7: AN 4 

1 -5 


86) а РО) 
43. а) 


39, 


b) Las gráficas de 5 para valores decrecientes de Ax 
son rectas secantes que aproximan la recta tangente 
а la gráfica de f en el punto (2, f(2)). 


45. р(х) = х? -i 
ni FO РО) 
т 


2-0) - 3 
= lím ———— 
x>2 P — 2 


= Ню œ +2)=4 
x>2 


811 


47. Ро) = х? + 252 + 1 


зу m э 


хэ -2 х+ 2 


(х + 252 +1)-1 


= lím 
хэ-2 x+2 
= lím 1?=4 
x>-2 
49. у(х) = (х ~ 1) 51. (Eo, –3), (3, 00) 
to 


хэ1 х—1 
‚ (с 1) -0 

= lím =—“—— 
x>1 P =» 1 
y 1 

= lim ————— 
х1 (х = y? 

No existe el límite. 


fno es derivable en x= 1. 
55. (-œ, 3), (3, оо) 


53. (-оо, –1), (=1, 00) 


57. (1, оо) 59, (оо, 0), (0, со) 
63. (0) =0 


61. fno es derivable en x = 1 


65. fes derivable en x = 2 


Зр 

E E 
a/m? + 1 

b) 5 


No es derivable еп m = -1 


69. Falso: considerar f(x) = |x| en x = 0 


2 х x<0 
70. Falso: considerar f(x) = enx=0 
2x, x>0 
71. Verdadero 
Sección 2.2 (página 126) 
A = E 
Loi ыз 02 d3 
з. 0 5. 1 7. 2х 9. 4+3 11. 32-2 
1 1 
13. 2х + — ѕер х 15. ~-z – 3 005 х 
2 х 
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17. 


19. 


21. 


23. 


31. 


37. 


43. 


45. 


47. 
49. 
53. 


55. 


Soluciones de los ejercicios impares 


Función  Reescribir_ Derivada Simplificar 
1 1 , _ ү, 1 
йл Шу. 
1 1 1 1 
згрс? ы ЖЕ 9 Ma ш... ы ышык, 
УС (зз 727] уллу A 
xX _ 7 1 _ , 1 
z у=х 12 Уа 3/2 у = -532 
-] 25. 0 27. 4 29. 3 
3x2 – 3 33. 21+ 3s. 8 
x -3+ Й 5 
х5 2 po 
3 + 1 39 41 2 3 sen 
xX — . —=- х 
5515 T 
a) 2x+y-2=0 
b) 3 
1 
2 2 
-i 
a) x+48y-20=0 
b) 1 
-1 10 
-1 
(0, 2), (—2, —14), (2, -14) 
No hay tangentes horizontales SL (л, л) 
у tang 


El ritmo de cambio de fes constante y por tanto f’ es una 
función constante. 


y=2x-1 


y=4x-4 
pS 


57. 
59. 


69. 


л. 


x-4y+4=0 


(4, 8) 


(3,9, 7,7019), S(x) = 2,98 1x – 3,924 
b) То)у=3З(х-4)+8=3х—4 
c) Pierde precisión. 
20 


2 12 
2 


d) 

ГЕШЕЯЕЯЕНЕЧЕЛЕЯ 
Jean | Jn еек 23m] +] 
raso] Ps Jo faja 


к CO CCA CIA [= 
Ра + Ax) | 8,302 14,697 | 18,520 
ramas] sa [эз [п [и [т 


Falso: tomar f(x) = ху (х) = х+1 
Verdadero 
Falso: dy/dx = 0 


64. Verdadero 


67. Ritmo medio: 1/2 
Ritmos instantáneos: 


Ritmo medio: 2 
Ritmos instantáneos 


PO) =2 FO =1 
РО) = 2 РО) = 14 
а) AyB b) Mayor 

c) 


d ByC,DyE 


а) s( = -16r + 1.362 
v(t) = -321 

b)  -48 pies/s 

с) s'(1) = -32 pies/s 
5'(2) = -64 pies/s 


а) /1.362 
4 


Li= 


= 9,226 segundos 
e) 295,242 pies/s 


Soluciones de los ejercicios impares 


73. v(5)=71 m/s 


1010) = 22 m/s 
75. y 77. y 
5% = = 10 
Е. 50 i ! E 
E | | Е 5 
8 4 F ч Боб 
E Sel US ШШЕ 2 
3 3 
220 LAO Вя q? 
3 10 ma i 22 
r 
2 4 6 810 (0,07 2 4 6 в 10 


Tiempo (en minutos) 
79. а) К(0) = 0,1670 – 0,02 
b) Bw) = 0,0061? – 0,0240 + 0,460 
с) Tw) = 0,0060? + 0,1430 + 0,440 
а) 60 


Tiempo (en minutos) 


Т, 


0 100 
0 


e) Tv) = 0,0120 + 0,143 


Т'(40) = 0,623 
T'(80) = 1,103 
T"(100) = 1,343 
f) La distancia de frenada crece a ritmo creciente. 
81. 8 m? 83. -$1,91, -$1,93 
85. No fue eliminado. Las explicaciones pueden variar. 
87. y=2x*-3x+1 89. y=-9x, y=-¿Íx-% 
91. a=4,b=-$ 
Sección 2.3 (página 138) 
1. РО) = 22 
ҒО) = 0 


3. Ро) = (х – Зх) (4х + 3) + (2х2 + 3х + 5) (3х2 – 3) 
= 10x% + 122° — 3x? – 18x – 15 
РО) = -15 


5. f'(x) = cos x ~ x sen х 


л 2 
1 |= > (4-7 
5) 52а 
Función Reescribir Derivada Simplificar 
х2 +2х 
7. у= у=х+2 y=1 y =1 
x 
7 TA { Pema ad 
9. У==3 y=? у'/=-7х © LEA 
11 3x?-5 Loy 5) y 1 (бо) , 6x 
а = =-(3x*— == X = — 
mmg a ДЕС тл 


13. 


15. 


27. 


31. 


35. 
37. 
39. 


41. 


43. 


45. 


49. 


51. 


813 


Ох - 3)(3) — (3х-2)0)___ 5 
(2х – 3)? 7 Ох - 3) 


(х2 1)(-2- 20) -(3-2х-х2)00) 2 
(х2 1)2 "(+ 1? 


МХ) — (к + DUN] _х-1 


х 2х2 


х #1 


652053 – 2) 


(2 + 21+ 2X1) — (t+ 00 + 2) 0-20 
(2 + 21 + 2)? TAR + 214 2)2 


(3х5 +40 0 -5)-1+(0+ 1). 1] 

+ [C — 5)(х + 1) 1(9x? + 4) 

= 15x4 — 48x? — 33x? — 32x — 20 
(х2 – с2)(2х) – (х2 + с?)Ох) a 4хс? 


(х2 — с2)2 = к _с?у? 


t sen г + cos t 


t(t cos t + 2 sen t) 29. – 3 
t 


1 
—1 + sec? x = tg? х 33. —+4secttgt 
2,/1 
=3x соѕес x ctg x + 5 соѕес х = 5 соѕес х(1 ~ x ctg x) 
совес x ctg х — сов х = COS x ctg? x 


x? cos x + 2x sen x — 2x sen x + 2 cos x 


= x? cos x + 2 cos x 


х(х sec? x + 2 tg x) 


( + Jo NE E + 2)(1) – (х + 2o] 


x+2 (x + 2)? 
Е 2x? + 8х - 1 
© (х+2)? 
1—$еп 0+ 0 cos 0 -2 1, 
sen ES 47. y= соѕес хс 4 21 WE 
(1—sen 0) (1 – соѕес x) 
; sec t(t tg 1— 1) 1 
h= 5 E 
а) y=-x+4 
b) 6 
3 6 


814 Soluciones de los ejercicios impares 


53. a) у=-х-2 Р(х) = в) (х) + de h" (х) + 6g Oh") + 
b) 19 + 4g" hE) + 8 Pha) 
n! 
-10 10 b) у) = ЕИ 200") + TE 14 (б)? Dx) + 
=10 n! 
+ ——— 8 (AUD) + + 
55, а) 21и — 2)! 
b) n! ADO" m 
a- DE Dh) + gha) 
87. 0(3) = 27 m/s 
а(3) = 6 m/s? 
idad : 7 ; 1 
57. (0,0), 0,4) 59. 0 61. -10 La velocidad del objeto está decreciendo, pero el ritmo 


al que decrece es creciente. 
63. п=1, f'(x) = x cos x + sen x 
п = 2, f'(x) =x? cos x + 2x sen x 
п =3, f'(x) =x cos x + 3x? sen х 
п = 4, }'(х) = xt cos x + 4x? sen x 
РО) = х" cos x + па"! sen x 


65. a) -$38,13 b) —$10,37 с) -—$3,80 


El coste disminuye al crecer el tamaño del pedido. 


La velocidad media en: 


67. 31,55 bacterias por hora [0, 1] es 57,75 
[1, 2] es 41,25 


71. [2, 3] es 24,75 
[3, 4] es 8,25 
3 л 1 
91. а) Риб) = 53 ( = z) +5 
2 3 1 
py lt MEE AE 
4 3 2 3 2 
73. 77. -3 sen х b) 2 
PNL 
1,57 3,14 
79. 
2 
83. PE 


d) P, y P, pierden precisión cuando nos alejamos de 
x=a 


93. Falso: dy/dx = fg О) + gf x) 
94. Verdadero 95. Verdadero 96. Verdadero 


т ги 2 , Ө 97. Verdadero 98. Verdadero 
85. а) у(х) = ghk w) + 2800400) + g Oha) 


"О i ghk" + 32 '(0)h"(a) + 99. Ро) = 2|х| 
+ За" (х)А (х) + g” ha) No existe / (0) 


Soluciones de los ejercicios impares 


Sección 2.4 (página 149) 
у= SEW) и= 8(х) у= (и) 
1. у= (6х ~ 5)* и = бх – 5 у= и“ 
3. у= 4/21 u=x – 1 у = Ju 
5. у= соѕес х и = соѕес х у= из 
7. 602х – 7)? 9. -108(4 – 9х)? 
2 4х 
П. = (9 = х2) 13(-2х) = - 
Е ЕТТТ 
13. Lip een І 
2 71-1 
1 бх 
15. – (9х2 +4) 2180) = == 
AS a 
2x 
17. (4 х2) 120-2) = -— 
4 -= x? 
1 2 
19. -—— 21. 24-31) = -—— 
Q t-30) ИЕТ. 
1 
23 =з 
2(х + 2)3/2 
25. х?[4(х- 2)5(1)] + (х — 2320) = 2x — 2)3(3х – 2) 
1 l- 2x? 
27. (п = х2) 002) + (1 2) (1) = = 
2 Jl = 2 
(+ 12A) — (1/20? + 1) 02025) 1 
29. = 
x +l (х2 + 1999 
1 = 322 ~ 432 
31. ——— 
2x0? + 1)? 
El cero de g'(x) corresponde al punto de la gráfica de la 
función donde la recta tangente es horizontal. 
2 _ 
эз, Зк? + 31 — 2) E 


(2 +21 - 199 


2 


El cero de g'(x) corresponde al punto de la gráfica de la 
función donde la recta tangente es horizontal. 


35, 


37. 


39. 


47. 


51. 


55. 


59. 
61. 


815 


у' no tiene ceros. 


t 


y 1+t 


El cero de s'(£) corresponde al punto de la gráfica de la 
función donde la recta tangente es horizontal. 


, nx SEN TX + COS лх +1 5 
х? y 


Los ceros de y” corresponden a los puntos de la gráfica 
de la función donde las rectas tangentes son horizon- 
tales. 


а) 1 b2 43. —3sen3x 45. 12 sec? 4х 


1 
sen 20 cos 20 = 4 sen 40 49. R + 2x cos (2x)? 


2./x 
sen x cos (cos х) 53. 5(0) = ЕЕ БЮ ? 
WITT 
Р o к Е 
(х3 —4)?' 25 (2 = 1)? 


y” = —6 sec? (2х) tg (2х), 0 
а) 9х ~ 5у-2 = 0 
b) ш 
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65. 


67. 


69. 
73. 


75. 
77. 
79. 
81. 


83. 


89. 


91. 


93. 


Soluciones de los ejercicios impares 


Los ceros de f’ corresponden 
a los puntos de la gráfica de 
f donde las rectas tangentes 
son horizontales. 


Los ceros de f’ corresponden 
a los puntos de la gráfica de 
f donde las rectas tangentes 
son horizontales. 


12(5x? – DG? – 1) 71. 2(cos x? — 2x? sen х?) 


a) 24 

b) No es posible porque no se conoce g'(h(5)) 
с) 4 

а) 162 

а) 1,461 by -1,016 


0,2 radianes, 1,45 radianes por segundo 


0,04224 
х “2 -1 0 1 2 3 
fo 4 4 -4 1 2 4 
200 4 2 -4 -1 -2 —4 
A) 8 $ -4 2 4 -8 
бо) — 12 1 — — — 
so 3 -1 E э®& ъъ == 
2(2х – 3 3 
а) Sí b) Sí 87. ( 15 + = 
рх — 3| 2 


х 
-|x| OS 40 
x 


а) P,¡=1 
b) 


Р,=-$(х-— п)? +1 


с) 
d) P, y P, pierden precisión cuando nos alejamos de 
х=л 


Falso: y =3 (1-20) 


94. Falso: f'(x) = 2(sen 2х)(соѕ 21)(2) 95. Verdadero 


= 4 sen 2x cos 2x 
Sección 2.5 (página 158) 
– 3x? 1 - 3x?y? 
A E [51 15, = еы 
y x 2y = х Зх?у? — 1 
9: 4ху — 3x? – Зу? РЕ 
2х(3у ~ х) 4 ѕеп 2у 
13. cos x-—tgy-1 15. y cos (xy) 
x sec? y 1 — x cos (xy) 
1 18 
a —, no definido 
x 4 (х + 9Yy 
y 1 2 х? 
21. - 3, -= 23. - + - , 0 
E 3 ѕепА(х + y) о КЕШЕ] 
25. x+2y-6=0 27. ~} 29. 0 
(4, 1) 
2 7 


31. 


33. 


) y=F 3x 9x y 9x 
E y = C = -— y — 

4./16-x2 16 16y 
10 16 Зу Зх 


35. — 37. 


41. 


45. 


47. 


49. 


51. 


En (4, 3): 


Recta tangente: 4x + Зу – 25 = 0 


Recta normal: Зх – 4y = 0 


(4, 3) 


En (33, 4): 


Recta tangente: Зх – 4y + 25 = 0 


Recta normal: 4х + Зу = 0 


(AS, 4) 


6 


Tangentes horizontales: (4, 0), (-4, 10) 


Tangentes verticales: (0, 5), (-8, 5) 


En (1, 2): 

Pendiente de la elipse: —1 
Pendiente de la parábola: 1 
En (1—2): 

Pendiente de la elipse: 1 
Pendiente de la parábola: —1 


En (0, 0) 
Pendiente de la recta: —1 
Pendiente de la curva seno: 1 


Soluciones de los ejercicios impares 
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d 
53. а) 42-1% =0 
ах 
d dx 
b 4у—5-12х%^-=0 
й dt 
dy 
55. a) -n sen лу | — |- Зл cos nx = 0 
dx 
dy 
b) -nr sen лу | — | – Зл cos nx | — }=0 
dt 
57. a) 10 
-10 10 
Y Y, 
Уу Y? 
-10 
1 
b) y =5 KV? + Dx + (8,/7 + 23)] 
1 
з=-› [EA + 7x — (23 — 8/7] 
1 
эз ==3 [6/7 - Dx = (23 - 8,/7у] 
1 
ya [A + Dx - (8/7 + 23)] 
) 8/7 5 
€ EN 
7 
Sección 2.6 (página 166) 
1. a 3 b) 20 3. a) - b) 3 
5. a) —4 cm/s 
b) 0 cm/s 
c) 4cm/s 
d) 12 cm/s 
7. а) 8cm/s 
b) 4cm/s 
с) 2 cm/s 
d) 6,851 cm/s 
221? +3 
9. a) Decrece b) Crece п. е), 
xt + 3х? +1 
13. a) 24r cm?/min 
b) 96 z cm?/min 
dA 3 
15. b) Cuando 0 =, Z -X p 
6 d 8 
аА 1 
Cuando 8 = 2 — =- 52 
за 8 
с) Sis y 20/4: son constantes, dA/dt es proporcional а 


cos 0. 
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17. 


19. 


21. 


23. 
25. 


27. 


29. 


31. 


33. 
35. 


39. 


43. 


45. 


47. 


49. 


Soluciones de los ejercicios impares 


a) === cm/min 
361. / 


1447 


b) cm/min 


а) 36 cm?/s 
b) 360 cm?/s 


8 А 
-— pies/min 
4057 piesi 
a) 12,5% b) туа metros por minuto 
a) —13 pies/s 
—3 pies/s 
-*% pies/s 


by E pies?/s 


c) ўз radianes/s 


Ritmo de cambio vertical: 1/5 m/s 


E 


Ritmo de cambio horizontal: -— m/s 
a) —750 millas/h b) 20 minutos 


28 i 
-—— x -8,85 pies/s 
/10 


а) % pies/s b) 2 pies/s 
а) 12 segundos 
1 
b) -./3m 
2 
Т 
с m/s 
120 
d di 1 
005 1,3p a E 41. — radianes/s 
dt dt 20 


а) 4 radianes/min b) 3/2 radianes/min 


c) 1,87 radianes/min 


dx 
a) — = -6007 send b) 200 

dt 

0 12,57 
-2.000 

с) 0= 90° +n - 180°; 0 =0° + п · 180° 
d) —3007 cm/s 

—300 ./3 л cm/s 
1 
— cos?0, ze <0 < ШЫ 
25 4 4 


—0,1808 pies/s? 


51. 


а) т(з)=—1,014 s? + 31,6855 — 214,436 
d 
b) (2,0285 + 31,685) = 


с) —2,1 millones 


Ejercicios de repaso del Capítulo 2 (página 171) 


1. 


11. 


13. 


17. 


Ро) = 2х- 2 


y 


f' > 0 donde las pendientes de las rectas tangentes а la 
gráfica de f son positivas. 


244 + 1) 
x + —1 7. 3x(x- 2) 9 
X 
4 
31? 
3 
15. 2(6x? — 9х2 + 16x - 7) 
2./1l-x 
Gol 1 x +1 
5{х°+— 2х — = 1 Na 
x x (к^ - 1) 
6x 
——— 23. -9 sen (3x + 1 
(4 — 302)2 O 
—со$ес 2х сїр 2x 27. 1(1 — cos 2x) = sen? х 


веп!'?х cos x — зеп?'?х cos х = cos? x,/ sen х 


x cos x — 2 sen х 


х 


-=x sec? x — tg x 33. 


tt- DÉO- 2) 


0,1 


Los ceros de f’ corresponden a los puntos de la gráfica 
de la función en los que las rectas tangentes son horizon- 
tales. 


37. 


41. 


47. 


51. 


55. 


59. 


61. 


Soluciones de los ejercicios impares 


+2 5 
39. ——— 
(x+ 1)? 6t + 1948 
4 5 
8 S 
у 
2 7 -2 7 


g'(x) no es cero para ningún х. f’ no tiene ceros 


sec? ./l-x К л 


3 
2./1-x 4 


45. 4-4sen2x 


-20 2 


y' no tiene ceros. 


201+ 2 
2 cosec? xctgx 49. =) 
(1-2) 
2 2х + Зу 
2 sec? x(x tgx+ 1) 53. шесе 
З(х + у?) 


ыз gy, 
2x/y = х\/х 
Recta tangente: 3x— у + 7 = 0 


Recta normal: х + Зу – 1 = 0 
3 


y sen x + sen y 
COS х — X COS y 


3 
Recta tangente: x + 2y — 10 = 0 
Recta normal: 2x – у = 0 
6 


6 
Recta tangente: 2х ~ 3y-3=0 
Recta normal: Зх + 2y – 11=0 
4 


67. 


69. 
71. 


73. 


75. 
77. 


79. 


81. 
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) (0,-1) Е z) b 3, 2) ( 1 
Ана Сз» bg 


с) (ч + 2. _ <0) 
(- гой п +) 


a) SÍ 


b) No. Las derivadas laterales no son iguales. 
y” + у = —(2 sen x + 3 cos x) + (2 sen x + 3 cos x) = 0 


а) -—18,667 grados por hora 
b) -7,284 grados por hora 
с) -3,240 grados por hora 
d) —0,747 grados por hora 


a) 50 vibraciones por segundo por libra 
b) 33,33 vibraciones por segundo por libra 


56 pies/s 
a) y b) 50 с) х= 25 
al а) y'=1-0,04x 
e) у'(25) = 0 


а) 3 unidades por segundo 
b) 3,/2 unidades por segundo 

18,/5 
с) 2 unidades por segundo 
5 metros por minuto 83. 38,34 m/s 
a) y =0,14x? — 4,43x + 58,4 
b) 320 с) 12 

e 
0 o 60 0 7 60 


d) 365 pies 
e) La distancia de frenada crece a ritmo creciente 
cuando x crece. 
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CAPÍTULO 3 


Sección 3.1 (página 183) 


25. 


29. 
33. 


35. 


37. 


41. 


43. 
45. 
47. 


49. 
51. 


Soluciones de los ejercicios impares 


FO = 0 3. Р =0 
762) no está definido 7. x=0,x=2 
8 T 5л 
1=-,1= 4 П. х= 0, х= -, л, — 
3 3 3 
Mínimo: (2, 2) 15. Mínimo: (0, 0) y (3, 0) 


Máximo: (-1, 8) 


Mínimo: (-1, -4) y (2, 4) 
Máximo: (0, 0) y (3, 0) 
Mínimo: (1, 1) 21. 
Máximo: (4, 4) 


1 3 

Mínimo: G e) 27. 
6 2 

Máximo: (0, 1) 

a) Sí b) No 31. 


a) Mínimo: (0, —3); máximo: 
b) Mínimo: (0, –3) c) 
d) No tiene extremos 


a) Mínimo: (1, —1); máximo: 
b) Máximo: (3,3) c) 
а) Mínimo: (1, —1) 


36 39. 
-1 LA 3 

4 
Mínimo: (0, 2) 


Máximo: (3, 36) 


a) 5 


0,4398, -1,0613 


b) Mínimo: (0,4398, —1,0613) 


Máximo: |7"(5/ 10 + ./108) 
Máximo: |70) = 8? 


Máximo: P(12) = 72 


Máximo: (3, 3) 
19. Mínimo: (0, 0) 
Máximo: (-1, 5) 
Mínimo: (1, —1) 
Máximo: (0, -5) 
л 
Continua еп [o A 
No continua en [0, л] 
a) No b) Sí 


(2, 1) 
Mínimo: (2, 1) 


1, 3) 
Mínimo: (1, —1) 


4 
ЕП 


Mínimo: (4, 1) 


= /”С/3—1) я 1,47 


No: Р es decreciente рага / > 12 


La parte del césped más alejada de la boca de riego 


0,9553 radianes 


53. Verdadero 


56. 
57. 


Verdadero 55. Verdadero 
Falso: Considerar f(x) = x? y g = (х – 1? 


Todos los números reales (la pendiente es cero en los no 
enteros y no está definida en los enteros) 


Sección 3.2 (página 191) 


11. 


15. 
17. 


19. 


21. 


25. 


ЛО) =/@) =0 
fno es derivable en (0, 2) 


PO) =0 

de) 
3 

(Eo 


3 


No es derivable en x = 0 
ЛС? + 4/5) =0 
13. f(2)=0 
Я е 


М = )-о 
/ ЕЛ) ШЕ 


No es continua en [0, л] 


$'(+0,1533) = 0 


а) №) = 70) = 64 
Б) La velocidad es O en algún £ del intervalo [-1, 2] 


No: tomar f(x) = х? en [-1, 2] 


а) fes continua y cambia de signo en [-10, 4] (teore- 


ma del valor intermedio). 


b) Existen números reales a y b tales que -10<a< 
<b<4 y f(a) = Ў) = 2. Por tanto, f” tiene un cero 
en el intervalo por el teorema de Rolle. 


27. 


31. 


35. 


37. 


39. 
41. 


43. 
45. 


47. 


50. 


Soluciones de los ejercicios impares 


B=} 
f 72 


Recta secante: 2х ~ 3y -2 = 0 


6 


-2 + 
Recta tangente: с = БЕТЕ. 2х ~ Зу +5 – 2/6 =0 


1 


0,5 2 


-1 


Recta secante: х – 4у + 3 = 0 
Recta tangente: с = 4, х – 4y + 4 = 0 


а) —14,7 m/s b) 


1,5 segundos 


Por el teorema del valor medio, hay algún instante en el 
que la velocidad del avión debe ser igual a la velocidad 
media (454,5 millas/h). Tuvo que llevar una velocidad 
de 400 millas/h en algún momento de su aceleración 
hasta las 454,5 millas/h у en otro al decelerar. 


Falso: f no es continua en [-1, 1] 


~ 4х 
49. Verdadero 


х 
Falso: considerar f(x) = 5 
X 


Verdadero. 
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Sección 3.3 (página 201) 


11. 


13. 


15. 


17. 


19. 


21. 


Creciente еп (3, 00) 
Decreciente еп (оо, 3) 


Creciente еп (–о0, —2) y (2, оо) 
Decreciente еп (-2, 2) 


Creciente en (—oo, 0) 
Decreciente en (0, 00) 


Número crítico: x = 1 
Creciente еп (—oo, 1) 
Decreciente en (1, со) 
Máximo relativo: (1, 5) 


Número crítico: x = 3 
Creciente en (3, 00) 
Decreciente en (—oo, 3) 
Mínimo relativo: (3, -9) 


Números críticos: x = —2, 1 
Creciente en (—оо, —2) y (1, оо) 
Decreciente en (-2, 1) 

Máximo relativo: (-2, 20) 
Mínimo relativo: (1, –7) 


Números críticos: x = —1, 1 
Creciente еп (оо, —1) y (1, оо) 
Decreciente еп (-1, 1) 

Máximo relativo: (=1, $) 
Mínimo relativo: (1, —4) 


Números críticos: x = 0 
Creciente en (00, оо) 
No tiene extremos 


Números críticos: x = 5 
Creciente en (—oo, 5) 
Decreciente en (5, оо) 
Máximo relativo: (5, 5) 


Números críticos: x = 0 
Discontinuidades: x = -3, 3 
Creciente en (—со, -3) y (3, 0) 
Decreciente en (0, 3) y (3, 00) 
Máximo relativo: (O, 0) 


Números críticos: x = 0, 4 
Creciente en (—оо, 0) y (4, оо) 
Decreciente en (0, 4) 

Máximo relativo: (0, 15) 
Mínimo relativo: (4, -17) 


16 
(0, 15) 


(4, -17 
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25. 


27. 


29. 


Soluciones de los ejercicios impares 


Números críticos: x = 1 
Creciente en (1, 00) 

Decreciente en (—oo, 1) 
Máximo relativo: (1, 0) 


(1,0) 


2 


Números críticos: x = –1, 1 
Discontinuidad: х = 0 

Creciente еп (=o0, —1) y (1, оо) 
Decreciente еп (-1, 0) y (0, 1) 
Máximo relativo: (—1, —2) 
Mínimo relativo: (1, 2) 


Números críticos: x =-3, 1 
Discontinuidad: x = —1 

Creciente еп (00, -3) y (1, 00) 
Decreciente еп (3, —1) y El, 1) 
Máximo relativo: (-3, —8) 
Mínimo relativo: (1, 0) 


А п Sal 
Decreciente en | —, — 


n [r+ sa) 
2 


Máximo relativo: G A 


1 


5л [5r - 64/3 
Mínimo relativo: E ab) 


5 


31. 


33. 


35. 


37. 


Números críticos: x = 


э 


л 
2 2 
ИР 0 л\ (Tn Зл 1 
reciente en | 0, — |, В , 
< 26 2 056 
А п 7л Зл lin 
Decreciente еп | —, — |, | —, —— 
2 6 2 6 


; Е л 3 
Máximos relativos: 35 211,0 


2,5 


а) Р) = t(t cos t + 2 sen t) 
b) A 


c) Números críticos: x = 2,2889; 5,0870 
d) f'>0en (0, 2,2889), (5,0870, 2л) 
/' <0 en (2,2889, 5,0870) 


g(0)<0 39. g(-6)<0 41. 


g0)>0 


Soluciones de los ejercicios impares 


43. 


47. 


51. 


Mínimo en el número crítico aproximado х = —0,40 
Máximo en el número crítico aproximado x = 0,48 


53. а) 


Хо) > 800) 
_26 
3 


59. a) B=-0,1541* + 3,5381? — 19,754? + 
+ 42,3917 + 332,823 


b) 10% 
е, 
е, 
0 15 
0 


с) (12,6, 926,6) 


55. г 57. Máximo cuando R, = R, 
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61. a) 3 
b) ax(0y* + а,(0)? + a (0)+a,=0 
а3(2)? + а,(2)2 + а,(2)+а,=2 
3ax(0)? + 2а,(0) + а, =0 
За3(2)? + 24,02) +а, = 0 
1 3 
с) О) = Е x+ go 
d) 4 
(2,2) 
а тит 4 
4 
63. a) 4 
b) a (0+ a,(0)? + а,(0)? + a/(0)+a,=0 
а„(2)# + a,QY + a,0)+a,/0)+a,=4 
a,(4)* + az(4)? + а,(4)? +a/ (4 + а = 0 
4a,(0)* + 3a,(0)? + 2a0)+a,=0 
4a4Q) + 34,0) + 2а,(2) + а, = 0 
1 
с) fa) red — 2х3 + 4x? 
5 
d) (20 
и (0, 0) (4, 0) ? 
-1 
65. Verdadero 
66. Falso: considerar f(x) = x y g(x) = x en el intervalo 
(=œ, 0) 
67. Falso, tomar /(х) = x? 
68. Verdadero 
Sección 3.4 (página 211) 
к= >= —_. A e 
1. Cóncava hacia arriba: (оо, оо) 
3. Cóncava hacia arriba: (оо, —2), (2, оо) 
Cóncava hacia abajo: (-2, 2) 
5. Cóncava hacia arriba: (оо, —1), (1, оо) 
Cóncava hacia abajo: —1, 1) 
7. Máximo relativo: (3, 9) 
9. Mínimo relativo: (5, 0) 
11. Máximo relativo: (0, 3) 


Mínimo relativo (2, —1) 
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13. 
15. 


17. 


19. 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 


Mínimo relativo: (3, -25) 


Mínimo relativo: (0, -3) 


Máximo relativo: (-2, -4) 
Mínimo relativo: (2, 4) 


Soluciones de los ejercicios Impares 


No hay extremos relativos, porque f es no creciente. 


Máximo relativo: (-2, 16) 
Mínimo relativo: (2, –16) 
Punto de inflexión: (0, 0) 


-20 


Punto de inflexión: (2, 8) 


Ц pa 
eE 


© 


Mínimos relativos: (+2, -4) 
Máximo relativo: (0, 0) 


Puntos de inflexión: | 


kh 
Ба 


E 


TEN 
ER 


Mínimo relativo: (1, -27) 
Puntos de inflexión: (2, —16), (4, 0) 


© 
П 

- w 
ко q 
IN 


е 


Mínimo relativo: (-2, –2) 


20 
9 


) 


31. 


33. 


35. 


37. 


39. 


Mínimo relativo: (Зл, —1) 

Máximo relativo: (л, 1) 

Puntos de inflexión: (2л, 0) 
1 


‚ AEN w 


2 а л 5л 
Mínimos relativos: | —, 1 |, | —, 1 
2 2 


) 7 5л 
Mínimo relativo: Е 25) 


Máximo relativo: G 2598) 


Puntos de inflexión: (л, 0), (1,823, 1,452), 
(4,46, –1,452) 


452) 


(1,823, 1, 
1!) 


а) РО) = 0,2х(х — 3)2(5х — 6) 
Ро) = 0,4(х — 3)010x? ~ 24x + 9) 

b) Máximos relativos: (0, 0) 
Mínimo relativo: (1,2, –1,6796) 
Puntos de inflexión: (0,4652, -0,7048), 
(1,9348, -0,9048), (3, 0) 


с) 


а) f'(x) = cos х ~ cos Зх + cos 5х 
ЈО) = –ѕеп x + 3 sen Зх — 5 sen 5х 


Soluciones de los ejercicios impares 825 


b) Máximo relativo: (7/2, 1,53333) 6 6 
Puntos de inflexión: 
(0,5236, 0,2667), (1,1731, 0,9637), 9 9 9 9 


(1,9685, 0,9637), (2,6180, 0,2667) 


\ 
Punto de 
inflexión 
6 6 


57. a) S">0 b) S >0 с) S = С, S" = 0 
d) S'=0,5"=0 e) S'<0,5">0 Р) S>0 


59. а) fa) = зх + х? 
b) А dos millas del punto donde toma tierra 


SE 

61. x= Bay L = 0,578 L 
16 

63. x= 100 unidades 


3 
65. ПЕРЕТЕ еза Жол 
2 2 


67. 4 


Los valores de f, P, y P,, así como los de sus primeras 
derivadas son iguales en x = 0 


69. 4 


Los valores de f, Р,, y P,, así como los de sus primeras 
derivadas son iguales en x = 7/4 


71. 


77. Verdadero 


78. Falso: O no está en el dominio de ГА 


55. а) f(x) = (х – 2)" tiene un punto de inflexión en (2, 0) 79. Falso: el valor máximo es Уа 3,060535 


sin es impar y n > 3. 80. Verdadero 


826 Soluciones de los ejercicios impares 


Sección 3.5 (página 221) 33, 


paa] 5 ' 
2,0025 | 2,0003 


lím x sen — = 
x>00 2x 


35. 3 37. Ы 


39. 
Даа A EA e 
ases] e 
47. 
-10 10 
10 
—6 
lím ЕЕ: 51. 
x>% 4x? + 5 
п. 4 13. 0 15. No existe límite 17. -1 
19. 2 21. 0 23. 0 25. 1 
27. 0 29. + 
$ 55. 
31. (0 1 2 3 4 5 6 
x 10 10 10 10 10 10 10 
а Геолози |ажю| заза вза 
2 
AAA 59, 


2 


x>w 


61. 


63. 


65. 


67. 
69. 


71. 


72. 


Soluciones de los ejercicios impares 


a) 


a) 


a) 


b) lím fœ =3, 


lím Р(х) =0 
хә со хә = 
с) у= 3 es una asíntota horizontal. El ritmo de creci- 
miento de la función tiende hacia O cuando la grá- 
fica tiende a y = 3. 


0,5 
а) Т, = 0,0031? + 0,6771 + 26,564 
b) 90 
Т, 
-10 130 
-10 
с) 90 
Т, 
-10 120 


d) T,(0) = 26,6”, Т,(0) = 24,7" е) 77,5 
f) La temperatura límite es 77,5°. 
Т, no tiene asíntota horizontal. 
2x 

Falso: tomar f(x) = 

х2 + 2 
f'(x) > 0 en todos los números reales х. 

Lx? + dx + 1 <0 
Falso: tomar f(x) = | а * 

/хХх + 1 xz»0 


ГО) < 0, f(x) crece sin tope 
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5. а) Р(х) = 0епх= +2 
Го) > 0 en (оо, –2), (2, 00) 
Ро) < 0 en (2, 2) 


b) р) = 0 епх= 0 
f”) > 0 еп (0, оо) 
РО) < 0 еп (oo, 0) 


с) (0, 00) 
а) f'es mínimo enx=0 
f está decreciendo al ritmo máximo 


11. 


15. 


828 Soluciones de los ejercicios impares 


19. Mínimo: (-1,10, -9,05) 
Máximo: (1,10, 9,05) 
Puntos de inflexión: 
(-1,84, -7,86), (1,84, 7,86) 
Asíntota vertical: x = 0 
Asíntota horizontal: y = 0 
Punto de inflexión: (0, 0) 
Asíntotas horizontales: y = +1 
23. 
27. Е 
La gráfica cruza a la asíntota horizontal у = 4. La gráfi- 
ca de f no cruza la asíntota vertical х = с porque f (c) no 
existe. 
31. 
35. y (01292,404) 37, La gráfica parece acercarse a la recta у = –х + 1, que es 
0,4) (2 3577) la así ii 
М a asíntota oblicua. 
3 C 2 
(7248) 2 1 3x? — 13x 9 
1,6085, 2,724) 51. y= FT 53. y= ar 
(-1,3788,0) А 
3 3 55. a) El ritmo de cambio de f cambia al varar a. Si el 
signo de a cambia, la gráfica se refleja en el eje x. 
Б) Las localizaciones de la asíntota vertical y del mí- 
nimo (si a > 0) o del máximo (si a < 0) cambian. 
39. 57. 


Soluciones de los ejercicios impares 


61. 63. 
65. а<0ур? < Зас 67. а<0ућр? = Зас 
69. а<0ур2 > Зас 
71. 
73. 
Sección 3.7 (página 242) 
е. 
1. а) yb) 
Primer Segundo 
número х número Producto, P 
10 110 – 10 10(1 10 — 10) = 1.000 
20 110 – 20 20(110 – 20) = 1.800 
30 110 – 30 30(110 — 30) = 2.400 
40 110 – 40 40(110 – 40) = 2.800 
50 110— 50 50(110 — 50) = 3.000 
60 110—60 60(110 — 60) = 3.000 
70 100 – 70 70(110 — 70) = 2.800 
80 110 – 80 80(110 — 80) = 2.400 
90 110 – 90 90(110 ~ 90) = 1.800 
100 110 — 100 100110 – 100) = 1.000 


с) P=x(110-x) 


d) 


3.500 


120 
0 


e) 55y55 


11. 


17. 


19. 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 
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„Л92 у ./192 5. 


ly1 7. l=w= 25 pies 


15. 600 x 300 metros 


b) V, = 99 pulgadas cuadradas 
V, = 125 pulgadas cuadradas 
Уз = 117 pulgadas cuadradas 
с) 5х5 х 5 pulgadas 


а) у= х0 - 20), 0<x<> 
2 3! 
Máximo: V| 2] = 2 
6 27 
b) Multiplicado por un factor 8 


32 
Porción rectangular: x pies 
n+4 +4 
8 4 
a) L= x tA A, x>1 
x-1 (x-1) 


b) 


(2,587, 4,162) 


Mínimo en x = 2,587 


с) (0, 0), (2,587, 0), (0, 3,260) 
2, 
y2 Longitud: 5 2 


S 
Altura: 4 
2 


Anchura: 


Bases: r y 2r; 


a) y b) 
Radio, r Altura Área de la superficie, S 
22 22 
0,2 == 21(0,2) 02 += де 220,3 
л(0,2) л(0,2) 
22 22 
0,4 ——=3  21(0,4)| 0,4 + 5|Ж 111,0 
110,4) л(0,4) 
22 22 
0,6 ——=3 2(0,6)| 0,6 + 5 | 2 75,6 
(0,6) (0,6) 
22 22 
0,8 ———=5 2л(0,8)| 0,8 + z | = 59,0 
л(0,8) (0,8) 
22 22 
1,0 5 2a(1,0)| 1,0 + z | = 50,3 
101,0) (1,0) 


830 Soluciones de los ejercicios impares 


Radio, r Altura Área de la -o cie, 8 49. У 
22 3 
1,2 —=33 2n(1,2)| 12+———у} ж 45,7 
л(1,2) чт S 2 
22 22 i 
1,4 5 2л(1,4)| 1,4 pe 3|= 43,7 
л(1,4) 1,4) а рубаи 
22 Е Toiy e oa 
1,6 ——3 2n(l,6)| 1,6 + 3 43,6 
r(1,6) ‚ү a) Del origen a la y-intersección: 2 
18 22 f эша] 18 2 2 |= x 448 Del origen a la x-intersección: л/2 
m(1,8) п(1,8) b) а= 4/2 + (2 – 2 sen х)? 
22 22 3 
2,0 — 3 2r(2,0)| 2,0 + 5 | Ж 47,1 
л(2,0)* л(2,0) 
22 
c) S= 2}, + z) 029 (0.7967, 0.9799] |. 


11 А 
а) а e) r= qe. h =2r | 
И Е с) La distancia mínima es 0,9795 en х = 0,7967 


(1,52, 43,46) 2 
51. 0-7 6-46 ~ 66° 
-10 
53. а) уһ) 
31. 18 х 18 х 36 pulgadas 
¿sá 2 а _„_ Lth 
321г? 9 2 7 
33. - 35. r=3/- а 1,42 pulgad 0,1 x 27,1 
81 А "Е И sen (0,1) 05 (0,1) 
2 7 
104/3 0,2 x 17,2 


37. Lado del cuadrado: sen (0,2) cos (0,2) 


9+4,/3 ни 7 


30 0,3 z 14,1 
Lado del triángulo: FOWE sen (0,3) cos (0,3) 
9+4,/3 2 7 
0,4 (02) (04) zx 12,7 
веп (0, со$ (0, 
39. w=8//3,h=8,/6 4. 0=2 a > 
ч 0,5 E E x 12,1 
43. a) 9 sen (0,5) cos (0,5) 
f 2 7 
0,6 ж 12,0 
g sen (0,6) cos (0,6) 
21 4 2 7 
0,7 ду 12,3 
_3 sen (0,7) cos (0,7) 


1 La longitud mínima es aproximadamente 12,0 metros. 
b) d= ET х* + х? 


2 7 
L = 
Máximo en x = 2/2 o sen 0 Е соѕ 0 
су y=2./2x-4 dy -a 
y =2./2x-8 
Paralelas 


(0,58, 12,02) 


d) Las rectas tangentes son paralelas. 


así 
аһ unidades de la fuente 1 j 
> эр + YT, + УЛТ, La longitud mínima es aproximadamente 12,02. 


Soluciones de los ejercicios impares 
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3/98 x +a 
е) 0 = arctg 2? 2х 0,5824 radianes 25. xj, = 5 27. 2,646 29. 1,565 
f) 6,61 metros 33. 3,141 
3 35. 0,860 
55. Rectángulo: 3 x 2 
Círculo: ғ = 1 
Semicírculo: r = 12/7 
El cálculo resulta útil para el caso del rectángulo. 
Sección 3.8 (página 252) 
37. (1,939, 0,240) 39. х = 1,563 millas 
x?-] 
41. $384.356 43. Falso: considerar f(x) = i 
х— 
-0,0324 44. Verdadero 45. Verdadero 
2 1,7324 | 0,0012 | 3,4648 | 0,0003 1,7321 46. Verdadero 47. x = 11,803 
3. 
la ral 89 ió 
2 A > Ге) |“ ле) Sección 3.9 (página 260) 
— 
1 3 0,1411 | -0,9900 | —0,1425 3,1425 
2 3,1425 | -0,0009 | –1,0000 | 0,0009 3,1416 
E 
A A ARIES 


5. 0,682 7. 1146, 7,854 9. 0,900, 1,100, 1,900 
11. -0,489 13. 0,569 15. 4,493 17. 0,74 
19. a) 4 


4 5 
-2 5. 
b) 1,347 c) 2,532 
d) A 
У i 
‚ 
7. 
9. 
5 х 
І 4 5 11. 
у= 1.313 3,156 
17. 
e) Sila estimación inicial х = х, no es suficientemen- 
te próxima al cero buscado, la x-intersección de la 
Correspondiente recta tangente puede aproximar 19, 
otro cero distinto de la función. 
>, 23. 
21. Р(х) = 0 23. 1=х; = х3 = 


О=х, = х=... 25. 


31,208 32 


32,808 


31,200 40,000 


Ду = 0,331, ау = 0,300 
Ау = -0,039, dy = -0,040 
3 l = 2x? 


6x dx 13. 


se ы 
Ох — 1)? ] 202 


2 sec?x(x? tg x + tgx- х) 


d 
G? + 1)? * 


блх ~ 1 
л sen 5 ах 21. +3 pulgadas cuadradas 


+77 pulgadas cuadradas 


а) 4% b) 1,25% 


832 


27. 


29. 
31. 
35. 


39. 


41. 


43. 


45. 


47. 
50. 


51. 


Soluciones de los ejercicios impares 


a) +2,88л pulgadas cúbicas 
b) +0,96л pulgadas cuadradas 


с) 1%, 2% 

80л cm? 

а) 1% b) 216 segundos = 3,6 minutos 
а) 0,87% by 2,16% 37. 4.961 pies 


1 
24/5 


1 
99,4) x 100 
A ота 


Calculadora: 9,97 


dx 


Ро) =x, dy = 


(0,6) = 9,97 


1 
fO) = Y/x, dy = 57 de 


f(624) = 4/625 + 
Calculadora: 4,998 
РО) = х“, dy = 4х? ах 

/ (0,99) = 14 + 4(1)(—0,01) = 1 – 400,01) 


1 
20625)3% (1) = 4,998 


Дх) = sec х, dy = sec x tg x dx 
f(0,03) = sec 0 + sec 0 tg 0(0,03) = 1 + 0(0,03) 


Verdadero 48. Verdadero 49. Verdadero 


Falso: si f(x) = Jz x= 1, у Ах = 3, entonces dy = ły 
Ay=1 
а) dA=2xAx, ЛА = 2xAx + (Ax)? 


b) y c) Els 
Ax 


Sección 3.10 (página 268) 


a) Coste fijo 
b) € 


х 


с) Sí. Ocurre cuando los costes de producción crecen 
al ritmo más bajo. 


3. 4.500 5. 300 7. 200 9. 200 
11. x=30 13. х= 1.500 15. x=3 
р = 60 р = 35 
19. а) 
Tamaño del 
pedido, х _ Precio Beneficio P ____ 
102 90200,15)  102[90-2(0,15)]-102(60)=3.029,40 
104 90-4(0,15)  104[90-4(0,15)]-104(60)=3.057,60 
106 90-6(0,15)  106[90-6(0,15)]-106(60)=3.084,60 
108 90-8(0,15)  108[90-8(0,15)]-108(60)=3.110,40 
110 90- 10(0,15) 110[90-10(0,15)]-110(60)=3.135,00 
112 90- 12(0,15) 112[90-12(0,15)]-112(60)=3.158,40 
b) 
Tamaño del 
pedido, x _ Precio Beneficio, P 
146 90-46(0,15) 146[90-46(0,15)]-146(60)=3.372,60 
148 90-48(0,15) 148[90-48(0,15)]-148(60)=3.374,40 
150 90- 50(0,15) 150[90-50(0,15)]-150(60)=3.375,00 
152 90-52(0,15) 152[90-52(0,15)]-152(60)=3.374,40 
154 90-54(0,15) 154[90-54(0,15)]-154(60)=3.372,60 
с) P=x[90-(x-100)(0,15)]-x(60)=x(45 —0,15)x, 
x > 100 
d) 150 unidades 
e) 
21. 10,./30 = 54,8 millas/h 
23. А ип punto de la orilla que esté 3/2./7) millas co- 
rriente abajo. 
25. y= 141 x, 6,2 millas 27. y ж 0,3x, 4,5 millas 
29. 8% 31. x = 40 unidades 33. $30.000 
35. a) t= 151,25, mayo 31 
b) t=333,75, nov. 30 
250.000 
0 / 365 
0 
37. а) 1987 
Ь) 1994 


c) Mínimo: $5.995 millones 


Soluciones de los ejercicios impares 


Máximo: $8.051 millones 


17. 


d) 
21. 
25. 
39. a) Función de demanda 27. 


b) Función de costes 
c) Función de ingresos 
d) Función de beneficios 


41. n=-% elástica 43. n=-3, inelástica 


Ejercicios de repaso del Capítulo 3 (página 271) 


1. Sea f definida en с. Si f'(c) =0 0 si f’ no está definida 
en c, entonces c es un número crítico de f. 


31. 


4 
f'(x) no está 
definido 


Го)=0 


3. Махіто: (27, 17,57) 


Mínimo: (2,73, 0,88) 33. 


b) fno es derivable en x = 4 


2.744 з 
7. л )-5 9. f0=1 1. c=222 a 


729 7 2 


13. Números críticos: х = 1, 4 
Creciente еп (оо, 1), ($, оо) 
Decreciente en (1, 4) 


15. Números críticos: х = 1, 0 
Creciente еп (1, оо) 
Decreciente en (0, 1) 


29. 


833 


Mínimo: (2, —12) 


¡SS 
> 
© 


Asíntota vertical: x = 4 
Asíntuta horizontal: y = 2 


Asíntota vertical: x = 0 
Asíntota horizontal: y = -2 
200 


A 


5 5 
КМ 
-200 


Asíntota vertical: x = 0 
Mínimo relativo: (3, 108) 
Máximo relativo: (-3, —108) 


0,2 


-1,4 
Asíntota horizontal: y = 0 
Mínimo relativo: (-0,155, —1,077) 
Máximo relativo: (2,155, 0,077) 


y 35, 


1 39. 
(2. ы) 


(2,69, 0,46) 
ЖОШ 


4 6 
(1,71, 0,60) 


43. 


834 Soluciones de los ejercicios impares 


qe E CAPITULO 4 
Sección 4.1 (página 286) 
Integral 
original Reescribir 
5. [y dx |87 ах 
49. 
1 
7. | ах ү dx 
х+\/х 
1 1 _ 
9. 53% = |x? dx 
2x 2 
51. 17 492 = 4:55 p.m; 4 = 64 km ЕТ 
5 


53. (0, 0), (5, 0), (0, 10) 57. 14.05 ріеѕ 


59. 3032/3 + 221332 ж 21,07 pies 
27. 3 


23. xP Bx + 5х + 15) +С 


Integrar Simplificar 
4/3 3 

žc ье 

4/3 4 

х М2 2 


a+ e 


1 х7? 1 
= +C -— +C 
2\ -2 4x? 


11. у= +С 13. у= х2 + С 15. ł4xf+2x+C 


3 1 
=9Э+С 21. -—;+С 
5 2х 


25. х? +12 - 25+ С 


YP4C 29. x+C 31. -2cosx+3senx+C 
1 
61. а) у= a pulgadas, v = 4 pulgadas por segundo 33. t+coseci+C 35. tgO+cos0+C 37. tgy+C 
; л Е 39. 
) Período: — Frecuencia: — v 
l п precenenia: 5 | 
5 
63. 0,347, –1,532, 1,879 65. –1,164, 1,453 


67. ду = (1 – cos х + х sen х) dx 
69. а) 5 = –0,0817 + 2,9201? – 15,546; + 92,325 
b) 320 с) 1990 а) 1982 
43. 


dS 
71. 45 = +1,87 cm?, Е х 100 = +0,56 % 


у 
dV = 28,11 ст, 7 х 100 ж +0,83 9% 


205 47. 
73. $48 75. 120 77. х= |= 
r 49. 


79. Máximo: (1, 3) 
Mínimo: (1, 1) 


81. Falso: considerar ft) = хус= 0 


82. Falso: las asíntotas horizontales de f(x) = 2x/, /х2 + 2 
son у= 2, у =-2 


83. Creciente y cóncava hacia abajo. 51. 


b) у= 1х? -х+2 


53. 
55. 
57. 
63. 
67. 


69. 


71. 
73. 
75. 
77. 


81. 
83. 
85. 


Soluciones de los ejercicios impares 


Ро) = Ax! + 3x = —4,/x + Зх 
a) h0=3 +5t+12 b) 69cm 
56,25 pies 59. vo = 187,617 pies/s 
5.1 metros 65. 320 metros, -32 m/s 


a) 000) = 32 ~ 121 +9, alt) = 61 - 12 
b) (0, 1), (3, 5) c) -3 


-1 
айу = узуу; 0 1+2 


a) 1,18 m/s? b) 
a) 300 pies 


190 metros 
b) 60 pies/s (unas 41 millas/h) 
7,45 pies/s? 


C(x) =x? ~ 12x + 50 79. К= х(100 – Зх) 


2, 50 
С(х) =x- 12 + — р= 100 - х 
x 


Verdadero 82. Verdadero 


Verdadero 84. Verdadero 


a) -l 

b) No. Las pendientes de Ias rectas tangentes son ma- 
yores que 2 en [0, 2]. Por tanto, f debe crecer más 
de cuatro unidades en [0, 2]. 

c) No. La función es decreciente en [4, 5]. 

d) 3,5 FOSO 

е) Cóncava hacia arriba: (-oo, 1), (5, оо) 
Cóncava hacia abajo: (1, 5) 


15. 420 17. 2.470 


19. 12.040 


25. 


31. 


835 


8 
21. 2.930 23. 5 


33. 


35, 


39. 


41. 


45. 


49. А=6 


53. 0,345 


836 Soluciones de los ejercicios impares 


E A e 
y 
Á | 
геа > 
aproximada | 5,3838 | 5,3523 | 5,3439 | 5,3403 | 5,3384 Р з аы 
› | 
в н | Rectángulo 
Area 
aproximada ЕЕ на 
59, 15. A=14 17. 
y 
A 


Trapezoide 


9 
19. A= 
2 
21. а) 13 d) 30 
т(4) = $2 23. а) 8 d) 30 
ekeela +. то » 
5 3 
-1 о 
so алта аза воя nom] 


| mín) 19403 19,201 | 19,137 | 19,125 | 19,125 


f) fes una función creciente. 


4,3082 | 4,2076 | 4,1838 | 4,1740 | 4,1690 


61. b 63. Verdadero 64. Verdadero 
о ar eoe 
69. a) y= (4,09 x 10" %)x? + 0,016x? ~ 2,67x + 452,9 
by 5% c) 76.897 pies cuadrados 37. 
0,7461 
[men [orsa [олкы [ал |м олм 
0 350 
Lec [эк [ов [оз | 095 
И РЕА п 5 
Sección 4.3 (página 312) 39. У, Ро) m> | уо) ах 
ES 1 


5 4 2 n 5 
1. | 3dx 3. | (4- |х) ах 5. | (4-12) dx 41. ЭУ Јо) Ах < | FG) ах 
= 1 


-4 -2 


к Е 43. = 4 -(1 +2 3-2 
7. sen x dx 9. y? dy РМЕТ » ОЗЕ 2) dá 
б е) 5+2л f) 23-2x 


Soluciones de los ejercicios impares 


45. а 47. Verdadero 
1 1 1 
48. Faso: | xx dx ж (| а) ^а) 
0 0 o 
49. Verdadero 
2 
50. Verdadero 51. Falso: | (—х) dx = 2 
o 
Y 4,/2 
52. Falso: f xdx=6 53. 272 55. ы 
=2 
f Р lx] 
57. No, f(x) es discontinua en x = 4 . fx 2 — 
61. 4 
Sección 4.4 (página 324) 
1. 5 3. 
—5 A 5 
-2 
Positiva 
5. 1 7. 3 9, —10 11. 4 13. 4 
15. 4 17. -4 19. -— 21. -3 
23 
23. 3 25. л+2 27. 22 29. 0 
3 
31. | 10.000 (z ~ 6) dt = -$135.000 
0 
1 12,/3 
33. – 35. 12/3 37. 1 39. 10 
6 5 
41. 6 43. 0,4380, 1,7908 
t 
45. +arcos zA = +0,4817 
8 С: 
47. Valor medio =5 49. Valor medio = – 
л 


+1,155 


x яш 0,690, х = 2,451 


51. 
57. 
59. 


61. 
63. 


65. 


67. 
73. 


79. 
85. 


87. 


89. 


837 
=1,5 53. 6,5 55, 15,5 
а) 8 b) 4 с) 20,40 
а) 13 b) R'(40) ж 0,12 
(50) = 0,43 
0 80 
0 
c) 1,80, 7,35 
а) Е(х)= 500 sec? x b) 827 newtons 
a) М b) 4.980 
16 
14 
12 
10 
8 
6 
4 
2 ЕГ 
pde f 
9 
c) N= 0,0847 + 0,6351? + 0,7911 + 4,103 
d) 16 e) 5.129 Р) 12,6 
©; 10 
=2 
a) v=(-8,612 x 1075r + 0,0781? — 0,2081 + 0,096 
b) 90 с) 2.457 metros 
-10 70 
-10 
3х2 + 2x 69. 3x43 -12 71. tgx-1 
х? – 2х 75. (х + 1 77. xcosx 
8 81. cos х, /ѕеп х 83. 3x? sen xê 


Los extremos de F correspon- 
den a los ceros de f, y los pun- 
tos de inflexión de F a los ex- 
tremos de f. 


C(x) = 1.000(12x%* + 125) 
C(1) = $137.000 

С(5) = $214.721 

С(10) = $338.394 


а) 
b) 


Verdadero 90. Verdadero 


838 Soluciones de los ejercicios impares 


91. Falso: f(x) = x7? tiene una discontinuidad no evitable 31. a) b) y=-}(4- x?) + 2 
enx=0 
2 
95. a) 
z -2 2 
ere 3 
1 
1 1 
33. —- cos 2х + С 35. –ѕеп – + С 
2 0 
3 1 1 1 
А= | (9 — x°) dx = 36 37. g 22+ С, о 908° 2x+C, o =g °%з&х+ С, 
-3 
by b=6,h=9,A=36 ШЕ, ъю2 1 2 
с) р=5,һ=22,А=1 39. 3tgx+C 41. 3tgx4C о $ес°х+ С, 
х 
97. 27,37 unidades 43. —<tgx-x+C 45. f(x) = 2 sen 2 +3 


47. ф(х + 2)9'(3х 4) + С 
Sección 4.5 (página 339) 49. -165 (1 ES as? + 12x+ 8) + C 
y 2х - 1 
51. XL —-— (322 + 2х - 13) + С 


[ЖУ (x) dx ` 15 
и= р(х) du = g'(x) dx 


53. —-x-1-2/x+1+C о -(х+2,/х+1)+ С, 


1. | (5х2 + 1)2(10х) ах 5x?+1 10хах 
fees maonar x 3 (10x) x x 4 3/3 
55. 0 57. 2 бр 6з. 22 
15 4 
2 
3. a“ х^ +1 2х ах 1.209 
i 65. —— 67. 4 69. 2(,/3-1) 
5. fe x sec? x dx tg x sec? x dx 71. 20 3 
1 + 2x)? 2 
p Пс E A у А 
5 3 
зр) 15 5 
п. E 13. -> (1 -x343 +С 
15 8 73. 44 Б 
1 1 гү 
15. -——— +С 17. --{1+-) +C 
3(1 +x”) 4 t 
0 8 
19. ./2x+C 0 
21. 45/2 4212 + 141124 С =} ү/х(х? + 5х + 35) + С 75. 7,38 5 


23. 1*-r2+C 
25. бу? -3y + С = 534015 - у) + С л A 
27. 2-4. /16-x2+C 
77. (2х- 1) + Су = 4х – 202 +х- +С 


29 A БН o – 2202 + х +С, 
0202 + 2х - 3) Las respuestas difieren en una constante: C, = С, — 


79. a & b) 2 03 08 31. 
81. af (6x? – 3) dx = 232 
0 
200.000 
83. VO = + 300.000 
$340.000 
85. а) С(х) = 3(12х + 1) + 56,35 
b) 1 
33. 
15 
87. а) 102,352 miles de unidades 
b) 102,352 miles de unidades 
с) 74,5 miles de unidades 
89. a) 1,273 amperios 
b) 1,382 amperios 
c) 0 amperios 
91. Falso | rs 1)? dx=} (2x+1)} +C 
35. 
92. Falso [nes lI) dx=} (x? +1} +C 39. 
93. Verdadero 94. Verdadero 95. Verdadero 41. 
96. Falso: [sen 2x cos 2x dx = 1 sen? 2x + С 45. 
Sección 4.6 (página 348) 
Exacto Trapecios Simpson 
1. 2,6667 2,7500 2,6667 
3. 4,0000 4,2500 4,0000 
5. 4,0000 4,0625 4,0000 
7. 12,6667 12,6640 12,6667 
9. 0,1667 0,1676 1,1667 
Trapecios Simpson Calculadora 
11. 3,283 3,240 3,241 
13. 0,342 0,372 0,393 
15. 0,957 0,978 0,977 5 
17. 0,089 0,089 0,089 ў 
19. 0,194 0,186 0,186 11 
21. a) 0,500 b) 0,000 E 
23. а) n=366 b) n=26 | 
25. а) п=130 b) n=12 
15. 
27. a) n= 643 b) n=48 


Soluciones de los ejercicios impares 


15,3965 | 18,4340 


4 | 12,7771 
8 


14,0868 


10 | 14,3569 | 15,4544 | 16,6197 


14,5386 | 15,4578 | 16,4242 


14,7674 | 15,4613 | 16,1816 


3,5053 | 3,6356 
3,2478 | 3,4990 | 3,6115 


3,2909 


3,3431 3,4910 | 3,5704 


0,701 37. 10.233,58 libras-pies 


a) 9.920 pies cuadrados 
b) 10, 4134 pies cuadrados 


89.250 m? 43. 2,477 


a) 0 b) ros фра 
x 


Ejercicios de repaso del Capítulo 4 (página 350) 


15,6055 


15,4480 | 16,9152 | 15,5010 


15,4814 


15,4745 


15,4713 


3,4083 


3,4425 


3,4568 
3,3734 | 3,4888 | 3,5552 | 3,4643 


839 


15,4845 


15,4662 


15,4658 
15,4657 


15,4657 


3,4541 


3,4674 


3,4759 


с) 2,718 


$x 

121 2 | 2 

> --+С 7. 2x4+3cosx+C 9. у=2-х 
X 

240 pies/s 

a) 3 segundos b) 144 pies 

с) 3 segundos d) 108 pies 


0 


1 п 
а Уу (01-0) b P о 
Д : 


i= 


10 


Y (41+ 2) 


i=1 
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5mb? 3mb? 59. Valor medio = 2, x = 2 
17. а) S= 2 = 
8 8 
тЬ?(п + 1) тЬ?(п — 1) 
b) 5(п) = ———, (п) = ———————— 
2п 2п 


19. а) 13 by 7 c) 11 d) 50 
ГЗ: а 2 з 61. Regla de los trapecios: 0,257 
21. 1" + х +x +х+С 23. y +3+C Regla de Simpson: 0,254 
Calculadora: 0,254 
(3х2 – D5 e 
ауа e Е 63. а) С = $917 Б) С = 83,14; Ahorro = 86,03 
n+1 | 24.300 27.300 
29. 2./1=c0s9+C з. #_ ^+с, nz- 65. 1,6234 litros ca DEA 
n+1 
1 69. а) 0,025 = 2,5 % b) 0,736 = 73,6% 
33. — (1 + sec nx)? + С 35. 16 37. 0 
Зл 70. Falso: sólo las constantes pueden sacarse fuera del sig- 
402 28л no integral. 
39. 2 41. — 43. — 45. 2 
5 15 d 1 1 
71. Falso: —|->3| * – 72. Verdadero 
47. ахі x x 
а 2 
73. Verdadero 74. Falso: ЕТ sec x Æ tgx 
CAPITULO 5 
Sección 5.1 (página 364) 
51. 4 


ра ағ | 0,6932 | 0,4055 | 0,6932 | 0,9163 
Гаа Ето рари 
рад а 1,2529 | 1,3865 = 


3. b 4. а 5. a 6. с 


55 7. Dominio: x>0 9. Dominio: x>0 


11. 


13, 


15. 
21. 


23, 


27. 


31. 


37. 


45. 


51. 


57. 


63. 


65. 


67. 


Soluciones de los ejercicios impares 


Dominio: x > 1 


a) 1,7917 b) 0,4055 
c) 4,3944 d) 0,5493 


In 2 — ln 3 17. Inx+Iny-Inz 19 3In2 
3[In(x + 1) + 10 (x— 1) — 3 In x] 


x-2 
x+2 


[х(х + 3)? 9 
кае 29. In —=— 
x-1 х2 +1 


$ 
S=8 
-1 10 
-5 


12+ 218 (2 – 1) 25. In 


2 40 3 
3 39. 2 а. © д ЧЫ 
x x 
2x? — 1 1-х? 1-21 
ра аса 47. азе 49. сеси 
x(x" — 1) xx? + 1) [4 
2 1 1 —4 
= 53. 
хах? xlnx l - x? x(x? + 4) 
х* +1 sen x 
рар 59. ctgx 61. -tg x + ——— 
х cosx- 1 
3 cos x 


(sen x — 1)(веп x + 2) 

2 

— (sen 2x + x cos 2x 1а x?) 
x 


a) 3x-y-2=0 
b) 4 


3 


69. 


73. 


75. 


77. 


79. 


81. 


85. 


89. 


91. 


841 


2ху 
3 – 2y? 


-2 2 
71. ey mal )+2=о 


х? 


Mínimo relativo: (1, 2) 


Mínimo relativo: (e, е) 


2 
Punto de inflexión: G ©) 


Los valores de f, P,, y P}, así como los de sus prime- 
ras derivadas, coinciden en x = 1 


2x? — 1 
x = 0,567 83. ——— 
/х? - 1 
3x? — 15x? + 8х 87 (2х2 + 2x- 1) /x-1 


(x + 1932 


Lx - 0? ./3x- 2 


10 
Е In 7+ 1618 10 
тоо е) 


60 decibelios 
a) 


lím T'(p)=0 


ро 


842 Soluciones de los ejercicios impares 


b) р= 10: 4,75 °F por libra por pulgada cuadrada 
р = 70: 0,97 °F por libra por pulgada cuadrada 


93. a) h=0 по está en el dominio de la función. 
b) h=0,86 – 6,45 In p 


с) 25 
0 1 
0 
а) 27 km 
е) 0,15 atmósferas 
A һ=5: © = -0,085 
са 
dp _ 
h = 20: — = —0,009 
dh 


Al crecer la altura, la presión va disminuyendo a ritmo 
decreciente. 


95. Para valores de x, g crece a un ritmo mayor que f en 
ambos casos. La función logaritmo natural crece muy 
despacio para valores muy grandes de x. 


a) b) 15 
| 
„= 
g 
500 о 20.000 
0 
97. Falso: ln x + In 25 = in 25x 98. Falso y' =0 
Sección 5.2 (página 374) 
1. Inix+1]+C 3. -31n[3-2x+ C 
2 
5. шу +1+С 7. л: 
9. 110 x? + 3х2 + 9x| +C п. 5 (ах) +C 


13. 2/x+1+C 15. x+6,/x+18In|/x-3]+C 


2 
17. 2In|ix-1|- Рб 19. In [sen ө + C 


xXx- 
21. —¿In |cosec 2x + ctg 2x + С 23. 1п|1+$епг|+С 
25. In |secx-1|+C 


27. у=-31а|2-х|+С 29. у= -$ In |соѕ 20| + C 
(0,2) 4 


31. 


33. 


39. 


41. 


51. 


57. 


59. 


+1 


3 In 13 = 4,275 35. 


ala 
ta 
z 
| 
— 
= 
ы 


43. —$еп(1—-х)+С 


12 
—[2а(/3+1)-1а2] = 5,03 
л 


10 


Soluciones de los ejercicios impares 843 


61. P(t) = 1.000(12 In |1 + 0,25£] + 1) 17. 
PB) ж 7.715 


63. $168,27 


4 
65. a) 10 b) y? s g" +114 Косы 
х 
10 
-10 10 
-10 2 d 19. у 1(00) = 4/4- х, 0<x<2 
10 1 
1 1/2 d 1 
67. Falso: = (In x) = In x" 68. Falso: — [In x] =- 
2 dx х 


69. Verdadero 


70. Falso: el integrando, 1/x tiene una discontinuidad no 
evitable en el intervalo [-1, 2]. 


Sección 5.3 (página 383) 


7 
25. pu С. =1<x<l 
м-ә? 
5. by 7. b) y 
Al i A _ бс Ө с. „н 
10 2+ 27. Р(х) = JE A 
8 14+ 91 х= 0 
: Р и [т?з i La gráfica de f~ ' es la refle- 
2 | jada de la gráfica de f en la 
379 6 007° Дес у 
9. с 10. b ll. a 12. d 
29. fes inyectiva y admite fun- 
+3 а 
13. f- уг х ción inversa 
2 
31. 4 g по es inyectiva, luego no 


27 admite función inversa 
4 


35. 


37. 
41. 


45. 


47. 
51. 


55, 


57. 


59. 


61. 


65. 


67. 


71. 


75. 


Soluciones de los ejercicios impares 


b) у= 2? (80 - х) 

х: coste total 

y: número de libras del más barato 
с) [62,5, 80] 
d) 20 libras 


Existe inversa 39. No existe inversa 


Inyectiva 43. Inyectiva 

1 2 
4 8 

-1 5 

-7 2 

Inyectiva 
200 

-10 2 


49. No existe inversa 


53. f'(x) = 2- 4) > Оеп (4, со) 


Existe inversa 


Existe inversa 
8 

Ро) =- < 0 en (0, о) 
х 


Р(х) = -sen x < 0 en (0, л) 


Я (2n – Da 
No es continua еп — 
Inyectiva 63. Inyectiva 
Р Ҷх)= 2+2, х>0 40) =2-х, x20 
Ро) = (+3, x>0 
Рх) =х-3, x>0 69. Existe inversa 


No existe inversa 73, 


2/3 
ES 


1 
5 


79. a) Dominio de f: (оо, оо) 
Dominio de f 71: (–о0, оо) 
b) Recorrido de f: (оо, оо) 


Recorrido de f7 !: (оо, оо) 


d) F$O=1, 


81. a) Dominio de f: [4, со) 
Dominio de f~ !: [0, со) 
b) Recorrido de f: [0, оо) 


Recorrido de f7!: [4, оо) 


с) а) /'б)у=3%3, (07790) =2 
а" 
83. — 
Е Е х +1 
85. 32 87. 600 89. (g of 1!)(х)= 5 


У х+1 
91. (Рев) о 


97. Falso: tomar f(x) = х? 98. Verdadero 


1 
99. Verdadero 100. Falso: tomar f(x) = — 
x 
х, 0<x<l 
101. No, como demuestra f(x) = 
1-х, 1<x<2 
103. 17 
Sección 5.4 (página 392) 
1. Inl1=0 3. el. — 2 5. х= 4 
7. х= е? 
9. 


туф =$ 


13. 


15. 


19. 
23. 


25. 
29. 


33, 


39. 


45. 


51. 
55. 


Soluciones de los ejercicios impares 


a) 7 b) 3 57. 
S fe f 
2 4 
h 
-5 7 
-1 -3 
Traslación 2 unidades Reflexión en el eje x 
a la derecha y contracción vertical 
с) z 59. 
S 
4 
-4 8 
ЕП 
Reflexión en el eje y y traslación 
3 unidades hacia arriba 
17. 
61. 
67. 
с 20. d 21. а 22. b 
3 lím f(x) = lím g(x) = е5 
Z |, i 
f 
-1 4 
1 
2,7182805 < e 27. a) 3 b) -3 
2e?* 31. 2(х- Der” 
еу 
35. Me” + e Ye! – е7!) 37. 2х 69. 
2\/х 
2 2x —2(е* – е * 
E ACTED ду а 
1+ ех (ех + е7 х)? 
_„{[1 10—е” 
е^ – Іа х 47. 2е* cos х 49. 
x хе? +3 


3(6x + S)e 3* 


Máximo relativo: (0, 1/,/ 2л) 
Puntos de inflexión: (+1, 1/,/ 27е) 


845 


Mínimo relativo: (0, 1) 


(0, 1) 


Mínimo relativo: (0, 0) 
Máximo relativo: (2, 4е7 2) 
Puntos de inflexión: (2 + 1/2, (6+ 4/De 2) 


(2, 4/e?) 
, 0) 


A 5 
0 @ +З, (6 + 4 Vje tD) 


А = Фет 


а) 4 


65. 0,567 


-2 


b) Cuando x crece sin tope, 1/x tiende a 0 y e!” tien- 
de a 1. Por tanto, f tiende a r% = 1. Así pues, f(x) 
tiene como asíntota horizontal la recta y = 1. Cuan- 
do x tiende а O por la derecha, 1/x tiende a со y 
f(x) tiende a 0. Cuando x tiende a 0 por la izquier- 
da, 1/x tiende а —oo y f(x) tiende a 2. No existe el 
límite, ya que los límites laterales no son iguales. 
En consecuencia, x = 0 es una discontinuidad no 
evitable. 


a) аР = –0,1499№ + 9,3018 
12 


2 aa) 22 
0 


b) P=10.957,7€ 914995 


с) 12.000 


0 кы] 22 
0 


d) һ=5:—776 
һ= 18: -111 


846 


71. 


73. 


75. 


79. 


81. 


85. 


89. 


93. 


97. 


99. 


Soluciones de los ejercicios impares 


Los valores de f, Р, y P,, y los de sus primeras deriva- 
das, coinciden en x = 0. Los valores de las segundas 
derivadas de f y P, también son iguales en x = 0 


a) 4 
a 
Y, 
2 2 
1 
А 4 
€ 
) УРУ, 
2 2 
-1 
5 е? – 1 
е?* + С TI: 5 
2е 


x= ln(e” + 1) + Со - (1+ е^) + С, 
ёс» 2 3 
—(ё* —1 83. -- (1 -ey +C 
з © ) 3‹ е^) 


In jež- e7% + С 87. ¿e ?^+е х + С 


l 
= е" „С 91. In [cos e +С 


T 

O 95. foi ete) 
O . A)= le e 

2a 2 

a) b) y=-4e "245 


\ 


е5 — 1 ж 147,413 


107. 


109. 


а) 
b) 


a) 


R = 428,760 0:9155 


450 


Sección 5.5 (página 403} 


13. 
15. 


19. 


3. 0 
log, 8=3 


107? = 0,01 


b) 


105. 


c) 


0,4772 


637 litros 


log,(1/3) = —1 


b (1/2) ?=38 


21. 


30 


(1.059, 0) 


30 


10 


23. 


27. 


31. 
35. 


37. 


43. 


47. 


49. 


51. 


53. 


55. 


57. 


Soluciones de los ejercicios impares 


(2,340, 0) 


-20 


29. 


(In 4)4* 


a) Falso 

b) Verdadero: y = log, x 
с) Verdadero: 2” = х 

а) Falso 


(In 5)5* 7 2 33. 12" (1102 + 2) 


27% 2) cos л0 + л sen лб] 


1 x-2 х 
x(In 3) (in 2)х(х — 1) (In 5)? — 1) 
5 
— (l - А l- ос? 
п? ( In £) 45. 2 Іа х)х 


(х = |, in (x – »| 
х-2 


go) = х^, К(х) =2%, ha) = х2, Р(х) = log, x 
а) $40,64 by СІ) = 0,051Р, С'(8) х 0,072P 
с) In 1,05 

ГК БОЗ A E 


A $1.419,04 $1.419,07 
аа е (aa 
$4.321,94 $4.399,79 | $4.440,21 $4.467,74 


А $4,481,23 $4.48 1,69 


$95.122,94 | $60.653,07 


palas ЕСИ 
$13.533,53 | $8.208,50 


$36.787,94 | $22.313,02 


61. 


63. 


65. 


67. 


69. 


75. 


77. 


847 


$36.864,45 | $22.382,66 


ES AECA ECN 
Р | $95.132,82 | $60.716,10 
$13.589,88 | $8.251,24 


a) 6,7 millones de pies cúbicos por acre 


dv 
b) 1=20: — = 0,073 
dt 


dv 
t = 60: — = 0,040 
dt 


а) 1% 
0 100 
0 
b) 16,7% с) х= 38,8 
d) х= 2,78 


a) y=271,92€0 0919 


1.000 


b) y=-254,08+418,41 Inx 
1.000 


0 L. 14 0 14 


0 0 


c) Exponencial 


o У 
а) Exponencial: — = 157,0 
dx 
ла. dy 
Logarítmica: — = 20,9 
dx 
Logarítmica 


l 2 
73. -—— (5°) +С 


+ С 7. 
210 5 


7 
In 4 


In (34% + 1) 
— + 


2 In 3 
j E за 04%) 1 
a A Ss, 
y In 2,5 2 
4 
—6 6 
4 


848 


Soluciones de los ejercicios Impares 


79. a) 5,67 
b) $ 
-1 5 
-I 
с) 0) = g(t) = ҺО). No. Las integrales definidas de 
dos funciones distintas sobre un intervalo pueden 
ser iguales. 
81. $15.039,61 83. у = 1.200(0,6') 
85. Falso: e es un número irracional. 86. Verdadero 
87. Verdadero 88. Verdadero 89. Verdadero. 
90. Verdadero 
Sección 5.6 (página 413) 
1. у?-5х?=С 3. y=Ce "Y 5, у= С(1+х?) 
7. b) y=6- 6e”? 
7 
6 6 
-1 
aN 
9. — = k(250 ~ 5) 
ds 
k 
N= 990 ~s} +С 
13. y=- + 10 15. у= 10e-1/2 
16 16 
(0, 10) МЫ 
-4 4 -1 10 
A -I 
1 
17. у= ы 19. у = 0,6687e%4024 
21. Cantidad después de 1.000 años: 6,52 gramos 
Cantidad después de 10.000 años: 0,14 gramos 
23. Cantidad inicial: 6,70 gramos 
Cantidad después de 1.000 años: 5,94 gramos 
25. Cantidad inicial: 2,16 gramos 27. 95,81 % 


Cantidad después de 10.000 años: 1,63 gramos 


29. 


31. 


33. 


37. 


41. 


43. 


45. 
47. 
49, 


53. 


55. 


57. 
59. 


Tiempo de duplicación: 11,55 años 
Cantidad después de 10 años: $1.822,12 


Tasa anual: 8,94 % 
Cantidad después de 10 años: $1.833,67 


Tasa anual: 9,50 % 35. $112.087,09 
Tiempo de duplicación: 7,30 años 


a) 10,24 años 39. y œ 4,228%9430 
b) 9,93 años 9,97 millones 

с) 9,90 años 

а) 9,90 años 

y x 3 e” 0,009 | 


2,50 millones 


a) kes el porcentaje de ritmo de cambio anual conti- 
nuo de y. 

b) Cuando k > 0, la población crece, y cuando k < 0, 
decrece. 


527,08 mm de mercurio 


a) N æ 3001 — e 00502) b) 36 días 
a) S ғ 30е !'7918/ 51. 2.014 (t = 16) 
b) 20.965 unidades 
с) 2 

0 40 

0 
а) 20 decibelios b) 70 decibelios 
c) 95 decibelios d) 120 decibelios 
1 
a) 10%3 ж 199.526.231,5 b) 10% 
Iln 10 

22,35 *F 
a) 1.000 
b) Interés; г = 28 años 
c) Las pendientes de las rectas tangentes a las dos 

curvas son iguales en magnitud y de signos opues- 

tos. u'(15) = -14,06, v'(15) = 14,06. 
d) 1.200 


Soluciones de los ejercicios impares 


Sección 5.7 (página 426) 79. 


7. No es solución 9. Solución 11 Solución 


13. No es solución 15. Solución 


17. No es solución 


19. k=0,07 21. 


23. 


1 
25. y=3e ?* 27. y=2sen Эже еб 3x 


1 
29. у= -2х+-х3 31. 


= х +С 
2 р 


1 
33. у= х- х? +C 35. IEA 


2 
37. y= 


5. (х – 3)5/2 + 2(х — 3)%? + С 


39. y-x2=C 


41. r= Се® 05+ 43. у= С(х+ 2)3 
45. у= С – 2 соѕ х 
47. у= Се"? 


51. у= een 53. y? 2. Ax? +3 


91. 


55. u= ets 57, P= Рей 


59. 9x? + 16y? =25 61. f(x)=Ce *? 
63. Homogénea de grado 3 65. No homogénea 
67. Homogénea de grado 0 69. x=C(x- у)? 
71. у? + 2ху -x = С 

73. у= Се 75, ех = 1 +10 д2 


77. х=е=е® 


83. 


85. 


87. 


49. у? = 2е* + 14 89. 


93. 


849 


) Lo -4 b) 
a лег у c 


dS 
a =SL-S b) 


= t = 2,7 meses 
t 


100 


z 1 + 9e 0.8109: 


c) 


d) 


e) Las ventas decrecerán hacia la recta $ = L. 
98,9 por 100 de la cantidad inicial 


d 
a) KW) b) 5=201+69,5(e7 02877 _ 1) 
р= 20(1 = e7 028771 


Círculos: x? + y? = С 95. Parábolas: х? = Cy 


Rectas: y = Kx Elipses: x? + 2y? = K 
4 4 

-6 6 6 6 
4 4 


850 


97. Curvas: y? = Сю 
Elipses: 2x? + 3y? = K 
99. Falso: у = х? es solución de ху — Зу =0, pero у=х? + 1 
no es solución. 
100. Verdadero 101. Falso: f(tx, ту) 4 t f(x, y) 
102. Verdadero 
Sección 5.8 (página 436) 


15. 


17. 


19. 


23. 


29. 


Soluciones de los ejercicios impares 


d) Intersección: (0, 0) 
Simetría respecto del origen. 


Falso: el recorrido de y = arccos x es [0, л] 


13. 2,50 


1 
arccos | -—— | = 0,66 
1,269 


El recorrido de y = arctg x es > <y< o 
аз ЫЗ 21. а) -/3 
2 
-1 
ar 25. МХ 27 
А 
х2 +2 
x 


5. 


31. 
g es la forma algebraica de f 
Asíntotas horizontales: y = –1, y = 1 
35. 
39, 
2 3 a 
43. ——— 45. —— === 47. a 
y 2x = х? 4 mx? a? +x 
48 Зх = 4/1 – 9х2 агсѕеп 3х Б t 
| e, — 9л? CER 
1 
53. = 55. агсѕеп х 
57. 
59. Máximo relativo: (1,272, 0,606) 
Mínimo relativo: (1,272, 3,747) 
61. а) H()=-161? + 256 
t = 4 segundos 
b) t= 1: -0,0520 radianes/s 
г= 2: -0,1116 radianes/s 
65. k<-lok>1 67. Verdadero 
68. Falso: el recorrido es [-1/2, 1/2] 69. Verdadero 
AN? 
70. Falso: arcsen? 0 + агссок20 = 5 Al 
Sección 5.9 (página 444) 
п п 
1. — 3 = 5. arcsec |2х| + C 
18 6 
7. 102-1? + 0) +С 9. агсѕеп (x+ 1) +С 


11. 


15. 


21. 


25. 


29. 


33. 


37. 


39. 


41. 


45. 


47. 


49. 


Soluciones de los ejercicios impares 


2 


4 arcsen 2+ С 1 Es 0,308 
32 
3 -2 1 е2 
=-0,134 17. -arctg—+C 19. = 

2 4 2 
л х +3 
5 23. In |x? + 6x + БЕР )+с 

+2 

arcsen Е ) +C 27. - -x -4x+C 
4-2 3+ я 1,059 ЗІ. Тагар (х2+ 1) +С 
ayb 35. а, Бус 


2/ť -3-2 ae (2) с 
3 


а) b) у= 3 агсір х 
4,71 
8 8 
-471 
e 43. с 
8 
Б) 3,1415918 с) 3,1415927 
x-3 
a) у, = зеп ( 3 )+с 


b) y, = 2 агсѕеп de C 


с) 


х x-3 л 
2 агсѕеп | = агсѕеп + 
de ( 3 ) 2 


Dominio: 0 < х < 6 


а) v(t) = -321 + 500 


550 


0 20 
0 


851 


b) s(t) = –16г + 5007, 3.906,25 pies 


c) v(t)= Р tg [arce (s E) - Va | 


а) 50 


0 7 
0 
6,86 ѕерипаоѕ 
е) 1.088 ріеѕ 
f) Cuando se бепе en cuenta la resistencia del aire, el 
resultado para la altura máxima alcanzada por el 
objeto es menor. 


Sección 5.10 (página 454) 
A A A A A d 


1. 
5. 


п. 


13. 


19. 


25. 


27. 


а) 10,018 b) —0,964 3. а) 4 bB 


а) 1,317 b) 0,962 
(==) | 2 | 
Е + - =] 
e+e” e+e” 
е-е N ete” еже N e? 
+ = 
2 2 2 2 


et” _ е ~y) 


= = 5һ (x + y 
5 sh (x + y) 
е* — =x ee 2 
2 2 
ee 
= ————— = sh (3 
> (Зх) 
/13 5 
NA 15. -2xch (1 - x°) 17. cothx 
3L/13 
th x = ——— 
13 
2 
csch x = – 
3 
24/13 
sech х = ———- 
13 
13 
coth x = 2 
3 
cosech x 21. sh?x 23. secht 


chx 


ч [ch x+x(sh х) In x] = 3 [ch х+х(5һ х) In х] 
х 


х 


—2(ch x — sh х)? = -2g7 ?* 


852 


29. 


31. 


35. 


37. 


41. 


45. 


51. 


55. 


61. 


63. 


65. 


67. 


71. 


73. 


75. 


Soluciones de los ejercicios impares 


Máximo relativo: (+, ch л) 
Mínimo relativo: (0, —1) 


(-л, сал) 12 (æ, сһл) 


Máximo relativo: (1,20, 0,66) 
Mínimo relativo: (-1,20, -0,66) 


1 
(1.20, 0,66 


3,14 3,14 


(-1,20, 0,66) -1 


Р(х) = 0,76 + 0,42(x — 1) 
Рх) = 0,76 + 0,42 (х — 1) – 0,32(х – 1)? 


2 ch (1-20) +С 39. 1с (х- 1) +С 
52 
ln [sh x| + С 43. —coth za +C 
1 1 T 
csch — + С 47. -1n3 49. — 
X 5 4 
1 2 3 
3 arctg х^ + C 53. === 
./9x? — 1 
[sec x| 57. 2 sec 2х 59. 2sh"'(2x) 
а? — х? 
Е х 


1+ 4/1 + e? 
cese + C = -In 5) +C 


ех 


251 Се 2 (+/+) +С 


69. Lp PDA 
2/6 \/Җх+1)-+/3 


8 arctg (e?) - 27 = 5,207 


77. 51а (4/17 +4) = 5,237 79. 3% kilogramos 


81. Si k crece, el tiempo de descenso crece. 


Ejercicios de repaso del Capítulo 5 (página 456) 


1. Asíntota vertical: x = 0 


з. ¿[In (Qx+ 1) + 1а (2x 1) - ln (4x? + 1)] 


33/4 -x 
5. 1а | ———— 
x 


7. Falso: el dominio de f(x) = ln x es el conjunto de todos 
los números reales positivos. 


8. Falso: ln x + ln y = 1а xy 9. e*- 12 53,598 

1 1+2Inx x 

1. — 13. == == 
2x 2,/In х (a + bx) 

1 1 

17. ———= 19. -In[7x-2|+C 
x(a + bx) 7 

21. -ln |i + cos x| + € 23. 3+1n4 


25. n 2+3) 


27. а) Р 0) = 2х +6 


b) 
29. а) fU=Y*-1 x>0 
b) 3 
{2 
ES 
-2 3 


31. 


33. 


35, 


39. 


45. 


51. 


55. 


61. 


63. 


69. 


73. 


77. 


81. 


85. 


Soluciones de los ejercicios impares 


а) Рд = х -1 89. 
b) 4 
1 L 
A 4 
4 
a) f 10х) = е?* 


b) 


853 


a) 


b) Máximo: y=0 
Mínimo: y = +1 
л 


л 
= sen(x+ С), -= Sx+C < – 
с) у (х + С) х 2 


91. Familia de círculos: х? + (у – К)? = К? 
37. 
NS, 
6 
k 
93. а) 060 b) 085 95. y=A sen( E ) 
? 97. а) у= 2896-9012: $> 50 
АСИ ЕЗЕЗЕЗЕЗЕТ 
lalala 
СРЕГ" 28 |264 |24 [23а [220 
Саке" б о-у CAPÍTULO6 
47. 3% 123 49. m 5; уы 
б жр е Sección 6.1 (página 469) 
2 3/2 X $ 3 
a -= x) 53. ——=— + arcsec х 1. -Í (х2 – бх) dx 3. | (2x? + 6x) dx 
lx], /x? — 1 o 0 
h - 5. -6 30d 
(arcsen x)? 57. 2- 5 ух 59. a f (aaa 
2 xQy + In x 
yA 7. 
а) ахі by (naa с) 0d+In х) а) 0 
7 4x3 2x3 
69% 65. -be™4+C 67. ш —= c 
e 
In le* - 1+ С 71. 2 агсір (e) + С 
4 агсѕеп x? + С 75. 1 (16+ х2) + С п. d 
1 2 1 13. 15. 
(аав) +C 79. ¿MY 1410 +С 


2 


1 
-5 (07191) 0,500 8з. y=>5+3 10 | +С 


у = Ce 


854 


25. 


29. 


33. 


37. 


Soluciones de los ejercicios impares 


51. 


8112 ж 5,545 27. Y 


y 


(1,4) 


(0,0) 


47. 


53. 


55. 


-< 
3 z 
b) | ах; No c) 24,173 
o V4-x 
1 


hac 


27 
49. | LO ~ (3x - 2)] dx = — 
-2 4 
xt- 2x? +1 < 1-2 еп [-1, 1] 
4 


1 
| [а = х2) ~ (х4 2x° + 1)] dx = — 
Sj 15 


1 
) = 3,330 


(1-7 


ne 


57. $1,625 miles de millones 


61. $193.183 


b) 3,16 miles de millones de libras 


16 
63. — (4,/2-5) = 3,5 
65. a) 6,031 m? 67. Exceso de consumo = 1.600 
b) 12,062 т? Exceso de producción = 400 
7 с) 60.310 libras 
69. Verdadero 70. Verdadero 
1 
(l, Ve) А А 
Sección 6,2 (página 479) 


1 л 
л (х+ D’ daz 


11. 


13. 


17. 


23. 


29. 


35. 


39. 


41. 


45. 


49. 


53, 


55. 


57. 


Soluciones de los ejercicios impares 


1 2л 
2\2 _ үүзү? E 
| [aS — (х%)°] ах зв 


а 
af OY dy = 8л 


0 


1 
T 
"| 04 
о 4 


128л 256л 1927 
a) 8r b) c) d) 
15 
327 64n 
a) — b) — 15. 18л 
3 
2087 384л 


2 
ёл 31. 5 ® 4935 33. 1,969 
49,022 37. a 
5127 
a) 
15 

b) No, sólo se ha trasladado horizontalmente el sólido. 
187 

5 А h? п 
лен 1- + -— 47. — 

н Зн? 30 

a) 60r 51. Оп cuarto: 32,64 pies 
b) 50л Tres cuartos: 67,36 pies 
a) ii: cilindro circular recto de radio ғ y altura А 


b) iv; elipsoide asociado a la elipse de ecuación 


с) iii: esfera de radio r 
а) 1: cono circular recto de radio r y altura й 


е) у: toro de radio mayor R y radio menor r 


128 32./3 16 32 
а) — b) ENE с) ¿07 а) = 
3 3 3 
| 3 
Ша D с) УЗ ау Z 
10 80 40 20 


855 


па? sen 70° 


59. 
8 ѕеп 20° 
2р 2° te 0 
61. а) 7— СЕС НУШ 
3 3 090 
63. 5,/1-27?%% = 3,0415 
Sección 6.3 (página 489) 


a 128 
3. 2af xx dx = 5 2 
0 


2 2 16 
3 2 Л 
5. „| x” ах = 8п 7. » | е 


0 0 


2 
8 
9. „| хо? 4+4) = 2 


0 


l 1 1 
1. 2 792 ах = /2л|1-——]| ж 0,986 


2 8л 
13. | y2 – у) ау = ES 


о 39 


1/2 1 l л 
15. = || | (1) |= 
o 12 ХУ 2 


17. l6x 19. 64n 
1287x 64n 9бл 
21. а) b — с) | 
5 5 
3 3 4 3 
з. а з. h ogo ®@ 
15 15 15 
25. а) b) 1,506 
у 
27. а) Ьу 187,25 
-1 
29. a,c,b 31. d 


33. Diámetro = 24/4 — 2,/3 = 1,464 


37. 2n?r R 


856 Soluciones de los ejercicios impares 


39. Ambas integrales dan el volumen del sólido generado Е А 
А Й b) і + cos“ x dx с) ж 3,820 
por la región acotada por las gráficas de y = yx - 1, © 
у= бух = 5, al girar en torno al eje x. 
15. a) 


41. a) ii: cono circular recto de radio r y altura h 
b) у: toro de radio mayor R y radio menor r 
с) iii: esfera de radio r 1 3 
d) i: cilindro circular recto de radio гу altura h 
e) iv: elipsoide asociado a la elipse de ecuación Е 


2 
(5) з 0) = b) | Л же? dy с) ж 2,221 


43. а) 1.366.593 pies cúbicos 17. а) 
b) d=-0,000561x? + 0,0189х + 19,39 


24 


3 
-20 225 1 2 2 
b) | i+ ( ) dx с) ғ 1,871 
$ о 1+х 


c) 1.343.345 pies cúbicos 19. b 
d) 10.048.221 galones " 


21. a) 64,125 Б) 64,525 с) 64,666 а) 64,672 


Sección 6.4 (página 500) 23. a) b) ууу», Ys Уа 


1. 13 3. 4(/8-1)= 1,219 


5, 5/5- 24/2 я: 8,352 т. E 
9. а) 5 
с) 
-l 3 
-1 
2: 
T 27. 20[sh 1 -sh(-1)] = 47,0 metros 
b) | Jl + 4х2 ах с) ж 4,647 25. 5 А 
A 29. З arcsen 4 = 2,1892 
п. a) 2 


3 
1 
я 31. 2n | 37 + dx = о (82 ,/82- 1) ~ 258,85 
о 
2/3 1\үх? 1 47п 
= 33. 2л —+ += | х = 
‚06 2х/42 2х 16 
з 
1 
b) | [| +- dx с) = 2,147 8 1 
1 x 35. 2л] x |1 + х= 
х 


ү 943 
13. 2 
5 = > (145, /145 — 10,/10) = 199,48 
-1,57 47 37. 14,424 


05 41. 6л(3- 4/5) = 14,40 


Soluciones de los ejercicios impares 


43. Área de la superficie: = 1/27 pies cuadrados (unas 
16,8 pulgadas cuadradas) 


Cantidad de vidrio 


_ n /0,015 

© 27\ 12 

0,00015 pies cúbicos 
0,25 pulgadas cúbicas 


м 
= 
2 


ds 
47. = 4/1 [РО]? 
а) T L] 
b) ds=.J/1+[F0DY ах 
2 ауү 2 2 2 
(ds? =|1+ 1 (ах) = (ах) + (dy) 
^ 9 
с) (х) = l + tdt 
А 4 
22 13 
2) =— 422 – — 113 
2) 27 27 
Sección 6.5 (página 510) 
1. 1.000 libras-pies 3. 448 newton-metros 
5. с, д, а,Ь 
7. 30,625 libras pulgadas = 2,55 libras pies 
9. 87,5 newton-metros 
11. 180 libras-pulgadas = 15 libras-pies 
13. 37,125 libras-pies 
15. a) 761,905 millas-toneladas = 8,05 x 10? libras-pies 
b) 1.454,545 millas-toneladas = 1,54 х 10!° libras- 
pies 
17. a) 2,93 х 10* millas-toneladas = 3,10 x 10!! libras- 
pies 
b) 3,38 х 10* millas toneladas = 3,57 x 10!! libras- 
pies 
19. a) 2.496 libras-pies b) 9.984 libras-pies 
21. 48.0007 kilogramos-metros 
23. 2.995,27 libras-pies 25. 20.217,67 libras-pies 
27. 2.457п libras-pies 29. 337,5 libras-pies 
31. 300 libras-pies 33. 168,75 libras-pies 
35. 7.987,5 libras-pies 
3 3k 
37. 2.000 In 3 = 810,93 libras-pies 39. 7 
41. 3.249,4 libras-pies 43. 10.330,3 libras-pies 


Sección 6.6 (página 522) 


7. х= 6 pies 9. (ў) = Q, 4) 


11. (x, y) = E, —15) 


15. M, =£, M, =L, (ў) = G) 


99 27 32 
17. Mm=-2-m Lam (32) 


_ 192p 


0 
19. М, = 7 4,960, = (5.3) 


256 8 
21. M,=0,M -ZS @, = (50) 
23. M, = —, M = -—, (х, y = (5 5а 


1 
1 
25. a= | бх) de = e 


3 
27. а= | (2x + 4) dx =21 
0 


3 
m.=| (EL jarro ans 
„\ 2 


3 
м,= | x(2x + 4) dx = 36 
0 


29. 400 


-50 


(х, y) = (3,0, 126,0) 


А 
33. ¡Ene G =) 


5 Е рте) 
&, ў) = | o VE 


35. А 
З(а + b) З(а + Б) 


50 


-5 


(x, y) = (0, 16,2) 


857 


25 


858 Soluciones de los ejercicios impares 


37. 


39, 


b) х= 0 por simetría 


vb 

с) m= | x(b — x?) dx = 0 porque y = x € y = х? 
-/5 

son funciones impares 


b b 
d) y> 5 porque el área es mayor para y > 7 
3 
еф 
e) y 5 


41. a) (š, y)=(0, 12,98) 
b) y =(=1,02 х 107 5)x* — 0,0019x? + 29,28 
c) (y) = (0, 12,85) 


43. 


2+3 
47. a =( _ 0) 49. 160r? = 1.579,14 
T 


1287 Е 2r 
51. a а 134,04 53. (x, y) =| 0, — 
л 


О n+1 n+l 
55. a= я ) 


1 
Cuando n > оо, (x, Y) > (i. 5) 


Sección 6.7 (página 531) 


A ж: 


1. 936 libras 3. 748,8 libras 

5. 1.123,2 libras 7. 748,8 libras 

9. 1.064,96 libras 11. 12.000 kilogramos 
13. 243.000 kilogramos 15. 2.814 libras 


17. 


23. 


25. 


29. 


6.753,6 libras 19. 94,5 libras 
960 libras 


3.010,8 libras 27. 6.448,7 libras 


3/2 


У x 2,12 pie 
a) 2 pies 


b) La presión crece con la profundidad. 


Ejercicios de repaso del Capítulo 6 (página 533) 


13. 


na 


2 0 4 
| 0-о°-2›1 = | 2. х+1йх=„ 
1 


0 


17. 


Soluciones de los ejercicios impares 


2 y 3 
| (1-2) |а [1 - (х - 2)] ах = 
o 2 2 


1 
al [O + 2) - (2 - 2y)] dy = 
0 


Го 


2 


19. El primer trabajo. El salario en él es mayor que en el 
segundo trabajo todos los años excepto el primero y el 
décimo año. 

64n 1287 64n 1607 

21. а) — b) c) == d) 

3 3 3 
л? 

23. a) 64r b) 48т 25. T 
4л 4 

27. — (20 - 9 In 3) = 42,359 29. — 

3 15 
y 8 

31. 1,958 pies 33. (1+ 6/3) = 6,076 

35. 4.018,2 pies 37. 15r 

39. 50 libras-pulgada = 4,167 libras-pies 

41. 104.0007 libras-pulgadas = 163,4 libras-pies 

: 15 
43. 250 libras-pulgadas 45. а= a 
a. ar.) а. ў) [0,2 
A - . (,у)=[0,— 
YES 5 k 5 
51, = 2(9л + 49) б 
ME л + у? 

53. 72.800 libras (sobre las paredes laterales) 

62.400 libras (sobre la pared del frontal más profundo) 
15.600 libras (sobre la pared del frontal menos pro- 
fundo) 

55. 4.9927 libras. 

CAPITULO 7 

Sección 7.1 (página 543) 

1. b do e 

du 

5. u” du 7. — 

u 
u=3x-2,n=4 u=1-2/x 
du 

9, 11. sen u du 

a? - и? 
u=ta= и = 12 


13. 


17. 


21. 


25. 


29. 


33. 


37. 


39. 


43. 


47. 


49. 


53. 


57. 


61. 


е“ du 
и = sen х 
1 1 


A AAA +С 19, 


zv- + 
2 63v — 1)? 


1, 
27 +х+ а lx -1]+ € 


x 4 2 
BA + 20x* + 15) + С 


1 
——сов ес nx + С 31. 
л 


21п(1+е*)+С 35. 


1 t 
In (£ + 4) — zarctg — + С 
2 2 


1 
Ба (21-1) +С 


х 
3 агсѕеп 


а) 


12 
YE ыкыс 


1 
2 


4 59, Z 


-7 5 


-l 


Una gráfica es traslación 
vertical de la otra 


3 
+C 45. 


859 


1 
15. -zC + 5352 + С 


1 
-zinj +0г+1|+С 
23. 1п(1+е*)+С 


1 
27. —sen 2nx? + C 
4л 


1 
O 
5 


In [sec x (sec x + tg x)| + С 


1 2 
41. —Inicos-¡+C 
2 t 
1 2x + 1 
—arctg +C 
4 8 


1 z | 
Б) —arcsen г – – 
2 2 


0,8 


1 tg x 
51. JEFE 


1 
55. z0 - e`!) ж 0,316 


tg 0 – sec 0+C 


6 


-1,57 


6 


Una gráfica es traslación 
vertical de la otra 


860 


Soluciones de los ejercicios impares 


65. a=/2b= 2 
л л 
= — In (соѕес (+ + z) + ctg (+ + z) +C 
4 1 
67. a 69. — 71. a=- 
3 2 
73. а) n(l- e7!) я 1,986 
Зл 
b) b= jln ж 0,743 
Зл ~ 4 
2 
75. ————— ж 2,157 77. 1,0320 
arcsen (4/5) 
79. Verdadero 
80. Falso: si u = sen x, entonces du = cos x dx 
Sección 7.2 (página 552) 
1. а) і b) iv c) ш d) i 
3. u=x dv = e™ dx 5. u= (ln x)?, dv = dx 
1 
7. и=х, йр = sec? х dx 9. ое 
е 
l o 
11. e” – 3x? + 6х- 6) + С 13. 5° +C 
1 
15. ¿Re - 1) In үг + 1] - 12 +2] + C 
1 3 2x 
т. Me ө, — +c 
3 40x + 1) 
; Ax - 197 
21. (x-1¥e*+C 23. = E 
25. xsenx+cosx+C 
1 2 
27. xarctg х- ln (l +x) + С 
1 l 
29. С oe 31. ESE +C 
2 
33. y= TE (2712 — 24t + 32) /2 + 3t+C 
35. ѕзепу= х? + С 


37. 


51. 


53. 


57. 


59. 


67. 


71. 


а) Ь) 2,/y – cos x — хѕепх = 3 


6 6 
И 4 
_т 41. е[ѕеп (1) — cos (1)] + 1 x 0,909 
2 2 
л е?* 
=-1 45. — (2x? -2x+1)+C 
2 4 


Gx – 6) sen x – (х? – бх) cos x + C 


x tg x + In [cos x| + C 


en 


—— (321 + 241? + 1214 3) + С 

128 

1 - 2 3/2 

g” "+3) = 0,2374 55. Al Ріх+ 1) +С 


1 
A 


n=0:x(nx-1)+C 
y 
пао 


3 


n=25G Inx-1)+C 


х“ 
п= 3: —(4Iinx-D+C 
16 


х5 
п=4:—(51пх-1)+С 
25 


+1 


х" 
Ae М ы агы 


ЕТЕ 
(п + 


4 2х 


Tanx- 1)+C 69. <> (2 cos 3x +3 sen 3x) + C 


5 
1 - — = 0,908 
et 


75, 


Soluciones de los ejercicios impares 


a) 1 b) me-2) x 2,257 


241 
(е + т 213177 


2+ 1е- 2 
d) (E e 5 ) хот, 0,359) 


7 
77. ——(1- е7") x 0,223 79. $931.265 
10r 
8h пл 
83. Б, = —— зеп | -— 
(пл) 2 
87. а) No b) 4 
0 4 
0 
Sección 7.3 (página 561) 


11. 


17. 


19. 


21. 


23. 


1 
а) qe + cos 4x) 
b) 2costx-2cos?x+1 


1 
c) 1-2sen?xcos?x d) 1 — ¿sen? 2x 


e) Cuatro. No: con frecuencia hay más de una forma 
de reescribir una expresión trigonométrica. 
1 6 
— sen? 2x + С 
12 


1 3 
=—с05° x + C 5. 
4 
1 2 1 
——сов? x + cos x — = cos’ x+ C 
3 5 7 
1 
—(6x + sen 6x) + С 
12 
1 2 
¿O — 2x sen 2x — cos 2x) + C 
1 
am [sec 3x + tg 3x| + ,C 
1 2 
тё ЭК Ө + 5х) + C 


1 
э (вес nx tg nx + In [sec nx + tg axl) + С 
л 


X xX 
tg [2)-21tg2(2)-41 


+C 


X 
cos — 
4 


25. 


31. 


33. 


35. 


37. 


39. 


4i. 


43. 


45. 


47. 
49. 


53. 


61. 


63. 


1 

tgx+C 27. 
2 

Poud 

–ѕесх + С 

3 


r= 


1 
— (12 лб – 8 sen 21.0 + sen 4л0) + С 
327 


1, 1 
у = sec? Зх – -sec Зх + С 
9 3 


1 1 
b =—х——еп 2х 
a) ) y e 


4 


1 
———(со$ 5x + 5 cos х) + С 
10 
1 
¿a sen 20 — sen 40) + С 
1 2 2 
4% |совес^ 2x| — сів“ 2х) + С 


1 
—ctg 0 – 398° 0+C 


In [cosec 1 — ctg t| + cos t + C 


In |cosec x — ctg x| + cos x + С 51. 1-2tg1+C 


1 4 
T 55. 50 -ln 2) 57. In2 59. 3 


1 
Taa 


6 


6 
1 3 
Бес ДХ tg nx + 


3 
+ (ес жеш п [sec nx + tg лх|)] + С 


3 


3 3 


862 


65. 


71. 


73. 


81. 


83. 


87. 


11. 


13. 


Soluciones de los ejercicios Impares 


1 3/2 3 
O. 6 З ву. 
Sr 10 16 

5 
-2 2 
-5 
tgó Зх tg% Зх secó Зх вес“ 3x 
a) + +C, - +C, 
18 12 18 12 
b) 0,05 
0,5 0,5 
0,05 

1 15. а л? Ы (9) тт 

— . а) — ӯ) = [-, – 
2 2 ОТЕ 

1 4 2 
то х + 4 зеп? х + 8) + С 
5 2nx 5 2лх 

tg sec +2]+C 
6n 5 5 

лі пі 

а) H(t) = 55,46 – 23,88 cos A — 3,34 sen F 


лі лі 
Б) 10) = 39,34 – 20,78 cos = 4,33 ѕеп © 


c) Verano 


In lx+./x? - 4+ С 


1 
pe - 4)22(3х2 + 8) + С 


1 1 
з +2022 6С 15. (ча х ЕТ 


2 +C 
+ х? 


17. 


19. 
23. 


25. 


29. 


33. 


35. 


37. 


39. 


41. 


43. 


45. 


47. 


49. 


51. 


55. 


59. 


61. 


1 2 
ЗР 9х += In [3х + 4 + 90+ С 
/х*+9 +С 21. 2л 


In j + 4/2 - 91+ C 
1 = х2)3? 1. [| /4+9+3 
AE E рб 
3x7 3 2x 


1 
х/х? + 3 
1 
z Eesen е* + e*l ~ е?) + С 


1 
+C 31. z0 + е2х)32 + С 


1 


: A t 2 +C 
arc 
Ar A 
1 
x arcsec 2x > 1 Px+ 4/42 — 14 C 


– 2 
агсвеп 6 ) +C 
2 


„А2 + dx + 8-21], t Ах + 8+ (х+2|+С 


a) y b) 3-5 ~ 0685 


a) y b) X2 - 4/2) = 5,272 

1 

он 15), /x? + 10x + 9+ 

+ 33 10 |./4? + 10x + 9 + (х + 5) +С 
1 

¿yr = рж 1р2 рс 


nab 53. 6n? 


50/2 + Ц 
In | ALT |+, /26- 4/2 а 4,367 
Е TN de 


a) 60 
-25 250 
-10 
b) 200 
2+1 
с) 100,/2 + 50 In (+) д 229,559 
2-1 


= 102,/2 - n (3 + 2,/2)] = 13,989 


4Gx + 7 104 
A Len = (4,89, 1,55) 31. 
Зл +4 5(3л +4) 
65. a) 187,27 libras b) 62,47 libras 
12 - {/144 — +? 
67. b) у=-121п (ELE лш шр 
x 
30 
33. 
0 12 
0 
с) x=0 d) 5,2 metros 
Jx — 1 
69. Verdadero 70. Falso pe dx= fie 8 d0 
x 
УЗ 4 ©З 35, 
71. Falso | — = | cos 0 d0 
о (+x) б 
72. Verdadero 
Sección 7.5 (página 583) 
A B A Bx+C 
l. — 3. — 
x х-10 x x+10 
A B C 1 — 1 
с ы е 
х Xx х— 10 2 k+l 
37. 
9 In=+C 11. З рх Ц 21+ +С 
х + 
13. Sin lx - 2] — In lx +2)|- 3 In (xj + C 
15. х2 + 31а he 4|-3 In [lx +2]+ C 
l 2+1 
17. == трека 19. +С 39. 
х х 
| x-2 = x 43 
26. —| In +./2arctg | —] | + С A 
6 | x+2 v Е с 
1 4х2 — 1 51. 
23. — In | +C 
16 4х2 +1 
х +1 
25. не аав (q) + с 53. 
1 8 л 
27. 112 29. —in[-)-—+arctg 2 = 0,557 55. 
2 5 4 


Soluciones de los ejercicios impares 


у= 3 lnk- 3] - +9 


x-3 


[9 
© 


= 


(4, 0) 


5 


— 
сл 


y 


il 
p 
ч 
o 
сз 

то 


N 
| 
кә 
R 
ы 
ю 
+ 
N 
әм 
A 


] 
ә 

га 
a 


1 
у= Ine 21+5 ink? +x + 1 
2x +1 1 
=y 3 arctg | —— | - – 1 13 + 
32 2 


7 
+,./3 arctg — + 10 
В 


20 


ко 
į 
сл 

с 


у= In |x- Ц – arctg x + arctg 2 + 6 


0 
N 

! SS 

SN o 
л 


COS x —1-+ sen х 
In 41. In = 
cos х ~ 1 2 + sen х 
1 ех – 1 
-In +C 49. c 
5 ех +4 
3 
a) 2л{ arctg 3 – — | ж 5,963 
10 
b) (х,у) = (1,521, 0,412) 
п[е +106 _ 1] 
Жет n+ ea + Dki 
л 1/12 1/10 111/140 1/42 
Ра 57. + + + 
8 х х—1 х+4 x-3 


863 


864 Soluciones de los ejercicios impares 


Sección 7.6 (página 590) 


1 
1. Кк +х| +С 


3. [е /е2* + 1 + 1 (е + ./e% + 1)] + С 


7. 4(6х – 3 sen 2х cos 2х — 2 sen? 2х cos 2х) + С 

9. -2(ctg yx + cosec Vx) +C 

11. x-3In(1+e)+C 13. £x*(4Inx-1)+C 
15. ayb ee -2x+2)+C 


Е 1 


17. a)y b)in -+C 19. іе" +С 
X 


x 
21. +{(х?+1)агсвес (x? +1)-1n [(х?+1)+ /x*+2x°]}+C 


T х2 – 4 
23. ТАШАА 25. == +C 


4x 
2 1 
27. —|In|l-3x] + +C 
9 1 ~ Зх 


29. ех arccos (ех) – /1 -e° + С 


31. 02 + сір x? + cosec 1?) + С 


33. arctg (sen x) + С 


02 1 + sen 0 /2 + 91? 

35. — arctg | ——=— |+ С 37. -= 

2 15 2х 

39. (tt — 1212 + 24) sen t + (44? — 241) cos 1 + С 
41. 4Q ту -31n13 +2 n px) + € 


уш КЕ М КЕ И, 
> — arc X= 
LO 2° 


45. 1а р2- 3+ х4 61 + 5| + С 
47. 3./4- (х2 +8) +С 


2 


+ С 


49. = ————5 + ln (1+ е) + С 
1+ех Al + ех)? 
2/1- 
ya 4+7 
ЕГ 
8 
0,5 1,5 


2 


59. a a E 
+З (4/3 + 4/2) 
3 


2,5 1 


-6 


61. у= –соѕес 0 + 4/2 + 2 
10 


где 


2 tg (0/2) -3- 4/5 
63. — n EEN E 
1/5 1218 (0/2) -3+ 4/5 
65. 12 67. jin(3-2cos8)+C 69. 2sen,/0+C 
TL # 73. 1.919,145 libras-pies 


-1,57 6,28 


1 


75. a) V= 80 1n (./10 + 3) = 145,5 pies-cúbicos 
W = 11.840 In (./10 + 3) = 21.530,4 libras 
b) (0, 1,19) 
30 
77. а) k=— ж 15,42 
in 7 


b) 14 


Sección 7.7 (página 601) 


Jaen sopa Jos Ja] 
2,4132 | 2,4991 2,4991 | 2,4132 


2,5 


5 ере 
rara o] 
0 


54 7.14 93 1.3 13 0 15 2 


1. 


17. 


19. 
31. 


35. 


37. 


41. 


45. 


49. 


51. 
57. 


Soluciones de los ejercicios impares 


o 
A 
| 
a 


-12 -0,5 
а) No es indeterminada b) 0 
c) 2 
dl 27 7 
0,5 
a) о° b) 1 39. а) 1° be 
с) 2 c) 6 
ш Ly] 20 -i ¿e $ 
0,5 z 
а) со-оо b) -3 43. а) о-о b œ 
c) 4 c) 8 
| -l 4 
1. t 
a) 3 47. a) \ 10 
К | | x > 
1 -2 
b) 4 b) 3 


a) }(х)=х*— 25, р(х) = х— 5 
b) рО) =a- 5)2, (1) = х? - 25 
с) Јо) = х? – 25, g) = (х - 5)? 
0 53. 0 55. 0 


EIA 


DOLA 
(In х)* 
2,811 | 4,498 | 0,720 | 0,036 0,000 
x 


59. 


61. 


63. 
65. 
67. 


71. 


77. 


78. 


80. 
81. 
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Asíntota horizontal: y = 1 
Máximo relativo: (e, e*/*) 


Asíntota horizontal: y = 0 3 


2 
Máximo relativo: (1 г 2 10 
e 


El límite no es de la forma 0/0 ni 00/00 


El límite no es de la forma 0/0 ni 00/00 


a) 1 69. v=321+0, 
с) 1,5 

6 6 

-1,5 

1 
3 2 л 
- 73. c=- 75. c=- 
4 3 4 


Falso: la regla de L’Hôpital no es aplicable porque 


lím (x? +х +1) #0 
x>0 


ex - 2) 


Falso: у’ = 3 79. Verdadero 
x 


Falso: tomar f(x) = ху (х) = х +1 


1 


a) }зѕеп 0 – ї ѕеп Өсоѕ 0 b) 10-4} ѕеп дсоѕ 0 


sen 0 — sen Ө cos 8 


d 3 
0 — sen 0 cos Ө da 


Sección 7.8 (página 612) 


Discontinuidad infinita en х = 0; 4 
Discontinuidad infinita en x = 1; diverge 
Límite de integración infinito; 1 
Discontinuidad infinita en x = 0; diverge 


Diverge п. 2 13. 1 15. 3 17. п 


= 21. Diverge 23. Diverge 


866 Soluciones de los ejercicios impares 


25. 6 27. —4 29. Diverge 1 
13. tg0+secg+C 15. -- (1 +1һ 2х) +С 
З. 0+ 4/3) 33. 0 35. p>1 i 
1 
39. Diverge 41. Converge 43. Converge 17. 5 (4 агсѕеп a + х/4—х?у+ С 
45. Diverge 47. Converge 3 | 
| 5 ; 19. шо +0) +C 21. 1багзесв-+С 
49. - 5. 5 53. 33 5 a ды $ 
s s` s$ +a s? - a? 
1 > x+2 
E 23. ш. lx нася 8l = arcte ( }+с 
57. а) 1 b) > c) 2л 


25. ¿(sen 20—20 cos 20) + C 27. +(Q0-cos 20)+ С 


59. Perímetro = 6 
29. 2./1-cosx+C 31. sen x ln (sen х) – sen x + C 
33. 15 [(8x? – 1) arcsen 2x + 2x,/1 - 41%] + C 
; 35. $ [3/4 – 3х1 + 3 arctg (х!'®)] + C 
8x-7 1 1 
és 37. y=6 In je l|- +- + 3+ 
| 210) 2 2 
61. a Г) = 1, ГО) = 1, Г(3) = 2 10 
с) Г(п) = (п ~ 1)! 
63. b) Р = 43,53% с) Е()=7 i 


65. a) $757.992,41 b) $837.995,15 
с) $1.066.666,67 


1 x 
39. y=- arctg = + ln (x? + 4) + 4 In |х — 2|- 
UR әй оо л 


1 3 
а? Ja? + 1 y arctg 5 = In 13+2 


69. аф Б) % A 


4 
{ 1 
71. Falso: considerar f(x) = 
х +1 
-1 4 
1 


-10 


67. 


S А 
72. Falso: | => dx diverge y lím =0 
o yx+l al ; 
73. Verdadero 74. Verdadero 41. у= E In «йе эши о + 0,3 
5 cos 0— 4/5 (sen 0-1) 


2 
Ejercicios de repaso del Capítulo 7 (página 615) 
4 3 
е?* 
1. — (2 sen Зх – 3 cos Зх) + C 
13 5 


1 + sen 0 + cos 0 


1 
3. тн sen (nx – 1)[сов^(лх -1)+2]+C€ 43. у= In 
л 


1 + cos 0 


4 
2 : 3/4 - х? 
5. iel +3 (8 “\+с т. а cC 
3 2 2 x 
2 5 
9. 61а |x- l|- In (x? + 1) + 6 arctg x] + С 
4 


M. x+2 In [e - 3] - 4 In le +5] +C 


Soluciones de los ejercicios impares 


1 
45. же у= 2 ео 0) 


2 


-6,28 6,28 


-1 
x-3 
x+3 


47. у=-1п 


49. y=x In р + 2x0 + In lx + 1] + € 


4 + х? 
51. а) уБ) – —+C 
4х 


1 
53. a) b) y e)z у4+ х? (х®—8) +С 


1 
55. 4 57. “п 4)? = 0,961 59. л 


4 
61. 128 63. (х, = (0 ż) 
3л 


65. a) e-1z 1,72 b) 1 


с) $(e-1) = 0,86 d) 1,46 (regla de Simpson) 


67. 3,82 69. 0 71. © 73. 1 
75. 1.000e%:% = 1.094,17 77. Converge; 22 


79. Diverge 
81. а) $6.321.205,59 b) $10.000.000 
83. a) 0,4581 b) 0,0135 


In x? 1 КИ 1 
87. Falso: dx =- | dn x^) ~ dx=- | u du 
х 2 х 2 


88. Verdadero 


1 1 
89. Falso: | х? – dx= | || /1—хах 
1 БЕГ 


90. Verdadero 


CAPITULO 8 

Sección 8.1 (página 629) 
1. 2,4,8,16, 32 3. -$,1,-{.тв.—% 
Sl 3, T6» -25 7. 3,3, Li 


9. 3, 4, 6, 10, 18 11. 32, 16, 8, 4, 2 13. 
14. а 15. с 16. b 


17. 


21. 


23. 


25. 


27. 


33. 


39. 


45. 


47. 


51. 
57. 
63. 
67. 
71. 
75. 


77. 
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14, 17; sumar 3 al término precedente 
Ys. —33; multiplicar por —4 el término precedente 


1 


10.9 29. n+l б сыбыс Ыс ы = 
(2п + 1)Ол) 
1 
E A 3], E 
n+2 
шй Al n+l n 
2712 п (п + 1) (п + 2) 
(= 1)", Е 


1-3-5--Qn-D (2л)! 


Converge а 1 Diverge 

Diverge 53, Convergea3 55. Converge a 0 
Convergea0 59, Diverge 61. Converge a 0 
Converge a 0 65. Converge а е“ 
Monótona, acotada 69. No monótona, acotada 
No monótona, acotada 73. Monótona, acotada 


No monótona, acotada 


b) 7 


-1 
Límite = 5 
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79. 


81. 


83. 


85. 


87. 


89. 


91. 


93. 


Soluciones de los ejercicios impares 


b) 
599000000 

үү, 1 
Límite = - 
3 
1 
a) a,=10-- 
n 


b) Toda sucesión monótona y acotada es convergente 
(Teorema 8.5). 
3n 
a, = 
4п +1 
d) Una sucesión no acotada no puede ser convergente. 


а) No 

b) 

q 
А, |$9.086,25 |$9.173,33|$9.261,24 $9.349,99 |$9.439,60 


AENA ж 
А, |$9.530,06|$9.621,39 |$9.713,59 |$9.806,68 | $9.900,66 
a) $2.500.000.000(0,8)” 

; 
$2.000.000.000 | $1.600.000.000 
Presupuesto | $1.280.000.000 | $1.024.000.000 


c) Converge a 0 


Presupuesto 


а) a, = 697,32 + 59,69n 


900 


zg 4 
-100 
b) $1.294 


5, = 240, 5, = 440, 5, = 810, 5, = 1.490, 5,0 = 2.740 


1.562.500 
567 


a) di=410= 


b) Decreciente 
c) Las factoriales crecen más deprisa que las expo- 
nenciales. 


1, 1,4142, 1,4422, 1,4142, 1,3797, 1,3480; Converge a 1 


95. 


97. 
99. 


101. 


a) 1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144 
b) 1,2, 1,5, 1,6667, 1,6, 1,6250, 1,6154, 1,6190, 
1,6176, 1,6182 
1+ 1/5 
2 


d) p= = 1,6180 


Verdadero 98. Verdadero 


Verdadero 100. Verdadero 
1,4142, 1,8478, 1,9616, 1,9904, 1,9976 


lím a, = 2 


п» о 


Sección 8.2 (página 641) 


р Е ж; 


п. 
13. 
15. 


17. 
19. 


21. 


23. 
27. 


29. 


1, 1,25, 1,361, 1,424, 1,464 
3, 1,5, 5,25, -4,875, 10,3125 
3, 4,5, 5,25, 5,625, 5,8125 
lím a, =1%0 9. 


п о 


lím а,=1 #0 


n> 2 
Serie geométrica: r= 5 > 1 
Serie geométrica: r = 1,055 > 1 


lím a=} #0 


n> © 
Serie geométrica: r= 3 < 1 
Serie geométrica: r = 0,9 < 1 


: : 1 1 
Serie telescópica: а, = – – 
п 


n+1 
с; 3 24. Ы; 3 25. а; 3 26. d,3 
а) 20 


Pfa] s | of afso w 
8,1902 | 13,0264 | 17,5685 | 19,8969 | 19,9995 
22 


c) 


d) Los términos de la serie decrecen en magnitud con 
relativa lentitud y la sucesión de sumas parciales 
tiende hacia la suma de la serie de forma relativa- 
mente lenta. 


а) Y 


» + jee Г 
|5, (13.3203 13,3333 | 13,3333 | 13,3333 | 13,3333 


31. 


41. 


47. 


49. 
55. 
61. 


63. 


65. 


67. 


73. 


75. 


77. 
79. 
85. 


Soluciones de los ejercicios impares 


0 П 
0 


d) Los términos de la serie decrecen en magnitud con 
relativa lentitud y la sucesión de sumas parciales 
tiende hacia la suma de la serie de forma relativa- 
mente lenta. 


Ы 4 
3 43. 3 45. Y — (0,)" = – 
п=0 9 
L3 5 
— (0,01) = — 
2 40 en 66 
Diverge 51. Converge 53. Diverge 
Converge 57. Diverge 59. Diverge 
а) х 
1 
b) Јо) = ——, || <1 
1-х 
с) 3 
-1,5 1,5 
= 
q 6 
27 10 


En 

Asíntota horizontal: y = 6 

La altura de la asíntota horizontal es la suma de la 
serle. 


Los números de términos requeridos en las dos series 
son, respectivamente n = 100 y n = 5. La segunda serie 
converge más rápidamente. 


80.000(1 — 0,9”) 69. 152,42 pies 71. 


co 


a) 126 pulgadas cuadradas 
b) 128 pulgadas cuadradas 


а) $5.368.709,11 b) 
с) $21.474.836,47 


$10.737,418,23 


a) $16.415,10 
a) $118.196,13 
$3.623.993,23 


b) $16.421,83 
b) $118.393,43 
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87. Y 1, У El (La respuesta no es única) 
n=0 n=0 
21 
89. Falso: У - diverge 90. Verdadero 
n=1 
91. Falso: la serie debe empezar соп n = 0 para que el lími- 
te sea а/(1 — r) 
92. Verdadero 
Sección 8.3 (página 649) 
A 0ана 
1. Diverge 3. Converge 5. Converge 
7. Diverge 9. Diverge 11. Converge 
13. p>l 15. Diverge 17. Diverge 
19. Converge 21. Converge 23. a, diverge 
24. а, diverge 25. b, converge 26. с, converge 
27. No. En algunos casos los términos decrecen hacia 0 tan 
lentamente que la serie no es convergente. 
29. a) 

b) No. Como la magnitud de los términos de la serie 
va tendiendo a cero, se requieren más y más térmi- 
nos para aumentar en 2 la suma. 

33. К, 2 0,0015 35. Кү, = 0,0997 
S = 1,0811 Sio = 0,9818 
37. R, =56x107* 39. N>7 41. N>2 
S¿ = 0,4049 
00 1 А 00 1 А ; 
43. No. Como у — diverge, y — también diverge. 
n=1 A п= 10.000 A 
En la convergencia o divergencia de una serie по influ- 
yen unos cuantos primeros términos. 
Sual 
45. b) — = 0,4665 + 0,2987 + 0,2176 + 
п=2 P’ 
+ 0,1703 + 0,1393 + --- 
= 0,7213 + 0,3034 + 0,1803 + 
„ъп Inn ; 
+ 0,1243 + 0,0930 + --- 
с) п> е0 
2.1 
47. Y - 49. Diverge 51. Converge 
n=1 AM 
53. Converge 55. Diverge 
57. Diverge 59. Converge 


870 Soluciones de los ejercicios impares 


Sección 8.4 (página 656) 


Ж 


6 
by y ыз! Сопуегре 


n=1 

с) Los valores absolutos de los términos son menores 
que los de los términos de una p-serie, luego con- 
verge. 

d) Cuanto menor es el valor absoluto de los términos, 
menor es el de las sumas parciales. 


3. Converge 5. Diverge 7. Converge 

9. Diverge 11. Converge 13. Converge 
15. Diverge 17. Diverge 19. Converge 
21. Diverge 23. Converge 25. Diverge 


27. Diverge 29. Diverge; criterio de p-series 


© 1 n 
31. Converge; comparación directa con y (5) 
n=1 


33. Diverge; criterio del término general 


35. Converge; criterio integral 


39. Diverge 41. Converge 
Sen La Sab” 
л? 1 1 
с) 0,1226, — – = _ 
8 (2-1-1)? (2-2-1) 
d) 0,0277 


1 1 
47. Falso: tomar a, = 5 y b,==3 
n п 


48. Verdadero 49. Verdadero 


50. 


53. 


57. 


Falso: tomar a, = z b, = 2, ус, = 


1 


3 


12 16 20 


Сото 0 <а„<1,0<ар<а„<1 


Sección 8.5 (página 666) 


0,8667 0,7238 | 0,8349 


ERTA 
0,7605 


„к 


Т И ШЕГӘ 
0,7440 | 0,8209 0,7543 0,8131 


с) Los puntos se alternan a los lados de la recta hori- 
zontal y = 7/4, que representa la suma de la serie. 
La distancia de los sucesivos puntos a esa recta va 
disminuyendo. 

d) La distancia del apartado с) es siempre menor que 
el valor absoluto del siguiente término de la serie. 


El о 
А 0,7500 | 0,8611 0,7986 | 0,8386 


AEREA ES 
0,8108 0,8312 0,8156 | 0,8280 | 0,8180 


Soluciones de los ejercicios impares 


J11 


с) Los puntos se alternan a los lados de la recta hori- 
zontal y = n?/12, que representa la suma de la se- 
rie. La distancia de los sucesivos puntos a esa rec- 
ta va disminuyendo. 

d) La distancia del apartado с) es siempre menor que 
el valor absoluto del siguiente término de la serie. 


9. Converge 11. Converge 13. Diverge 
15. Converge 17. Diverge 19. Diverge 
21. Converge 23. Converge 25. Converge 
27. Converge 
29. а) 7 términos (nótese que la suma comienza en N = 0) 

b) 0,368 
31. а) 3 términos (nótese que la suma comienza en N = 0) 
b) 0,842 
33. a) 1.000 términos b) 0,693 
35. 7 37. Converge absolutamente 
39. Condicionalmente convergente 41. Diverge 
43. Condicionalmente convergente 
45. Absolutamente convergente 
47. Converge absolutamente 
49. Converge condicionalmente 
51. Converge absolutamente 
55. $ Ely 3 para0 <р < 1 
n=1 
57. a) -1<х<1 b) х= -1 
59. Falso: tomar a, = z А 60. Verdadero 
Sección 8.6 (página 674) 
5. а 6. с 7. а 8. b 
2 AT 


9,2104 | 16,7598 | 18,8016 | 19,1878 | 19,2491 


п. 
17. 
23. 
29. 
35. 
41. 
43. 
45. 
47. 


49. 


51. 


53. 
55. 
57. 
59. 


63. 


67. 
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d) 19,26 

e) Cuanto más deprisa tienden a 0 los términos de la 
serie, más deprisa tiende la sucesión de sumas par- 
ciales a la suma de la serie. 


Diverge 13. Converge 15. Converge 
Diverge 19. Converge 21. Diverge 
Converge 25. Converge 27. Diverge 
Converge 33. Converge 

Converge 37. Diverge 39. Converge 


Converge; criterio de las series alternadas 
Converge; criterio de p-series 
Diverge; criterio del término general 


Diverge; criterio del cociente 


| 1 
Converge; comparación еп el límite con b, = — 
2" 


1 
Converge; comparación directa con b, = — 
qu 


Converge; criterio del cociente 
Converge; criterio del cociente 


Converge; criterio del cociente 


ayc 61. ayb 

< n+l 

У тет 65. а) 9 b) -0,7769 
n=0 


© 
1 
No: la serie У ————— es divergente 
2, п + 10.000 


Sección 8.7 (página 685) 


872 


23. 


25. 


Soluciones de los ejercicios Impares 


by f%(0)=-1 PP (0) = –1 
РХ (0) = 1 PP (0) = 1 
Г 0) =-1 РФ (0) = —1 
с) f” (0) = Р? (0) 
begr - іх 9. 1+ 2х + 202 + 405 +3 


х= $x? + do 13. х+ х2 + рх? + х 

1-х+х?-х%+х° 

1-(х-1)+(х-1)2—(х—1)#+(х—1)* 

(х=) - к 1? + с 0)? - 46 - 1) 

а) EOS b) EE 
3 37 15 


2 3, 
© 0x0=1+2(x Deals z) (5-9) 
4 4) Na 
6 


a) 


| 


Pax) 
0,2474 | 0,4794 | 0.6816 | 0,8415 
3 
PAP, [Р 


7 3 [ 


b) 


с) Al crecer la distancia, la aproximación polinómica 
pierde precisión. 


1 
а) Руху=х+ E 


b) 


Лх) |-0,вав —0,524 | -0,253 КЕ 0,253 
—0,820| —0,521 | -0,253 | о [| 0253 | 


с) У 


4 -54 
27. Parla] 
6 
4 
2 FO) = cosx 
4 
—6 
ONN 
29. 0,6042 31. 0,1323 33. R, < 2,03 x 1075 
35. R, < 7,82 x 107? 37. 3 
39. 9; 0,4055 41. 0,3936 <х<0 
43. а) fœ) = Р (х) = 1+ РЕ И 
. а х) а х) = х х х х 
б 2 6 24 
во) = О ааа и 
5 2 6 24 
О.(х) = хР(х) 
4 y6 
b) gx) = Po) = х? ~ 31 + 51 
2 yt 
с) gw) = Р(х) = 1 сҮ 
Sección 8.8 (página 696) 
1 
1. R=1 3 о, 5. К=‹со 7. (2,2) 
9. (1, П 11. (o, о) 13. х= 0 
15. (4,4) 17. (0, 10] 19. (0, 2] 
21. (0, 2с) 23 Ж. 25. ( 00) 
Я ‚ 2с . -z . (оо, 
22 
27. (1,1) 29. x=3 
31. а) (—2,2) b) (2,2) с) (42) а) 12,2 
33. a) (0,21 Ь) (0,2) с) (0,2) d) [0,2) 
35. с 36. а 37. b 38. а 
39. а) Рага (х): (oo, оо); Рага g(x): (00, 00) 


а) f(x) = ѕеп х 
g(x) = cos х 


Soluciones de los ejercicios impares 


43. с) d) 0,92 


3 
Тч 
5 


45. f(x) = cosx 


2 
mA i 
-1 1 
-2 


8 
49. = b) — 
a) 5 ) 


1,80 


с) La serie alternada converge más rápidamente. Las 
sumas parciales de la serie de términos positivos 
tiende a la suma por defecto (desde valores infe- 
riores). Las sumas parciales de la serie alternada 
van alternándose a los dos lados de la recta hori- 
zontal que representa su suma. 


51. 


53. Verdadero. 


54. Verdadero. 


Sección 8.9 (página 704) 


[е0] х" 00 (—1)"х" 

1. 2 1 5 г 
© = $)" © 

5 Y с, 7. -3 У 0 
п=0 (3) n=0 


(2, 8) 11 
77 
2 


17. 


21. 


25. 


27. 


29. 
33, 


35. 


39. 


41. 


53. 


55. 
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15. 2 У x” 


E 1 
-1 
pA E | п= 0 


(1, 1) 


2 У 2" 19. У Enya! 
n=0 n=1 
El, 1) ELD 
о (1) n+1 © 
0 ооз. Ў 
п=0 A+ 1 n=0 
EL 1] E1, 1D) 


>, ENE)" 


n=0 


Те аә Jos Yes рә] 
5 
5, 


3 


£ 


c 30. d 31. a 32. b 


f(x) = arctg x es una función impar (simétrica respecto 
del origen). 


0,245 37. 0,125 

У пх?! 

п= 0 

(1, 1) 

Е(п) = 2. Como la probabilidad de sacar сага en una 


tirada es 1/2, es de esperar que, en promedio, se obten- 
ga una cara en dos tiradas. 


3 
b) 3,14 47. In 3 zæ 0,4055 


7 1 
nz æ 0,3365 51. arctg 5 а 0,4636 


La serie del Ejercicio 50 converge a su suma a un ritmo 
menor, ya que sus términos tienden a 0 mucho más des- 
pacio. 


0,6931 
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Sección 8.10 (página 715) 


Soluciones de los ejercicios impares 


13. 


15. 


17. 


21. 


25. 


31. 


33. 


35, 


37. 


ү Я 
х (2х)" 2 x (1) 002 л п 
р уз f= 
n=0 A n=0 п! 4 
= ED ENE 
y TE 
у= п + 1 n=0 (2n + 1)! 
2 5x4 Ж. 
SOLE 11. ОРОО 
1 2 (=) 1.3.05... (2п – Dax? 
=|1+ 
al 2, 23"п! | 
2 ® (ду! раз 5 (20-3 
[О-у y En = X 
Н 2"! 
2 4 æ —1)"(2. 2n+1 
Е 2. 19. У CEDRO" 
2 2221 ЕСЕТ 
LE © (=1)"x?" 
5 Оп) „Zo 2n + 1)! 
Ж 2n+1 1 20 —1)"(2. 2п 
y х E (—1)"@2х) 
„о Qn + 1)! 2 n=0 (2n)! 
Бати PE 
ў 3 30 
14 
—6 2 


5 


5 
Р =zx-x + xL rtt. 
aX) =x- є^ Er 


а; у 2 х ѕеп х 


38. b; у ж xcosx 


1 
39. с; у x хе* 40. {у= “ ) 
x= 


ж O 


41. Уу = 43. 0,6931 45. 


„70 (2n + 3)(п + 1)! 


47. 0 49. 0,9461 51. 
53. 0,2010 55. 0,3413 


0,7040 


2 
57. Р(х) =x- 2x? + ¿a 


59. Руф = (к= (к 30) 
р (х) =(х 24% УЫ 


63. а) y 


1+ 
рае шесе 


32- (АЕ ЖЕ. 


с) Y 00" =0 + О) 
n=0 


Ejercicios de repaso del Capítulo 8 (página 718) 


Converge a 5 


9. Converge a 0 11. Diverge 


71 
1.920 


7, 


3891 


Gr 1) 
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13. Converge a 0 15. Converge a 0 35. Diverge 37. Converge 39. Converge 
17. а) 41. Diverge 43. Diverge 45. Diverge 


э[е[=[=[% 


$5.062,50 | $5.125,78 | $5.189,85 | $5.254,73 | $5.320,41 
1,4636 | 1,5498 | 1,5962 | 1,6122 | 1,6202 
0,2000 | 0,1000 | 0,0500 | 0,0333 | 0,0250 


EE 
1,0369 | 1,0369 
0,0000 | 0,0000 | 0,0000 


La serie del apartado b) converge más deprisa, lo cual 
es evidente a la vista de las integrales que dan los restos 
de las sumas parciales. 


49. (-10,10) 51. [1,3] 53. Converge sólo en x= 2 


o n(n+ 1)2 3 п 
13 55. У? = _ -2 


n=0 n! 
xin 
57. e 5. -9% (х+1)" 
b) c) Converge „о n! 2, 
E 2/(xY 5 
61. ={- 63. _1п— = 0,2231 
ооовсоооеое 236) ng 
2 
65. el? = 1,6487 67. cos = = 0,7859 
! 1 69. La serie del Ejercicio 37 converge a su suma más lenta- 
23е 3 2%: 2 27. 11 mente porque sus términos tienden а O más despacio. 
1 2.4, _ 3 [33 
29. 45 metros 31. 85087,14 e EAS Aaa SNE E 5 
ES _1\л м2?" 1 ос yn 1 
75. ME SEA 
azo (2n + 1)(2я + 1)! azo (n + 1) 


79. 0 83. 0,996 85. 0,560 
86. a) 4 b 6 с) 5 4) 10 


APÉNDICE A 


Sección А.І (página 730) 


1. Racional 3. Irracional 5. Racional 
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7. Racional 9. Racional п. 4% 13. Y Sección А.2 (página 738) 


15. a) Verdadero b) Falso c) Verdadero 
d) Falso e) Falso f) Falso 


17. xes mayor que —3 y menor que 3. 


x . 
PORETERNA El intervalo es acotado 


19. xno es mayor que 5. 


х . 
ба AS El intervalo no es acotado 


21. y > 4,14, о) 23. 0,03 < r < 0,07, (0,03, 0,07] 


25. х> 27. -2<x<Z 


2 1 0 1 2 2 0 2 4 
29. х> 6 31. -1<x<l 
+——++—{——+—+=‹ YA 
4165 8 5200. 12 7. Triángulo rectángulo 
d,=./45,d,=./5 
33. x > 13,x < -7 35. a-b<x<a+b 1 2 v5 
-7 13 { Lx d,=./50 
W— YH: a ao ® 3 2 
10 0 10 (4,)? + (4,)° = (3) 
y 
37. 3<x<2 39. 0 <х<3 + en, 
ыкы 
YAA + o A ARAS > х а AA 
4.2 0 2 2 0 2 4 2 4/2 7 (4,0) 
ad e 
^4 
41. -3<x<1 43. -3 <х<2 й 
y 42 x +H 61-9 + 
4 -2 0 2 4 -2 0 2 


9. Rombo: la longitud de cada lado es 1/5 
45. 4,-4,4 47. a) -51,51,51 b) 51,-51,51 


49. 1 5. a 14 b) 10 53. <2 
155. |к-2] > 2 


57. a) |к- 01 <10 b) k-12 > 10 


59. х > 36 unidades 61 x<4lox> 59 
11. Cuadrante H 13. Cuadrantes 1 y Ш 


61. a) 285 > д b) 2 > п 65. b 15. х= 0 + 1990 
112 7 . 
67. Falso: el recíproco de 2 es 1/2, que no es entero. f | 
68. Verdadero 69. Verdadero Г 3 
70. Falso: [O|=0 71. Verdadero 72. Verdadero 35 
81. l-3- 1> l-3] - 11 | 2 Ё 


2 4 
13 — 1] = 13] — Ц Año (0 1990) 
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17. d, =2,/5, 4, = J5, d3 = 34/5 49. | 51. 
Colineales, porque 4, + d, = d; -9 9 

19. d, = {/2,4,= 18d, = 5 
No colineales, porque d, + 4, > d3 Е; 


21. х=+3 23. у= +,/55 


25 Зху + x, Зу + У \ (A + X2 у + Ya 
í 4 "4 жт е 52 


55. Verdadero 56. Falso: la distancia es |2Ь| 


57. Verdadero 58. Verdadero 


х, + 3х5 y; + ») 
| 4 


Sección A.3 (página 748) 


————————.-——-———-——-——--— 


27. с 28. b 29. a 30. d 
1. а) 396°, -324° Б) 240°, 480° 


2 АЕ 
31. х2 +у2-9= 0 197 17т 10л 2л 
3. а) ——,-—— Б ра 


33. x? + у? - 4х + 2у - И = 0 


л Sr 
35. х?+ y +2x-4y=0 5. a) g 0,524 b) E 2,618 


Tr 2л 
37. х2 + у? – бх - 4у +3 = 0 39. х2 + у? = 26.000? с) а 5,498 4) з? 2,094 
41. (х-1)?+(у+3)?=4 43. (х-– 1)? + (у+ 3) =0 7. а) 270° b) 210° с) -105% d) -135,6" 
he 9 
340 x é 
2143 8 pies |15 pulg.| 85cm  |24 pulg. 
A+ 
-5+ 
F= 24 pulg. | 63,757 cm |96 бб pul 
4 5 
11. a) senĝ=- соѕес д =- 
5 4 
3 5 
cos д =- sec O => 
5 3 
4 3 
tg 0 = – ctg 0 =- 
8 3 в 4 


5 
b) ѕеп 0 =-— соѕес 0 = ~ — 
13 5 


12 13 
cos Ө = – — sec Ө = – = 
13 12 

5 12 

t 8 = — t Ө = — 
Бет та 


13. а) Cuadrante Ш b) Cuadrante IV 
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21. a) 


с) 


23. а) 


25. а) 


27. а) 


29. а) 


31. а) 


35. a) 


Soluciones de los ejercicios Impares 


а 17. ы 41. 
3 
A Ур 
Л 3 А 3 
sen 60° = У b) sen 120 = УЗ 
2 2 
45. 
ol | 1 
cos 60 = 5 cos 120°= 35 49. 
tg 60 = 43 tg 120 = -\/3 
/2 5 2 
ей шм d) a NE 
2 2 
/2 5 2 
cos = = Y ТЕШ TE 
2 2 
teZ=1 gotaj 
ёс g д^ 
/2 /2 
sen 225 = Y b) sen(=225)= М 
2 2 
х 
2 2 
cos 225 = – У cos (225 )= - M2 
2 2 
tg 225 = | tg (2225 )= —1 
5 B 11 1 
«үр а d) e 36 
3 2 6 2 
5л 1 /з 
cos — =- cos ы = УЗ 
Б 2 
5 E г лај 
бо Иб 5 
3 6 3 
55. 
0,1736 b) 5,759 


0,3640 b) 0,3640 


1 
a) Período: л b) Período: 2 43. Periodo: 


1 
Amplitud: 2 Amplitud: 3 Amplitud: 3 


T 2л 
Período: 7 47. Período: = 


a) Cambio en la amplitud 


b) 


c) 
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1 л 
63. а= 3, р=-, с= 5 
2 2 
65. | 7 
+ Arem 24 gt) вав} 


у 
A 


2+ ht) вел) 


La gráfica de |f(x)] reflejará en el eje de las x las porciones 
de la gráfica de f(x) que se hallaban por debajo del eje x. La 
gráfica de f(|x|) reflejará la parte de la gráfica de f(x) que se (к)? 
hallaba a la derecha del eje у en el eje y, produciendo una I ove E 15.05 
imagen simétrica a su izquierda. 


4 
4 
67. 10 


0 12 
0 


Enero, noviembre, diciembre 


| | 15. 0 = 26,57 17. 
69. (х) = Sen TX + — sen 3 nx + – еп 5 пх + -.. 4 
л 3 5 
2 зы, 
6 6 
! 3 E 
ua 4 
72 
APÉNDICE E (página 779) 19. Parábola 21. Elipse 
(у)? wP Y (yy 23. Hipérbola 25. Parábola 
1. —-—=1 | 
2 1/4 1/6 27. Dos rectas 29. Dos rectas paralelas 
} 
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31. 


1. 


35. 


41. 


45. 


51. 


57. 


63. 


67. 


Dos rectas 


Soluciones de los ejercicios impares 


11-1 3. 4 5. 3-3,/21 
14 +201 9. 2+=i 1. -2/3 
-10 15. 5+i 17. 12+ 30; 19. 24 
—9 + 401 23. -10 25. 34 27. 9 
400 31. 8 33. -6i 
16 30 3 
— + — 37. -+-i 39. -7 -6i 
41 4l 
9 40 1 
-— + —— =---i 
1.681 1.681 2 
62 297 
— + —i 47. 1+1 49. -2 +-1 
949 949 
5 3 1/11 
==, 2 53. -+ i 55. -1 +6i 
D A2 8 8 
-5i 59. -375,/3i 61. i 
5 65. 4/2 
Eje Eje 
imaginario els 
Eje 
7] Ll 1234 тем! AEA iT 
24. i 3+ 
23942 2+ 
44 a+ І 
—54—51 ` Be 
к -5 -4 -3 -2 -1 | 1 e 
/ 7 7 
85 69. (е a +i sen ") 
4 4 
‚ Eje ‚Бе. 
imaginarlo imaginario 
tios Ue 
2 4 6 в mal 
-2+ e 
4+ 
-6+ 
-84 61 


71. 


75. 


79. 


83. 


87. 


95. 


97. 


EN л ån 4n 
2| cos — + i sen — 73. А cos —— + i sen — 
6 6 3 3 
Eje Eje 
imaginario imaginario 
4 4 Eje 
24 фк 7 
4321] "al 
УЗ +ї ЫЛЕ 
1+ 2% Y 
К Eje 
HH | Р зі 
=i 1 2 E 
aL -2(1 + v3i) 4+4 
л . л . 
6| соѕ = + і ѕеп – | 77. —-./3+1i 
2 2 
Eje Eje 
imaginario imaginario 
A A 
8+ а 
64 6ї Ta 
2(сов150° + į sen 150°) 
4+ *_ 1+ 
27 Е Eje 
je 
4 2 2 а 6 11 А Н 
24 “+ 
з 343 -15/2 15/2, 
ыы 81. дее 
4 4 8 8 
Ее Eje 
imaginario imaginario 
A A 
3,75(cos z +i senta) | 
1+ А 4 
Бе 27 
-1 No 1 2 real 14 
-F х Sa, Bje 
g [ С” real 
КН 3 (соз 300° + зеп 300°) 43 2 -l all 


T л 
12| соѕ = + і sen- | 85. 
2 2 


-4-4i 89. -32i 


91. 


10 
ЕТ (cos 200° + i sen 200°) 


-128,/3-128i 93. i 


а) 98 (cos 60° + i sen 60°) 
4/5 (cos 240° + i sen 240°) 
o Eje 
imaginario 


b) 


3 real 


3 
3 NE $ v15, E v15, 
2 2 2 2 


Л л 
а) 9{соѕ – + і ѕеп – 
3 3 

5д . 5л 

2| cos — + i sen — 

6 6 
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4r 4л T л 
2| cos — + i sen — 103. 3| cos — + í sen = 
3 3 5 5 

llr Пля Зл 

2| cos — + i sen — 3( cos ŠE + i sen 27 

6 6 5 

b) Eje ( е ) 
imaginario 3| cos л + ¿sen л 

A 


3218 


Tr 

3 cos + i sen 2 

CIN Eje СЕ 7) 
real 

3 cos SE {зеп 2" 


Eje 


c) 1+ Bi- н аа 3i, -i imaginario 


4 4 
99. a) РЕ ет 
9 9 
10л 10л «9 í 
e a e 7 
9 9 
Ібл lór 
5| cos — + i sen — 
( 9 s) 


b) | Eje | 7 
Imaginario л 
Ч (оо — + i sen ") 


(hr is) 
4 cos = 4 i sen 1" 
6 


Fie 


105. СЕ = + ї зеп z) 


Eje 
imaginario 


101. cos 2 + ¿sen 2 
8 8 


Sr 5r 
cos — + г sen — 

8 8 

9 9 
ESE 2 КЕЛ, Е 107. 5/2(соѕ 105° + і sen 105°) 

Dean. S/2(cos 225° + і sen 225°) 
COS —— + 1 sen — 

Y/2cos 345° + i sen 345°) 
Eje Eje 


imaginario 


DERIVADAS E INTEGRALES 


Reglas básicas de derivación 


d 

T [uv] = uv + vu 
d 

т = 0 

z 


d 
202 ж 
a РЧ 


d u 
zels? 


£ [sen и] = (cos uJu' А 2. [cos u] = —(sen uu’ 


d 
£ [tg и] = (sec? и)” т [ctg и] = —(cosec ufu’ 


К [sec и] = (sec и tg и)” { = [cosec u] = —(cosec и ctg uJu' 


и! d —u 


d 
=— = === . 7 Larccos иј] = = 
de [arcsen u] 7 dx [ 1 Л — 2? 


d и а —u 
— = . — t = —— 
Jx [arctg u] 1 de [arcctg u] e 


d d —u 

— [arcsec u] = ——==R—= . —— [arccosec u] = = 

dx l ] lu] dx lu], /u? — 1 
Fórmulas básicas de integración 


[кө du = k fw du 2. [vw + glu)] du = frw du + [7 du 


u”t! 


=u+C { Е +C,n —1 
In jul + С 
[son u du = =cosu + с . fcos и du = senu + C 
tg u du = —1п |cos и| + C [сір u du = In |sen u| + C 
sec и du = In [secu + tgul + С . į cosec и du = —In |cosec u + ctg ul + C 
sec? u du = tgu + C . | cosec? и du = —ctgu + C 
sec u tg u du = secu + C . |cosec u ctg u du = —cosec u + С 
du 


u 1 u 
arcsen — + C [5—5 = arctg- + С 
а +u a a 

Д 


1 
агсѕес + С 
а а 


FÓRMULAS DE GEOMETRÍA 


Triángulo Sector de un anillo circular 


h = asen 6 = radio medio, 
1 w = anchura, 
Area = 5 bh 0 en radianes) 


(Teorema del coseno) | i Area = бру/ 
c? = а? + b? — 2ab cos 8 

Triángulo rectángulo р Elipse 
(Teorema de Pitágoras) < Area = nab 


cd? = а? + Б? б І А а? + b 
д Circunferencia = 2л ME 


Cono 


(A = área de la base) 


Volumen 


Paralelogramo e Cono circular recto 


ЕЗ . r?h 
di L Volumen = E 


Area lateral = nr f/r? + А? 


Trapecio Tronco de cono 
| o д? + rR + К?Л 


3 
Area lateral = л + r) 


h М a 
Area = 2 (9 + b) r Volumen = 


Circulo Cilindro circular recto 


Area = nr? Volumen = ar?h 
Circunferencia = Area lateral = 2xrh 


Sector circular Esfera 


(0 en radianes) 4 
0r? Volumen = T 


Area = — 
2 


3 


Area = 4nr? 


Anillo circular Cuña 
= radio medio, o _ A LAS (A = área de la cara superior, 
anchura) a j | _ В = área de la base) 
n(R? — г?) > a O 
= 2лру/ a Z A = В sec 0 


Factores y ceros de polinomios 
Sea р(х) т а„х" + а, 1х"! AS 


ÁLGEBRA 


+ a,x + ay un polinomio. Si p(a) = 0, se dice que a es un cero del 


polinomio y una solución de la ecuación р(х) == 0. Además, (x — a) es un factor del polinomio. 


Teorema fundamental del álgebra 


Un polinomio de grado n tiene n ceros (no necesariamente distintos). Aunque todos esos ceros pueden 


ser complejos, un polinomio real de grado impar ha de tener al menos un cero real. 


Fórmula cuadrática 


Si р(х) = ax? + bx + с, у 0 < b? — Дас, entonces los ceros 
р 


Factorizaciones especiales 
х2 – а? = (x — ax + a) 


reales de p son x 


(—b + ./b? — 4асђ2а. 


x? — а? = (х ~ ax? + ax + а?) 


х + a? = (х + ax? — ax + а?) xt — at = (х? — al + а?) 

Teorema del binomio 

(x + y? = x? + 2ху + y? (х = y? = х2 — 2xy + y? 

(x + у) = х? + 3х?у + 3ху? + y? (х — y? = х? — 3х?у + 3xy? —y? 

(х + y = xí + 4х?у + 6x? y? + 4xy? + у“ (х __ у)“ мыл х“ = 4хҙу + 6x?y? E 4ху? т y 
nn — 1 

(х + у)" = х" + пх" ty + К Days oros пху" 1 + у" 
п(п — 1 

(x — у)" = x" — пх"^!у + ; ез + пху! F у" 


2! 


Teorema de los ceros racionales 
Si р(х) Ке а„х" + di + 


+ a,x + ay tiene coeficientes enteros, todos sus ceros 


forma x = r/s, donde r es un divisor de a, y s es un divisor de а, 


Factorización por agrupamiento 


racionales son de la 


асх? + adx? + bex + bd = ax (cx + d) + Ысх + d) = (ax? + Бх + d) 


Operaciones aritméticas 
ab + ac = аЬ + с) 


Exponentes y radicales 


a = |, 


а + 0 


а 080 + е байы “а; ый 
b d bd co c c 
a a ac 
b) a b b 
c be с 
a-b b-a ab + ac fo 
= = е 
— 4 d— с а 
аха? = at Ja = a? =? Уа =a" 
1 п 
а= ab = "Ја :/b (а) = a? (58 
а п 


TRIGONOMETRÍA 


Definición de las seis funciones trigonométricas 


Definición por triángulos rectángulos, con 0 < 8 < x/2. 4 
op. hip. ¿O D УЗ 
sen 0 = 28 соѕес 0 = р ; GF) 
hip. op. (y м м) 
9 аду. 9 Һр. М! 2723 
cos 0 = —— sec 0 = — МА] 
| Ориеѕіо hip. ady. e4 a 3) 
op. ady. 
к _ (кубу E аре 
Adyacente ady. ор. ELO] rol, 


ДЕЧ р , ; тч 3609 2т 
Definición como funciones circulares, para ángulos 9 arbitrarios. (1, 0) 


! ё=? ё=- 
| ѕеп Ө = – соѕес 0 = – 
Ў r y ES 2.-) 
х r vi y 
cos 0 = — sec 0 = – E 75) 
r x 
x o — 
60 = ctg 0 = – ©, =D) 
! х. y | 
Identidades recíprocas Fórmulas del ángulo doble 
1 1 1 sen 2и = 2 sen и Cos и 
sen х = sec x = tgx = соз 2u = соз? и — sen? u = 2cos? u — 1 = 1 — 2 sen? u 
созес x cos x ctg x 
2 tgu 
1 tg 2u = "> 
соѕес х = cos x = ctg x = — 1 — 187и 
ѕеп х sec х tg x 
Fórmulas de reducción de potencias 
Identidades de tangente y cotangente еп? u = 1 — cos 2и 
i зеп X t cos x 2 
х=——— сах = 
Е соз х E sen x cos? y = 1 + cos 2и 
2 
Identidades de Pitágoras gp дб 2и 
sen? x + cos? x =1 1 + cos 2u 
1 + tg? х = sec? 1 + ctg? x = cosec? А 
g Ё а Fórmulas suma-producto 
Н Н и + y и == У 
Identidades de cofunciones sen и + sen y = 2 sen | — ) eos ( 5 ) 
> С 
sen |- — х | = cosx соѕ |= — х | = sen х и + y и — y 
2 2 sen и — sen у = 2 cos ѕеп 
т T 2 2 
coso (F — x) = sec x w (Gx) ав и + y и — у 
2 2 cos u + cos v = 2 cos 5 cos 3 


T 
s (Z — x) = coseox а (3 x)=18x и + y 
2 2 cos u — cos v = —2 sen 5 ѕеп 


Fórmulas de reducción 


ES 
юр 
= 
эшш 


Fórmulas producto-suma 


sen (—x) = —sen x cos (—х) = cos x 1 
O == sen u sen v = 5 [cos (и — у) — cos (и + v)] 
sec (—x) = —Sec x сір (х) = —Ctg x 1 
cos и cos v = — [cos (и — v) + cos (и + v)] 
В А > 2 
Fórmulas de suma y diferencia a 
sen (u + у) = sen и cos v + cos u sen v sen u cos у = = [sen (и + у) + sen (u — v)] 
cos (и + v} = cos и cos v + sen u sen v 2 
[айн ЖУ) tgu + tg y 1 
и e e = — ш з=, 
вш т ҮЗЕ Чир cos и sen y 5 [sen (u + v) sen (u v)] 


Abel, Niels Henrik (1802-1529), 251 
Abierto, intervalo, 725 
continuidad en un, 78 
derivable en un, 110 
Abscisa, 733 
Absoluta, convergencia, 663, 664 
Absolutamente convergente, 664 
Absoluto, función valor, 28 
Absoluto, máximo valor en un interva- 
lo, 178 
Absoluto, mínimo valor en un interva- 
lo, 178 
Absoluto, teorema del valor, 624 
Absoluto, valor de un número real, 728 
derivada del, 363 
operaciones, 728 
y desigualdades, 728 
Aceleración, de la gravedad, 137 
Acotada(o) 
inferiormente, 628 
intervalo, 725 
sucesión, 627, 628 
monótona, 629 
superiormente, 628 
Aditiva de intervalos, propiedad, 310 
Agudo, ángulo, 740 
Algebraica, función, 31 
límite de, 66 
Alternada, resto de una serie, 662 
Alternada, serie, 660 
armónica, 660 
Alternadas, criterio para series, 660 
Analítica, geometría, 737 
Ángulo 
agudo, 740 
coterminal, 740 
de referencia, 744 
obtuso, 740 
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posición canónica de, 740 
rayo inicial del, 740 
rayo terminal del, 740 
vértice del, 740 
Antiderivación (o integración indefini- 
da), 280 
Aproximación 
mediante la recta tangente, 255 
por el método de Newton, 248 
Arandela, 475 
Arandelas, métodos de las, 475 
Arco, longitud de, 493 
Arcocosecante, función, 430 
Arcocoseno, función, 430 
Arcocotangente, función, 430 
Armónica, serie 
alternada, 664 
general, 664 
Arquímedes (287-212 a. de С.), 293 
Arcosecante, función, 430 
Arcoseno, función, 430 
Arcotangente, función, 430 
Área, 293 
comprendida entre dos curvas que se 
cortan, 465 
de un rectángulo, 299 
de una región entre dos curvas, 462, 
463 
de una región plana, 294, 298 
de una superficie de revolución, 496, 
498 
Asíntota horizontal, 215 
oblicua, 228 
vertical, 94 


Barrow, Isaac, 182 
Base, 359 


de los logaritmos naturales, 359 
de una función exponencial, 396 
de una función logarítmica, 397 
Básica, ecuación, para fracciones sim- 
ples, 577 
Básicas, reglas de derivación, de fun- 
ciones elementales, 435 
Básicas, reglas de integración, 280, 
442 
Bernoulli, John (1667-1748), 575, 594 
Binomial, serie, 712 
Bisección, método de, 88 


Cadena, regla de la, 141 
dos variables independientes, 443 
y funciones trigonométricas, 432 
Caída libre, 77 
Cambio de variables, 332 
en ecuaciones homogéneas, 422 
en integrales definidas, 335 
en integrales indefinidas, 332 
Cambio (incremento) en x, 107 
Cambio (incremento) en y, 107 
Cancelación, 70 
Canónica, forma de la ecuación de un 
círculo, 735 
Canónica, posición, de un ángulo, 740 
Capas, método de, 483, 484 
comparación con el de discos, 486 
Capitalizado, coste, 614 
Cartesiano, plano, 733 
Catenaria, 449 
Cauchy, Augustin-Louis (1789-1857), 
59, 85 
Centro 
de gravedad, 516, 517 
de masas, 515, 516, 517, 518 
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Centro (Cont.) 
de un sistema bidimensional, 516 
de un sistema unidimensional, 
514, 515 
de una lámina plana, 517 
de un círculo, 735 
Centroide, 520 
Cero, factorial de, 623 
Ceros de una función, 32, 248 
de un polinomio, 727 
Cerrado, intervalo, 725 
continuidad en un, 82 
Círculo, 735 
centro del, 735 
forma canónica de la ecuación del, 
736 
forma general de la ecuación del, 
736 
radio del, 735 
unidad, 736, 740 
Circunscrito, rectángulo, 295 
Cociente, criterio del, 667 
Cociente de dos números, 31 
Cociente, regla del, para la derivación, 
132 
Coeficiente(s) 
de un polinomio, 30 
dominante, 30 
criterio del, 30 
Colineales, puntos, 19 
Comparación, criterio de directa, 652 
en el límite (asintótico), 654 
Comparación de los métodos de discos 
-y de capas, 486 
Completando el cuadrado, 440 
Completitud de los números reales, 
629 
Composición de dos funciones, 31 
Compuesta, función, 85 
continuidad, 67 
límite, 329 
primitiva, 401 
Compuesto, interés, 397 
Común, función logarítmica, 397 
Cóncava 
hacia abajo, 205 
hacia arriba, 205 
Concavidad, 205 
criterio de, 206 
Condicional, convergencia, 664, 665 
Conjunto, 724 
Conjuntos, notación para los, 724 
Constante de integración, 279 
Constante de proporcionalidad, 408 
Constante, función, 30 
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Constante, regla de derivación del múl- 
tiplo, 121 
Constante, término, 30 
Continua, composición, 401 
Continua, en todas partes, 79 
Continuamente derivable, 492 
Continuidad, de un radical, 85 
de una función compuesta, 85 
de una función inversa, 381 
de una función polinómica, 85 
de una función racional, 85 
de una función trigonométrica, 85 
en todas partes, 79 
en un intervalo abierto, 79 
en un intervalo cerrado, 82 
en un punto, 65, 78 
integrabilidad, 306 
por la derecha, 82 
por la izquierda, 82 
propiedades de la, 85 
Convergencia, 621, 633 
de una integral impropia, 604, 608 
de una serie de Taylor, 709 
de una serie infinita, 633 
absoluta, 663, 664 
condicional, 664, 665 
criterio de comparación asintóti- 
ca, 654 
criterio de comparación directa, 
652 
criterio de la raíz, 670 
criterio del cociente, 667 
criterio integral, 645 
criterio para series alternadas, 660 
de p-series, 647 
resumen de criterios, 673 
series de potencias, 689 
series geométricas, 636 
de una sucesión, 621 
del método de Newton, 250 
intervalo de, 689 
Convergencia de una integral impro- 
pia, 605, 608 
radio de, 689 
Convergente 
serie, 634 
sucesión, 249 
Conversión 
de grados a radianes, 741 
de radianes a grados, 741 
Coordenada(s) 
de un punto en un plano, 733 
de un punto en la recta real, 723 
Coordenadas, sistema de, rectangula- 
res, 733 


Cosecante, función, 742 
derivada, 135 
gráfica, 746 
integral, 281, 373 
inversa, 429 
Coseno, función, 742 
derivada, 123 
función racional de seno y, 590 
gráfica, 746 
integral, 281, 373 
integrales que contienen, 555 
inversa, 385 
serie para la, 714 
Coste marginal, 263 
Cota inferior de sucesión, 628 
Cota superior de sucesión, 628 
Cotangente, función, 742 
derivada, 135 
gráfica, 746 
integral, 281, 373 
inversa, 429 
Coterminal, ángulo, 740 
Coulomb, Charles (1736-1806), 505 
Coulomb, ley de, 505 
Crecimiento y decrecimiento, 408 
Criterio de concavidad, 206 
Criterio de intervalos para resolver una 
desigualdad polinómica, 727 
Criterio del coeficiente dominante, 30 
Criterio para funciones decrecientes, 
194 
Criterio para funciones pares e impa- 
res, 32 
Criterios de convergencia 
criterio integral, 645 
de comparación asintótica (o en el lí- 
mite), 654 
de comparación directa, 652 
de la raíz, 670 
del cociente, 667 
para series alternadas, 660 
resumen de, 673 
Criterios de simetría, 8 
Críticos, números, 180 
y extremos relativos, 180 
Cuadrante, 733 
Cuadráticas, funciones, 30 
Curva suave, 492 
Curvas, resumen del trazado de, 225 


Decreciente, función, 194 

Definida, integral, 306 
cálculo, 316 
propiedades de, 316 


Demanda, función de, 264 
Densidad, 517 
Dependiente, variable, 24 
Derivabilidad y continuidad, 114 
Derivable (diferenciable), función, 110 
en un intervalo abierto, 110 
Derivación implícita, 152 
numérica, 114 
Derivada(s) 
de la función cosecante, 135 
de la función coseno, 123 
de la función cotangente, 135 
de la función exponencial natural, 
388 
de la función logarítmica de base a, 
399 
de la función logarítmica natural, 
360 
de la función secante, 135 
de la función seno, 123 
de la función tangente, 135 
de la inversa de la función cosecan- 
te, 433 
de la inversa de la función cosecan- 
te, 433 
de la inversa de la función coseno, 
433 
de la inversa de la función cotangen- 
te, 433 
de la inversa de la función secante, 
433 
de la inversa de la función seno, 433 
de la inversa de la función tangente, 
433 
de la inversa de una función hiperbó- 
lica, 452 
de la inversa de una función trigono- 
métrica, 433 
de las funciones hiperbólicas, 448 
de orden superior, 137 
de series de potencias, 694 
de una función exponencial de a, 
403 
de una función inversa, 381 
de una función trigonométrica, 135 
de una función valor absoluto, 363 
de una función, 109 
forma alternativa, 143 
notación, 110 
por la derecha, 112 
por la izquierda, 112 
regla de la cadena, 141 
regla de la constante, 135 
regla de la diferencia, 122 
regla de la suma, 122 
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regla de las potencias (exponentes 
reales), 119 
regla del cociente, 132 
regla del múltiplo constante, 121 
regla del producto, 130 
regla general de las potencias, 144 
resumen de reglas para las, 435 
segunda, 137 
tercera, 137 
Desarrollo centrado en c, 676 
Descartes, René (1596-1650), 4, 107 
Desintegración, 408 
Determinadas, formas, de límites, 600 
Diferencia (resta) de dos funciones, 31 
Diferencia, regla de la, para la deriva- 
ción, 122 
Diferenciable en un intervalo cerrado, 
112 
Diferencial 
de x, 256 
de y, 256 
forma, 259 
Diferencial, ecuación, 279, 407 
lineal, homogénea, 421 
separación de variables, 419 
solución de, 417 
solución general de una, 279 
solución particular de una, 384, 418 
solución singular, 504 
Dina, 504 
Directa, criterio de comparación, 652 
Directa, sustitución, 65 
Dirichlet, función de, 59 
Dirichlet, Peter Gustav (1805-1859), 
59 
Dirigida, distancia, en la recta real, 729 
Disco(s), 472, 473 
método de los, 472, 474 
comparación con el método de ca- 
pas, 486 
Discontinuidad, 79 
evitable, 79 
infinita, 608 
no evitable, 79 
Disjuntos, conjuntos, 725 
Distancia 
entre dos puntos en el plano, 734 
entre dos puntos en la recta real, 729 
Distancia, fórmula de la, en el plano, 
734 
Divergencia, 605, 608, 621, 634 
de una integral impropia, 605, 608 
de una serie, 654 
criterio de comparación asintóti- 
ca, 652 


889 


criterio de comparación directa, 
652 
criterio de la raíz, 671 
criterio del cociente, 667 
criterio del término general, 639 
criterio integral, 645 
de potencias, 689 
geométrica, 636 
р-ѕегіеѕ, 648 
resumen de criterios, 673 
de una sucesión, 62 
series, 634 
Dominante, coeficiente, 30 
Dominio de una función, 25 


e, el número, 359 
Economía, aplicaciones a la, 263 
Ecuación 
de una recta horizontal, 19 
de una recta vertical, 19 
de una recta, 15 
gráfica de una, 4 
punto solución de, 4 
trigonométrica, 745 
Eje de revolución, 472 
Eje x, 733 
Eje y, 733 
Elástica, demanda, 271 
Elementales, funciones, 30, 323 
desarrollos en series de potencias, 
713 
Encaje, teorema del, 73 
para sucesiones, 624 
Epidemias, modelo para las, 585 
Épsilon, £, 60 
Equilibrio, 515 
Equilibrio, punto de, 263 
Equivalentes, desigualdades, 727 
Error 
en el teorema de Taylor, 683 
en la regla de Simpson y en la de los 
trapecios, 347 
porcentaje de (porcentual), 258 
relativo, 258 
Error, propagación del, 257 
Especiales, fórmulas de integración, 570 
Esperado, valor, 614 
Estrategias 
para calcular límites, 69 
para calcular series de Taylor, 711 
para efectuar un cambio de varia- 
bles, 334 
para estudiar la convergencia de una 
serie, 672 
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Estrategias (Cont.) 
para hallar integrales que contienen, 
secante y tangente, 558 
seno y coseno, 555 
para hallar la inversa de una función, 
379 
para la integración, 371 
para la integración por partes, 334 
para resolver la ecuación básica, 582 
para usar el teorema fundamental del 
Cálculo, 316 
Estrictamente monótona, función, 196 
Euler, Leonhard (1707-1783), 25, 30, 
386, 575 
Evaluación 
de un límite, 66, 69 
de una función, 25 
Evitable, discontinuidad, 80 
Existencia 
de función inversa, 378 
de límite, 82 
Existencia, teorema de, 87 
Explícita, forma de una función, 152 
Exponencial, crecimiento, 408 
Exponencial, decrecimiento, 408 
Exponencial, función 
de base a, 396 
derivada, 399 
derivada, 388 
desarrollo en serie, 713 
gráfica, 388 
integración, 391 
inversa, 386 
operaciones con, 388 
Exterior, radio, 476 
Extremos 
absolutos, 178 
en un intervalo cerrado, 181 
en un punto terminal, 178 
estrategia para hallarlos en un inter- 
valo cerrado, 181 
relativos, 179 
Extremos, valores, de una función en 
un intervalo, 178 


Factores cuadráticos, 579 
Factorial, 623 
Fermat, Pierre de (1061-1665), 181 
Fluido, fuerza ejercida por un, 526 
Fluido, presión de un, 526 
Forma general 
de la ecuación de un círculo, 735 
de la ecuación de una recta, 18 
Fourier, Joseph (1768-1830), 698 
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Fourier, serie de senos, 554 

Fracciones simples, 575 
estrategia, 582 

Fuerza, 
constante, 514 
de flotación, 531 
ejercida por un fluido, 528 
variable, 528 

Función(es) 
algebraica, 31 
ceros de una, 32, 248 
compuesta, 31 
cóncava hacia abajo, 205 
cóncava hacia arriba, 205 
constante, 30 
continuidad de una, 78 
cosecante hiperbólica inversa, 450 
cosecante hiperbólica, 446 
cosecante inversa, 430 
cosecante, 742 
coseno hiperbólica inversa, 450 
coseno hiperbólica, 446 
coseno inversa, 430 
coseno, 742 
cotangente hiperbólica inversa, 450 
cotangente hiperbólica, 446 
cotangente inversa, 430 
cotangente, 742 
creciente, 194 
cúbica, 30 
decreciente, 194 


definida por una serie de potencias, 


688 
derivable, 110 
derivada de una, 109 
dominio de, 25 
elemental, 30 
estrictamente monótona, 196 
exponencial, 386 
forma explícita de una, 25, 152 
forma implícita, 25, 152 
gamma, 613 
gráfica, 28 
homogénea, 421 
impar, 32 
integrable, 306 
inversa, 376 
inyectiva, 27 
límite de una, 52 
lineal, 30 
logarítmica natural, 356 
máximos relativos, 196 
mínimos relativos, 196 
notación, 25 
ortogonales, 563 


par, 32 

parte entera, 81 

paso, 81 

periodo, 746 

polinómica, 30 

primitiva, 278 

racional, 31 

recorrido, 25 

secante hiperbólica inversa, 450 
secante hiperbólica, 446 

secante inversa, 430 

secante, 742 

seno hiperbólica inversa, 450 
seno hiperbólica, 446 

seno inversa, 430 

seno, 742 

suprayectiva, 27 

tangente hiperbólica inversa, 450 
tangente hiperbólica, 446 
tangente inversa, 430 

tangente, 742 

transformaciones de la gráfica, 29 
trascendente, 31 
trigonométricas, 742 

valor medio en un intervalo, 319 
valores extremos de, 179 


Gabriel, trompeta de, 611 

Galilei, Galileo (1564-1642), 435 

Galois, Evariste (1811-1832), 251 

Gamma, función, 613 

Gauss, Carl Friedrich (1777-1855), 
292 

General, primitiva, 279 

General, serie armónica, 647 

General, solución, de una ecuación di- 
ferencial, 279, 417 

General, teorema, del valor medio, 
594 


-Geométrica, serie de potencias, 698 


Geométricas, series, 636 
convergencia, 636 
divergencia, 636 
Goldbach, Christian, 386 
Grado de un polinomio, 30 
Grados, medida en, 740 
Gráfica(s) de funciones comunes, 28 
de funciones trigonométricas, 746 
de la función logarítmica natural, 
356 
de una ecuación, 4 
de una función, 28 
esbozo, 225 
recta tangente, 107 


intersecciones, 7 

simetrías, 8 
Gravedad 

aceleración debida a la, 137 

centro de, 516 
Gravitación, universal, ley de la, 505 
Gregory, James (1638-1375), 492, 693 


Hiperbólica, función cosecante, 446 
derivada, 448 
gráfica, 447 
identidades, 448 
integración, 448 
inversa, 450 
Hiperbólica, función coseno, 446 
derivada, 448 
gráfica, 447 
identidades, 448 
integración, 448 
inversa, 450 
Hiperbólica, función cotangente, 446 
derivada, 448 
gráfica, 447 
identidades, 448 
integración, 448 
inversa, 450 
Hiperbólica, función secante, 446 
derivada, 448 
gráfica, 447 
identidades, 448 
integración, 448 
inversa, 450 
Hiperbólica, función seno, 446 
derivada, 448 
gráfica, 447 
identidades, 448 
integración, 448 
inversa, 450 
Hiperbólica, función tangente, 446 
derivada, 448 
gráfica, 447 
identidades, 448 
integración, 448 
inversa, 450 
Hiperbólicas, funciones, 446 
Hiperbólicas, identidades 446 
Hipocicloide, 489 
Homogénea, ecuación diferencial, 422 
Homogénea, función, 421 
Hooke, Robert (1635-1703), 505 
Hooke, ley de, 505 
Horizontal, 
asíntota, 215 
criterio de la recta, 19 
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desplazamiento de una gráfica, 29 
ecuación de una recta, 379 
Huygens, Christian (1629-1695), 492 


Identidad, función, 28 
Identidades 
hiperbólicas, 448 
trigonométricas, 742 
Г-ёѕіто término de una suma, 291 
Imagen de x bajo f, 25 
Impar, función, 32 

integración de una, 338 
Implícita, derivación, 153 
Impropias, integrales, 604 


con discontinuidades infinitas, 
608 

con límites de integración infinitos, 
605" 


convergencia, 605, 608 
divergencia, 605, 608 
Implícita, forma de una función, 25, 
152 
Incremental, cociente, 107 
Inferiores, sumas, 295 
límite de, 298 
Ingreso marginal, 263 
Integración, 279 
completar el cuadrado, 440 
conteniendo funciones hiperbólicas, 
452 
conteniendo funciones logarítmicas, 
367 
conteniendo funciones trigonométri- 
cas inversas, 438 
conteniendo seno y coseno, 555, 
560 
de funciones pares e impares, 337 
de funciones trigonométricas, 372, 
373, 380 
de series de potencias, 694 
de una función hiperbólica, 448 
estrategias, 371 
la regla Log, 367 
límite inferior, 306 
límite superior, 306 
mediante tablas, 586 
numérica, 342 
por cambio de variable (sustitución), 
328 
por fracciones simples, 575 
por partes, 545 
método de tablas, 551 
resumen, 551 
por sustitución trigonométrica, 564 
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reglas de, 280, 281 
reglas para funciones exponenciales, 
390 
secante y tangente, 558 
Integración, fórmulas especiales de, 
570 
Integral, definición, 306 
impropia, 604 
indefinida, 280 
Integral, criterio, 645 
Interés compuesto, 401 
Intermedio, teorema del valor, 87 
Intersección de dos conjuntos, 725 
Intersecciones de una gráfica, 7 
Intervalo de convergencia, 689 
en la recta real, 725 
no acotado, 725 
partición, 305 
punto medio, 730 
Inversa, función, 376 
continuidad, 381 
criterio de la recta horizontal, 378 
derivada, 381 
existencia para hallarla, 379 
existencia, 379 
gráfica, 378 
propiedad de reflexión, 378 
Inversa, función cosecante, 430 
derivada, 433 
gráfica, 430 
Inversa, función coseno, 430 
derivada, 433 
gráfica, 430 
Inversa, función cotangente, 430 
derivada, 433 
gráfica, 430 
Inversa, función secante, 430 
derivada, 433 
gráfica, 430 
Inversa, función seno, 430 
derivada, 433 
gráfica, 430 
Inversa, función tangente, 430 
derivada, 433 
gráfica, 430 
Inversa, función cosecante hiperbólica, 
450 
derivada, 452 
gráfica, 451 
integrales que contienen la, 452 
Inversa, función coseno hiperbólica, 
450 
derivada, 452 
gráfica, 451 
integrales que contienen la, 452 
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Inversa, función cotangente hiperbóli- 
ca, 450 
derivada, 452 
gráfica, 451 
integrales que contienen la, 452 
Inversa, función secante hiperbólica, 
450 
derivada, 452 
gráfica, 451 
integrales que contienen la, 452 
Inversa, función seno hiperbólica, 450 
derivada, 452 
gráfica, 451 
integrales que contienen la, 452 
Inversa, función tangente hiperbólica, 
450 
derivada, 452 
gráfica, 451 
integrales que contienen la, 452 
Inversa, propiedades de la función, 431 
Inversas, funciones hiperbólicas, 450 


Inyectiva (uno a uno), corresponden- 


cia, 723 
Inyectiva (uno a uno), función, 27 
Irracional, número, 723 
Iteración, 248 


Julio, 504 


Kappa, curva, 157 
Koch, copo de nieve de, 659 


Lagrange, forma de, para el resto, 683 

Lagrange, Joseph Louis (1736-1813), 
190 

Lambert, Johann Heinrich (1728- 
1777), 446 

Lámina plana, 517 

Laplace, Pierre Simon de (1749-1827), 
446 

Laterales, límites, 81 

Leibniz, Gottfried Wilhem (1646- 
1716), 25, 259 

Leibniz, notación de, para las deriva- 
das y diferenciales, 259 

Ley de la gravitación universal, 505 

Ley de la refracción, 246 

Ley de los cosenos, 742 

Ley del crecimiento y decrecimiento 
exponencial, 408 

L'Hópital, Guillaume Francois (1661- 
1704), 594 
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L’ Hôpital, regla de, 594 
Límite(s) 
de la pendiente de una recta, 52 
de las sumas inferiores, 298 
de las sumas superiores, 298 
de una función, 55 
de una función algebraica, 65 
de una función compuesta, 67 
de una función polinómica, 67 
de una función trigonométrica, 68 
de una serie, 634 
de una sucesión, 621 
definición, 60 
del término general para la conver- 
gencia de una serie, 639 
en el infinito, 214 
estrategia para calcularlos, 70 
evaluación, 65, 69 
existencia, 60 
forma determinada, 600 
-forma indeterminada, 71, 216, 592 
inexistencia, 58 
inferior de integración, 77 
inferior de una suma, 291 
infinitos, 112 
por la derecha, 81 
por la izquierda, 81 
superior e inferior de suma, 291 
trigonométricos, 73 
unilateral, 81 
Límite (o asintótica), criterio de com- 
paración, 654 
Lineal, desigualdad, 727 
Lineal, función, 30 
Lineal, regresión, 11, 37 
Lineales, factores, 577 
Log, regla para la integración, 367 
Logarítmica, derivación, 362 
Logarítmicas, funciones 
común, 398 
de base a, 397 
integrales que contienen, 368 
natural, 356 
Logaritmos, propiedades de los, 357 
Logística, curva, 516 
Longitud 
de arco, 492, 493 
del brazo de un momento, 514 
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Masa(s), 513 
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momentos de, 518 
totál, 516, 517 
Máximo(s) 
absoluto, 179 
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Máximo, problemas de, 238 
Mayor que, 724 
Media, velocidad, 124 
Medidas, sistema de, 514 
Medio, función coste, 267 
Medio, punto 
de un intervalo, 730 
entre dos puntos en el plano, 735 
Medio, regla del punto, 302 
Medio, teorema del valor, 189 
generalizado, 594 
para integrales, 318 
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tervalo, 319 
Menor que, 724 
Método de fracciones simples, 575 
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Modelos matemáticos, 10 
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de m respecto del punto p, 514 
de una fuerza, 516 
respecto de un punto, 514 
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respecto del eje x, 517, 518 
respecto del eje y, 517, 518 
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Monótona, 627 
Monótona, función, 195 
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n factorial, 623 
Napier, John (1550-1617), 356 
Natural, función exponencial, 386 
Natural, función logarítmica, 357 
base, 359 
derivada de, 360 
desarrollo en serie, 713 
propiedades, 357 
Naturales, base de logaritmos, 359 
Negativos, números reales, 723 
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Newton, método de, 248 
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Oblicuas, asíntotas, 228 
Obtuso, ángulo, 740 
Ohm, ley de, 262 
Operaciones 
con funciones exponenciales, 387 
con valores absolutos, 728 
Optimización, problemas de, estrategia 
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Orden de una ecuación diferencial, 416 
Orden en la recta real, 724 
Ordenada, 733 
Ordenado, par, 733 
Origen 
en el plano cartesiano, 733 
en la recta real, 723 
simetría respecto del, 8 
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funciones, 563 
mutuamente, 425 
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Pappus de Alejandría (hacia el 300), 
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Pappus 
segundo teorema de, 525 
teorema de, 521 
Par, función, 32 
integración de una, 338 
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Parabólica, enjuta, 524 
Paralelas, rectas, 19 
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Real, función f, de una variable real, 25 
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Secante, función, 742 
derivada, 135 
gráfica, 747 
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inversa, 430 
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Segundo teorema de Pappus, 525 
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derivada, 123 
desarrollo en serie, 713 
gráfica, 742 
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integrales que contienen, 555 
inversa, 430 
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de Taylor, 707 
divergencia, 634 
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sumas parciales, 634 
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términos, 633 
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con respecto al eje y, 8 
con respecto al origen, 8 
criterios para la, 8 
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de una ecuación diferencial, 416 
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de una serie, 633 
Toro, 521 
Trabajo, 503, 504 
realizado por una fuerza constante, 
503 
realizado por una fuerza variable, 
503 
Tractriz, 452 
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